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ДИСКРЕТНАЯ ИГРОВАЯ ЗАДАЧА С ТЕРМИНАЛЬНЫМ МНОЖЕСТВОМ

В ФОРМЕ КОЛЬЦА

В конечномерном нормированном пространстве рассматривается дискретная игровая задача фик-

сированной продолжительности. Терминальное множество определяется условием принадлежности

нормы фазового вектора отрезку с положительными концами. Множество, определяемое данным

условием, названо в работе кольцом. Цель первого игрока заключается в том, чтобы в заданный

момент времени привести фазовый вектор на терминальное множество. Цель второго игрока проти-

воположна. В данной работе построены оптимальные управления игроков. Проведено компьютерное

моделирование игрового процесса. Рассмотрена модификация исходной задачи, в которой у первого

игрока в неизвестный момент времени происходит изменение в динамике.
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Введение

В статье рассматривается дискретный конфликтно-управляемый процесс (см., напри-

мер, [1, с. 65–87], [2, 3]). Дискретные процессы управления возникают, как правило, при

решении прикладных задач. Это связано с тем, что получать информацию о состоянии

реальных управляемых систем и корректировать управления в них можно только в дис-

кретные моменты времени.

Актуальными являются задачи преследования, когда преследователь стремится сделать

в заданный момент времени относительное расстояние не больше одного заданного числа,

но не меньше другого заданного числа. В работах [4,5] множество векторов, определяемое

таким условием, названо кольцом. В [4,5] рассмотрена однотипная дифференциальная игра

с непрерывной динамикой, геометрическими ограничениями на управления игроков и тер-

минальным множеством в форме кольца. В [4] построен максимальный стабильный мост.

В [5] построены соответствующие оптимальные управления игроков. В работе [6] построе-

но семейство множеств, определяющее необходимые и достаточные условия возможности

окончания для дискретного варианта этой задачи.

В данной работе по указанному семейству множеств из [6] построены оптимальные

управления игроков в дискретной задаче. С помощью построенных управлений проведено

компьютерное моделирование игрового процесса. Кроме того, рассмотрен случай задачи

с неизвестным моментом изменения динамики первого игрока.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим дискретную игровую задачу с уравнением движения

z(i+ 1) = z(i)− a(i)u(i) + b(i)v(i), (1.1)

где z ∈ R
n, a(i) > 0, b(i) > 0, u(i) ∈ S, v(i) ∈ S, i = 0, N − 1. Здесь u(i) — управление

первого игрока, v(i) — управление второго игрока,

S = {s ∈ R
n : ‖s‖ 6 1}.

https://doi.org/10.35634/vm200102
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Правило перехода от z(i) к z(i + 1), i = 0, N − 1. В момент времени i, зная значе-

ние z(i), второй игрок выбирает управление v(i) ∈ S и сообщает о своем выборе первому

игроку. После этого первый игрок, зная z(i) и выбранное управление второго игрока v(i),
выбирает управление u(i) ∈ S. Затем для выбранной пары управлений по формуле (1.1)

реализуется z(i+ 1).
Заданы числа 0 < ε1 6 ε2. Цель первого игрока заключается в выводе вектора z(N) на

терминальное множество

S(ε1, ε2) = {s ∈ R
n : ε1 6 ‖s‖ 6 ε2}.

Цель второго игрока противоположна.

Отметим, что при ε1 = 0 решение может быть получено, например, как частный случай

результатов из [7].

§ 2. Необходимые и достаточные условия окончания

В работе [6] было построено семейство множеств W (i), i = 0, N , определяющее необ-

ходимые и достаточные условия окончания в рассматриваемой задаче:

(1) W (N) = S(ε1, ε2);

(2) пусть z(i) ∈ W (i), тогда для любого управления v(i) найдется управление u(i), гаран-

тирующее выполнение включения z(i+ 1) ∈ W (i+ 1);

(3) пусть z(i) /∈ W (i), тогда найдется управление v(i), гарантирующее выполнение вклю-

чения z(i+ 1) /∈ W (i+ 1) при любом управлении u(i).

Однако сами управления игроков в [6] построены не были.

Запишем семейство множеств W (i), i = 0, N (см. [6]), в следующем виде:

W (i) =

{

S(f1(i), f2(i)) при min
k=i,N

(f2(k)− f1(k)) > 0,

∅ иначе,

где f2(N) = ε2 и при i = 0, N − 1

f2(i) = ε2 +
N−1
∑

j=i

(a(j)− b(j)); (2.1)

f1(N) = ε1 и при i = 0, N − 1

f1(i) =







ε1 −
N−1
∑

j=i

(a(j)− b(j)) при f1(i+ 1)− a(i) > 0,

0 иначе.

(2.2)

§ 3. Решение задачи преследования

Лемма 1. Пусть f1(i) > 0 и W (i) 6= ∅, i = 0, N − 1, тогда

f1(k) 6
ε1 + ε2

2
6 f2(k)

при k = i, N − 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия W (i) 6= ∅ следуют неравенства

f1(j) 6 f2(j) при j = i, N − 1. (3.1)

Обозначим при i ∈ 0, N − 1

g(i) =
N−1
∑

j=i

(a(j)− b(j)).

Предположим противное утверждению леммы, а именно, пусть

f2(i) = ε2 + g(i) <
ε1 + ε2

2
.

Тогда

g(i) <
ε1 − ε2

2
. (3.2)

С другой стороны, учитывая (3.1) и (2.2), имеем систему неравенств

f2(i) <
ε1 + ε2

2
= ε1 −

ε1 − ε2
2

< ε1 − g(i) = f1(i).

Таким образом, пришли к противоречию c (3.1).

Предположим противное, а именно, пусть

ε1 + ε2
2

< f1(i) = ε1 − g(i).

Отсюда получим (3.2). С другой стороны, учитывая (2.1) и (3.2), имеем систему неравенств

f1(t) >
ε1 + ε2

2
= ε2 +

ε1 − ε2
2

> ε2 + g(t) = f2(t).

Пришли к противоречию c (3.1). Лемма доказана. �

Теорема 1. Пусть z(i) ∈ W (i), тогда для любого управления второго игрока v(i) ∈ S
найдется управление первого игрока u(i) ∈ S, гарантирующее выполнение включения

z(i+ 1) ∈ W (i+ 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай 1. Пусть f1(i+ 1) = 0.
Случай 1.1. Пусть ‖z(i) + b(i)v(i)‖ > a(i), тогда первый игрок берет управление

u(i) =
z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
.

Отсюда и из формул (1.1), (2.1) следуют неравенства

‖z(i+1)‖ = ‖z(i)−a(i)u(i)+b(i)v(i)‖ = ‖z(i)+b(i)v(i)‖−a(i) 6 ‖z(i)‖+b(i)−a(i) 6 f2(i+1).

Случай 1.2. Пусть ‖z(i) + b(i)v(i)‖ 6 a(i), тогда первый игрок берет управление

u(i) =
z(i) + b(i)v(i)

a(i)
при a(i) > 0 и любое u(i) ∈ S при a(i) = 0.

Подставляя это управление в формулу (1.1), получим

‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i)− a(i)u(i) + b(i)v(i)‖ = 0 6 f2(i+ 1).
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Случай 2. Пусть f1(i+ 1) > 0.
Случай 2.1. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖ >
ε1 + ε2

2
. (3.3)

Отметим, что в этом случае ‖z(i) + b(i)v(i)‖ 6= 0.
Случай 2.1.1. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖ − a(i) >
ε1 + ε2

2
, (3.4)

тогда первый игрок берет управление

u(i) =
z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
.

Отсюда и из формул (1.1), (2.1) следуют неравенства

‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i) + b(i)v(i)‖ − a(i) 6 ‖z(i)‖+ b(i)− a(i) 6 f2(i+ 1).

С другой стороны, согласно неравенству (3.4) и лемме 1,

‖z(i+ 1)‖ >
ε1 + ε2

2
> f1(i+ 1).

Случай 2.1.2. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖ − a(i) <
ε1 + ε2

2
. (3.5)

Отсюда и из (3.3) следует, что в этом случае a(i) > 0. Первый игрок берет управление

u(i) =
1

a(i)

(

‖z(i) + b(i)v(i)‖ −
ε1 + ε2

2

)

z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
.

Отметим, что u(i) ∈ S, поскольку из (3.3) и (3.5) следуют неравенства

0 6
1

a(i)

(

‖z(i) + b(i)v(i)‖ −
ε1 + ε2

2

)

< 1.

Подставив это управление в (1.1), получим

z(i+ 1) =
ε1 + ε2

2

z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
, ‖z(i+ 1)‖ =

ε1 + ε2
2

.

Из леммы 1 получим требуемые неравенства f1(i+ 1) 6 ‖z(i+ 1)‖ 6 f2(i+ 1).
Случай 2.2. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖ <
ε1 + ε2

2
. (3.6)

Случай 2.2.1. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖+ a(i) <
ε1 + ε2

2
. (3.7)

Тогда первый игрок берет управление

u(i) = −
z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
при ‖z(i) + b(i)v(i)‖ > 0; u(i) = s при ‖z(i) + b(i)v(i)‖ = 0,

где s любой вектор с ‖s‖ = 1.
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Подставляя это управление в (1.1), получим равенство

‖z(i+ 1)‖ = ‖z(i) + b(i)v(i)‖+ a(i). (3.8)

Если f1(i) = 0, то, согласно (2.2), f(i+1)−a(i) 6 0. Отсюда и из (3.8) получим неравенство

‖z(i+ 1)‖ > f(i+ 1). Если же f1(i) > 0, то, используя (2.2), получим неравенства

‖z(i+ 1)‖ > ‖z(i)‖ − b(i) + a(i) > f1(i+ 1).

С другой стороны, согласно (3.7), (3.8) и лемме 1,

‖z(i+ 1)‖ <
ε1 + ε2

2
6 f2(i+ 1).

Случай 2.2.2. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖+ a(i) >
ε1 + ε2

2
. (3.9)

Отсюда и из (3.6) следует, что в этом случае a(i) > 0. Первый игрок берет управление

u(i) =
1

a(i)

(

‖z(i) + b(i)v(i)‖ −
ε1 + ε2

2

)

z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
при ‖z(i) + b(i)v(i)‖ > 0;

u(i) = −
ε1 + ε2
2a(i)

s при ‖z(i) + b(i)v(i)‖ = 0,

где s любой вектор с ‖s‖ = 1. Отметим, что u(i) ∈ S, поскольку из (3.6) и (3.9) следуют

неравенства

−1 6
1

a(i)

(

‖z(i) + b(i)v(i)‖ −
ε1 + ε2

2

)

< 0.

Подставив это управление в (1.1), получим ‖z(i + 1)‖ =
ε1 + ε2

2
. Из леммы 1 следуют

требуемые неравенства f1(i+ 1) 6 ‖z(i+ 1)‖ 6 f2(i+ 1). �

§ 4. Решение задачи уклонения

Теорема 2. Пусть z(i) /∈ W (i), тогда найдется управление второго игрока v(i) ∈ S,

гарантирующее выполнение включения z(i + 1) /∈ W (i + 1) при любом управлении первого

игрока u(i) ∈ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай 1. Пусть W (i+ 1) 6= ∅.

Если W (i) 6= ∅, то условие z(i) /∈ W (i) равносильно выполнению одного из неравенств

‖z(i)‖ > f2(i) или ‖z(i)‖ < f1(i).
Если же W (i) = ∅, то из условия W (i + 1) 6= ∅ следует f2(i) < f1(i). Таким образом,

должно выполниться одно из неравенств ‖z(i)‖ > f2(i) или ‖z(i)‖ < f1(i).
Случай 1.1. Пусть

‖z(i)‖ > f2(i). (4.1)

Второй игрок берет управление

v(i) =
z(i)

‖z(i)‖
при ‖z(i)‖ > 0 и v(i) = s при ‖z(i)‖ = 0,

где s любой вектор с ‖s‖ = 1. Используя (1.1), (2.1) и (4.1), получим неравенства

‖z(i+ 1)‖ > ‖z(i) + b(i)v(i)‖ − a(i) = ‖z(i)‖+ b(i)− a(i) > f2(i+ 1).
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Случай 1.2. Пусть

‖z(i)‖ < f1(i). (4.2)

В случае ‖z(i)‖ − b(i) > 0 второй игрок берет управление

v(i) = −
z(i)

‖z(i)‖
.

Отсюда и из (1.1), (2.2), (4.2) следуют неравенства

‖z(i+ 1)‖ 6

∥

∥

∥

∥

z(i)−
z(i)

‖z(i)‖
b(i)

∥

∥

∥

∥

+ a(i) = ‖z(i)‖ − b(i) + a(i) < f1(i+ 1).

В случае ‖z(i)‖ − b(i) 6 0 второй игрок берет управление

v(i) = −
z(i)

b(i)
при b(i) > 0 и любое v(i) ∈ S при b(i) = 0.

Из (4.2) следует, что f1(i) > 0. Тогда, согласно (2.2), a(i) < f(i + 1). Отсюда и из (1.1)

получим оценку

‖z(i+ 1)‖ 6 ‖z(i) + b(i)v(i)‖+ a(i) = a(i) < f(i+ 1).

Случай 2. Пусть W (i + 1) = ∅. Тогда второй игрок может брать любое управление

v(i) ∈ S.

�

§ 5. Компьютерное моделирование игрового процесса

Рассмотрим задачу преследования, в которой уравнения движения первого игрока (пре-

следователя) и второго игрока (убегающего) имеют вид

z1(i+ 1) = z1(i) + a(i)u(i) и z2(i+ 1) = z2(i) + b(i)v(i), (5.1)

соответственно. Здесь z1(i) ∈ R
n, z2(i) ∈ R

n при i = 0, N ; a(i) > 0, b(i) > 0, u(i) ∈ S,

v(i) ∈ S при i = 0, N − 1.
В момент времени i, зная значения z1(i) и z2(i), второй игрок выбирает управление

v(i) ∈ S и сообщает о своем выборе первому игроку. После этого первый игрок, зная z1(i),
z2(i) и выбранное управление второго игрока v(i), выбирает управление u(i) ∈ S. Затем

для выбранной пары управлений по формуле (5.1) реализуются z1(i+ 1) и z2(i+ 1).
Цель преследователя осуществить неравенства ε1 6 ‖z2(N) − z1(N)‖ 6 ε2. Цель убе-

гающего противоположна. После замены переменных z(i) = z2(i) − z1(i) рассматриваемая

задача преследования примет вид (1.1).

На языке программирования C++ в среде разработки Builder 6 написана программа,

моделирующая игровой процесс в задаче (5.1) в случае R
2 (см. рис. 1 и 2).

Пользователь программы вводит параметры игры (радиусы кольца — «Eps1» и «Eps2»;

«a b» — значения a(i) и b(i)) и начальные координаты игроков («Px», «Py» — начальное

положение преследователя; «Ex», «Ey» — начальное положение убегающего) и нажимает

кнопку «Ввести параметры». После этого первый и второй игрок изображаются на плос-

кости как точки красного и синего цвета, соответственно. Вокруг точки, соответствующей

положению первого игрока, описывается две окружности с радиусами «Eps1» и «Eps2»,

которые задают кольцо.
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Рис. 1: Ввод параметров игры и начального положения игроков

Рис. 2: Движение в случае ручного управления вторым игроком
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Программа содержит также информационные поля, которые заполняются после нажатия

кнопки «Ввести параметры». В поле «N» отображается продолжительность игры, которая

равна количеству строк, введенных в поле «a b». В «f1 f2» выводятся вычисленные значения

f1(i), f2(i). Кроме того, существует поле, в котором предсказывается возможность поимки

убегающего. В случае, если начальная позиция принадлежит множеству W (0), отображает-

ся сообщение «поимка гарантирована». В противном случае отображается сообщение «2–ой

игрок может уклониться».

Кнопка «Сделать ход» задает пересчет позиций игроков по правилу (5.1). В поле «номер

хода» отображается количество уже сделанных ходов. Если включен индикатор «Траекто-

рия», то происходит отрисовка траекторий игроков.

Пользователь программы может управлять вторым игроком вручную. Для этого необхо-

димо включить индикатор «Ручное управление». В этом случае управление первого игрока

строится согласно алгоритму из § 3, а положение второго игрока в следующий момент вре-

мени пользователь выбирает с помощью курсора мыши (см. пример траекторий игроков

на рис. 2). Если индикатор «Ручное управление» неактивен, то программа демонстрирует

движение игроков в случае оптимальных управлений.

После N ходов игровой процесс останавливается.

§ 6. Задача с неизвестным моментом изменения динамики первого игрока

Рассмотрим модификацию исходной задачи, в которой

a(i, τ) =

{

a1(i), при 0 6 i < τ,
a2(i), при τ 6 i < N,

где a1(i) > 0, a2(i) > 0, i = 0, N − 1.
Такое изменение динамики может произойти в результате поломки [8,9]. Момент полом-

ки τ ∈ 0, N первому игроку заранее не известен. Информацию о том, произошла поломка

или нет, первый игрок получает в начале каждого хода до выбора своего управления u(i).
Рассмотрим случай, когда момент изменения динамики первого игрока τ выбирает вто-

рой игрок.

Обозначим f2(N, τ) = ε2 и при i = 0, N − 1

f2(i, τ) = ε2 +
N−1
∑

j=i

(a(j, τ)− b(j));

f1(N, τ) = ε1 и при i = 0, N − 1

f1(i, τ) =







ε1 −
N−1
∑

j=i

(a(j, τ)− b(j)) при f1(i+ 1, τ)− a(i, τ) > 0,

0 иначе.

Определим семейство множеств W ∗(i), i = 0, N :

W ∗(i) =

{

S(f ∗

1 (i), f
∗

2 (i)) при min
i6k6N

(f ∗

2 (k)− f ∗

1 (k)) > 0,

∅ иначе.

Здесь f ∗

2 (N) = ε2 и при i = 0, N − 1

f ∗

2 (i) = min
i6τ6N

f2(i, τ) = ε2 + min
i6τ6N

N−1
∑

j=i

(a(j, τ)− b(j));
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f ∗

1 (N) = ε1 и при i = 0, N − 1

f ∗

1 (i) = max
i6τ6N

f1(i, τ) =











ε1 − min
τ∈T (i)

N−1
∑

j=i

(a(j, τ)− b(j)) при T (i) 6= ∅,

0 при T (i) = ∅,

где T (i) = {τ ∈ i, N : f1(i, τ) > 0}.

Теорема 3. Пусть z(i) ∈ W ∗(i), тогда для любого управления второго игрока v(i) ∈ S
найдется управление первого игрока u(i) ∈ S, гарантирующее выполнение включения

z(i+ 1) ∈ W ∗(i+ 1) при любом моменте изменения динамики τ ∈ i, N .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим за a∗(i) ставшее известным в начале хода значение

a(i, τ): a1(i) или a2(i). Можно показать, что

f ∗

2 (i) 6 f ∗

2 (i+ 1) + a∗(i)− b(i); (6.1)

F (f ∗

1 (i+ 1)− a∗(i), b(i)) 6 f ∗

1 (i), (6.2)

где F (0, σ) = 0 при любом σ > 0; F (δ, σ) = δ + σ при любых δ > 0 и σ > 0.
Случай 1. Пусть f ∗

1 (i + 1) 6 ‖z(i) + b(i)v(i)‖ 6 f ∗

2 (i + 1). Тогда первый игрок берет

управление u(i) = 0. Отсюда и из (1.1) получим z(i+ 1) ∈ W ∗(i+ 1).
Случай 2. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖ > f ∗

2 (i+ 1). (6.3)

Отсюда и из (6.1) следует, что в этом случае a∗(i) > 0. Первый игрок берет управление

u(i) =
‖z(i) + b(i)v(i)‖ − f ∗

2 (i+ 1)

a∗(i)

z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
.

Отметим, что u(i) ∈ S, поскольку из неравенств ‖z(i)‖ 6 f ∗

2 (i), (6.1) и (6.3) следуют

неравенства

0 <
‖z(i) + b(i)v(i)‖ − f ∗

2 (i+ 1)

a∗(i)
6

f ∗

2 (i) + b(i)− f ∗

2 (i+ 1)

a∗(i)
6 1.

Подставив это управление в формулу (1.1), получим равенство ‖z(i+ 1)‖ = f ∗

2 (i+ 1).
Случай 3. Пусть

‖z(i) + b(i)v(i)‖ < f ∗

1 (i+ 1). (6.4)

Отсюда и из (6.2) следует, что в этом случае a∗(i) > 0. Первый игрок берет управление

u(i) =
‖z(i) + b(i)v(i)‖ − f ∗

1 (i+ 1)

a∗(i)

z(i) + b(i)v(i)

‖z(i) + b(i)v(i)‖
при ‖z(i) + b(i)v(i)‖ > 0,

u(i) = −
f ∗

1 (i+ 1)

a∗(i)
s при ‖z(i) + b(i)v(i)‖ = 0,

где s — любой вектор с ‖s‖ = 1. Покажем, что u(i) ∈ S. Пусть f ∗

1 (i + 1) − a∗(i) > 0, тогда

из неравенств f ∗

1 (i) 6 ‖z(i)‖, (6.2) и (6.4) следуют неравенства

−1 6
f ∗

1 (i)− b(i)− f ∗

1 (i+ 1)

a∗(i)
6

‖z(i) + b(i)v(i)‖ − f ∗

1 (i+ 1)

a∗(i)
< 0.

Пусть f ∗

1 (i+ 1)− a∗(i) 6 0, тогда отсюда и из (6.4) следуют неравенства

−1 6 −
f ∗

1 (i+ 1)

a∗(i)
6

‖z(i) + b(i)v(i)‖ − f ∗

1 (i+ 1)

a∗(i)
< 0.

Подставив это управление в формулу (1.1), получим равенство ‖z(i+1)‖ = f ∗

1 (i+1). �
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Замечание 1. На i-том ходе два момента изменения динамики τ1 = i и τ2 < i эквива-

лентны друг другу в том смысле, что a(j, τ1) = a(j, τ2) = a2(j) при j = i, N − 1. Поэтому

в условии теоремы 3 и во всех следующих ниже рассуждениях τ ∈ i, N .

Теорема 4. Пусть z(i) /∈ W ∗(i), тогда найдется управление второго игрока v(i) ∈ S
и момент изменения динамики τ ∈ i, N , гарантирующие невыполнение включения z(i+ 1) /∈
/∈ W ∗(i+ 1) при любом управлении первого игрока u(i) ∈ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай 1. Пусть W ∗(i+ 1) 6= ∅.

Случай 1.1. Пусть ‖z(i)‖ > f ∗

2 (i). Тогда второй игрок выбирает момент изменения дина-

мики τ∗ ∈ i, N такой, что

f ∗

2 (i) = f2(i, τ∗). (6.5)

Строя свое управление так, как это описано в случае 1.1 доказательства теоремы 2, второй

игрок гарантирует выполнение неравенства ‖z(i+ 1)‖ > f2(i+ 1, τ∗).
Покажем, что f2(i + 1, τ∗) = f ∗

2 (i + 1). В самом деле, из определения функции f ∗

2 и за-

мечания 1 следует неравенство f2(i + 1, τ∗) > f ∗

2 (i + 1). С другой стороны, используя (6.1)

и (6.5), получим

f2(i+ 1, τ∗) = f2(i, τ∗)− a(i, τ∗) + b(i) = f ∗

2 (i)− a(i, τ∗) + b(i) 6 f ∗

2 (i+ 1).

Таким образом, получили неравенство ‖z(i+ 1)‖ > f ∗

2 (i+ 1).
Случай 1.2. Пусть ‖z(i)‖ < f ∗

1 (i). Тогда второй игрок выбирает момент изменения ди-

намики τ∗ ∈ i, N такой, что f ∗

1 (i) = f1(i, τ∗). Строя свое управление так, как это описано

в случае 1.2 доказательства теоремы 2, второй игрок гарантирует выполнение неравенства

‖z(i + 1)‖ < f1(i + 1, τ∗). Действуя по аналогии со случаем 1.1, можно показать равенство

f1(i+ 1, τ∗) = f ∗

1 (i+ 1). Следовательно, ‖z(i+ 1)‖ < f ∗

1 (i+ 1).
Случай 2. Пусть W ∗(i + 1) = ∅. Тогда второй игрок на i-том ходе может брать любое

управление v(i) ∈ S, не выбирая момент изменения динамики τ . �

Таким образом, из теорем 3 и 4 следует, что семейство множеств W ∗(i), i = 0, N ,

задает необходимые и достаточные условия окончания для модификации исходной задачи,

в которой момент изменения динамики первого игрока τ выбирает второй игрок.

В перспективе, если предположить, что момент изменения динамики τ не зависит от вы-

бора второго игрока, данная задача может быть рассмотрена в рамках теории игр с неопре-

деленностью [10,11].
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In a normed space of finite dimension a discrete game problem with fixed duration is considered. The

terminal set is determined by the condition that the norm of the phase vector belongs to a segment with

positive ends. In this paper, a set defined by this condition is called a ring. The aim of the first player is
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performed. A modification of the original problem, in which at an unknown time there is a change in the
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