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ПОЛНОТА СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ
ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ С ОСОБЕННОСТЬЮ

Математическое моделирование композиционных материалов играет важную роль в современной

технике, а решение и исследование обратных граничных задач теплообмена невозможно без исполь-

зования систем собственных функций задачи Штурма–Лиувилля для дифференциального уравнения

с разрывными коэффициентами. Одним из важнейших свойств таких систем является их полнота

в соответствующих пространствах. Это свойство систем позволяет доказать теоремы существова-

ния и единственности как для прямых задач, так и обратных граничных задач теплопроводности,

а также обосновать численные методы решения таких задач. В настоящей статье доказана полно-

та в пространстве L2[r0, r2] задачи Штурма–Лиувилля для дифференциального оператора второго

порядка с разрывным коэффициентом. Эта задача возникает при исследовании и решении обрат-

ной граничной задачи теплопроводности для полого шара, состоящего из двух шаров с различными

коэффициентами температуропроводности. Доказана самосопряженность, инъективность, а также

положительная определенность этого оператора.

Ключевые слова: система собственных функций, задача Штурма–Лиувилля, композиционные мате-

риалы, обратные граничные задачи.

DOI: 10.35634/vm200105

При исследовании и решении прямых и обратных задач для дифференциальных уравне-

ний в частных производных важную роль играют собственные функции соответствующих

задач Штурма–Лиувилля. Для эффективности этих систем требуется их ортогональность

и полнота в соответствующих функциональных пространствах. Заметим, что полнота си-

стемы собственных функций позволяет решить проблему существования и единственности

решения не только прямой, но и обратной задачи. При решении задач для композиционных

материалов соответствующая задача Штурма–Лиувилля имеет особенности. Собственные

функции таких задач исследованы недостаточно. Проблемы полноты системы собствен-

ных функций задачи Штурмы–Лиувилля для операторов из другого класса рассматрива-

лись в работах [1, 2]. В статье [3], посвященной решению обратной граничной задачи для

композиционных материалов, не доказана полнота системы собственных функций соответ-

ствующей задачи Штурма–Лиувилля. В данной статье восполнен данный пробел.

§ 1. Постановка задачи Штурма–Лиувилля для полого шара, состоящего из двух шаров
с различными коэффициентами температуропроводности

Пусть H — пространство L2(r0, r2) с эквивалентной нормой, определяемой скалярным

произведением

(u(r), v(r)) :=
1

a1

∫ r1

r0

r2 · u1(r) · v1(r) dr +
1

a2

∫ r2

r1

r2 · u2(r) · v2(r) dr, (1)

где

u(r) =

{

u1(r), r ∈ (r0, r1),

u2(r), r ∈ (r1, r2),
v(r) =

{

v1(r), r ∈ (r0, r1),

v2(r), r ∈ (r1, r2).
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Введем оператор A : H → H, где H определено формулой (1),

Au(r) =















a21
r2

d

dr

(

r2
du1(r)

dr

)

, r ∈ (r0, r1),

a22
r2

d

dr

(

r2
du2(r)

∂r

)

, r ∈ (r1, r2),
(2)

D(A) = {u(r) ∈ W 2
2 (r0, r1)

⋃

W 2
2 (r1, r2), u1(r0) = 0, u2(r2) = 0,

u1(r1) = u2(r1), a1u
′

1(r1) = a2u
′

2(r1)},

где W 2
2 — пространство Соболева.

Решая задачу Штурма–Лиувилля

−Au(r) + λ2u(r) = 0, u(r) =

{

u1(r), r ∈ (r0, r1),

u2(r), r ∈ (r1, r2),
u(r) ∈ D(A),

определим последовательность собственных значений λn этой задачи, λn — положительные

корни трансцендентного уравнения

ctg
λ(r1 − r0)

a1
+ ctg

λ(r2 − r1)

a2
=

(a1 − a2)

λ · r1

и соответствующие им собственные функции {ϕn(r)}

ϕn(r) =























sin λn(r−r0)
a1

r sin λn(r1−r0)
a1

, r0 6 r 6 r1,

sin λn(r2−r)
a2

r sin λn(r2−r1)
a2

, r1 6 r 6 r2.

§ 2. Основные свойства оператора A

Лемма 1. Пусть оператор A определен формулой (2). Тогда A симметричен на множе-

стве D(A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u1(r), u2(r), v1(r), v2(r) ∈ D(A). Необходимо показать,

что
∫ r1

r0

u1(r) ·
a21
r2

· [r2v′1(r)]
′ · r2

dr

a1
+

∫ r2

r1

u2(r) ·
a22
r2

· [r2v′2(r)]
′ · r2

dr

a2
=

∫ r1

r0

v1(r) ·
a21
r2

· [r2u′

1(r)]
′ · r2

dr

a1
+

∫ r2

r1

v2(r) ·
a22
r2

· [r2u′

2(r)]
′ · r2

dr

a2
.

Проинтегрировав левую часть этого равенства дважды по частям, получим

(Au(r), v(r)) = (v(r), Au(r)).

Тем самым лемма доказана. �

Лемма 2. Существует линейный инъективный оператор A−1, обратный к A, для кото-

рого выполняются условия D(A−1) = H , а R(A−1) = D(A).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого f ∈ H существует единственная функция u(r) ∈
D(A), такая, что Au(r) = f(r),

u1(r) =

∫ r

r0

[

1

a21 · η
2
1

∫ η1

r0

f(η2) · η
2
2 · dη2

]

dη1 −
c1
r
+

c1
r0
,

u2(r) =

∫ r

r2

[

1

a22 · η
2
1

∫ η1

r2

f(η2) · η
2
2 · dη2

]

dη1 −
c2
r
+

c2
r2
.

(3)

Константы c1 и c2 в (3) однозначно определяются условием согласования. Тем самым лемма

доказана. �

Лемма 3. Существует число γ0 > 0 такое, что для любой функции u(r) ∈ D(A) спра-

ведливо соотношение

−(Au(r), u(r)) > γ0 · ‖u(r)‖
2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для любых u(r), v(r) ∈ D(A), A = −B∗B, где

Bu(r) = r
du(r)

dr
, u(r0) = u(r2) = 0, B∗v(r) = −

d

dr
[rv(r)].

Тогда −(Au(r), u(r)) = (B∗Bu(r), u(r)) = (Bu(r), Bu(r)) = ‖Bu(r)‖2.
Поскольку

−(Au(r), u(r)) =

∫ r1

r0

r2 · [u′

1(r)]
2dr +

∫ r2

r1

r2 · [u′

2(r)]
2dr,

то достаточно показать, что для любого u(r) ∈ H

∫ r1

r0

r2 · u2
1(r)dr +

∫ r2

r1

r2 · u2
2(r)dr 6 c3 ·

∫ r1

r0

r2 · [u′

1(r)]
2dr + c4 ·

∫ r2

r1

r2 · [u′

2(r)]
2dr,

где константы c3 и c4 > 0 будут определены ниже.

Имеем

u(r) =

∫ r

r0

(ξ21)
1/2·u′

1(ξ1)·(ξ
2
1)

−1/2dξ1+

∫ r

r2

(ξ22)
1/2·u′

2(ξ2)·(ξ
2
2)

−1/2dξ2, ξ1 ∈ [r0, r1], ξ2 ∈ [r1, r2].

|u(r)| 6

(
∫ r

r0

ξ21 · [u
′

1(ξ1)]
2dξ1

)1/2

·

(∣

∣

∣

∣

∫ r

r0

dξ1
ξ21

∣

∣

∣

∣

)1/2

+

(
∫ r

r2

ξ22 · [u
′

2(ξ2)]
2dξ1

)1/2

·

(∣

∣

∣

∣

∫ r

r2

dξ2
ξ22

∣

∣

∣

∣

)1/2

,

r2 · u2(r) 6 r2 ·

∣

∣

∣

∣

1

r
−

1

r0

∣

∣

∣

∣

·

∫ r1

r0

r2 · [u′

1(r)]
2dr +

∣

∣

∣

∣

1

r2
−

1

r

∣

∣

∣

∣

·

∫ r2

r1

r2 · [u′

2(r)]
2dr,

∫ r2

r0

r2 · u2(r) 6

∫ r1

r0

r2 ·

∣

∣

∣

∣

1

r
−

1

r0

∣

∣

∣

∣

dr ·

∫ r1

r0

r2 · [u′

1(r)]
2dr +

∫ r2

r1

∣

∣

∣

∣

1

r2
−

1

r

∣

∣

∣

∣

dr ·

∫ r2

r1

r2 · [u′

2(r)]
2dr,

c3 =

∫ r1

r0

r2 ·

∣

∣

∣

∣

1

r
−

1

r0

∣

∣

∣

∣

dr, c4 =

∫ r2

r1

∣

∣

∣

∣

1

r2
−

1

r

∣

∣

∣

∣

dr. Выбрав γ0 = min{c3, c4}, получим утвержде-

ние леммы. �

Из теоремы 1 в [4, глава VII, § 6] следует самосопряженность оператора A−1, а из тео-

ремы 1.8, доказанной в [5, с. 126], его полная непрерывность.



62 Полнота системы собственных функций

§ 3. Полнота системы собственных функций {ϕn(r)}

Теорема 1. Система собственных функций {ϕn(r)} задачи Штурма–Лиувилля полна

в пространстве H .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как из лемм 1–3 следует, что оператор −A−1 является инъ-

ективным линейным, вполне непрерывным, самосопряженным и положительно определен-

ным, а R(A−1) = D(A) = H , то из теоремы Гильберта–Шмидта следует, что для любого

f(r) ∈ H, f(r) =
∞
∑

n=1

fnλ
2
nϕn(r), где fn = (f, ϕn), что и доказывает полноту системы

{ϕn(r)} в пространстве H .

Пусть {ϕn(x)} система собственных функций оператора A−1. Тогда

−A−1ϕn(r) = µ2
nϕn(r), (4)

где µn = 1/λn. Из (4) следует, что

1

µ2
n

ϕn(r) = −Aϕn(r),

то есть системы собственных функций операторов A−1 и A совпадают. Тем самым теорема

доказана. �
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Mathematical modeling of composite materials plays an important role in modern technology, and the

solution and study of inverse boundary value problems of heat transfer is impossible without the use of

systems of eigenfunctions of the Sturm–Liouville problem for the differential equation with discontinuous

coefficients. One of the most important properties of such systems is their completeness in the corre-

sponding spaces. This property of systems allows to prove theorems of existence and uniqueness of both

direct problems and inverse boundary value problems of thermal conductivity, and also to prove numerical

methods of solving such problems. In this paper, we prove the completeness of the Sturm–Liouville prob-

lem in the space L2[r0, r2] for a second-order differential operator with a discontinuous coefficient. This

problem arises when investigating and solving the inverse boundary problem of thermal conductivity for

a hollow ball consisting of two balls with different temperature conductivity coefficients. Self-conjugacy,

injectivity, and positive definiteness of this operator are proved.
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