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О ВЛИЯНИИ ПОРИСТОСТИ НА РЕЖИМ РАЗВИТИЯ НЕУСТОЙЧИВОСТИ
ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ НАД СЛОЕМ ПОРИСТОЙ СРЕДЫ

Описаны результаты линейного анализа устойчивости плоскопараллельного течения несжимаемой

жидкости над слоем насыщенной пористой среды при различных значениях ее пористости. Рас-

сматривается ограниченная двухслойная система, состоящая из слоя однородной недеформируемой

пористой среды конечной толщины и слоя несжимаемой однородной жидкости над ним. Пори-

стый слой ограничен снизу твердой стенкой, верхняя граница жидкости рассматривается как сво-

бодная, но недеформируемая. Выполнен анализ линейной устойчивости стационарного течения в

такой системе в условиях существования бимодальной нейтральной кривой и варьировании пори-

стости нижнего слоя. Продемонстрирован переход между двумя основными модами неустойчиво-

сти: длинноволновой, связанной с точками перегиба в профиле течения, и коротковолновой, обу-

словленной большим поперечным градиентом скорости течения вблизи границы раздела жидкости

и пористой среды. Уменьшение пористости влечет стабилизацию длинноволновых возмущений без

существенного изменения критического волнового числа. Коротковолновые возмущения при этом

дестабилизируются, а их критическое волновое меняется в широких пределах. При значении по-

ристости меньше 0.7 инерционные слагаемые в уравнении фильтрации и величина механических

напряжений на границе раздела возрастают настолько, что доминирующим механизмом развития

неустойчивости становится аналог неустойчивости Кельвина–Гельмгольца. В узком интервале по-

ристости реализуется полоса устойчивости течения, разделяющая ветви нейтральной кривой.
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Проблема описания взаимодействия потока однородной жидкости с насыщенной пори-

стой средой и развития неустойчивости стационарного течения в такой системе имеет боль-

шое прикладное значение. В частности, развитие вихревых течений может быть причиной

выбросов загрязнений, скопившихся в донной или наземной растительности [1]. Другим

приложением является описание процесса затвердевания жидкого металла [2, 3]. Наконец,

одним из наиболее активно разрабатываемых на сегодня приложений является моделиро-

вание ионобменных процессов в топливных ячейках с пористыми электродами [4]. Во всех

описанных ситуациях развитие неустойчивости течения может привести к нарушению тех-

нологического процесса или работоспособности устройства, в связи с чем требуется знать

условия дестабилизации потока для корректного выбора рабочих режимов системы [5].

При движении жидкости над насыщенной пористой средой часть импульса передается в

глубину пористого слоя, в котором также возникает стационарное течение. Благодаря высо-

кой силе сопротивления пористой матрицы, происходит резкое снижение скорости потока,

которое приводит к развитию аналога неустойчивости Кельвина–Гельмгольца и вызывает

перемешивание жидкостей в однородном слое и слое пористой среды. Задачи такого рода

имеют обширную историю изучения. Классической постановкой для такой системы яв-

ляется задача о течении несжимаемой жидкости в канале, ограниченном твердой стенкой

сверху и бесконечным слоем пористой среды снизу в присутствии продольного градиента

давления [5, 6]. Известны отдельные работы по исследованию течений в канале с двумя

пористыми стенками [7, 8].

https://doi.org/10.35634/vm200110
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Рис. 1: Геометрия рассматриваемой двухслойной системы

Характерной особенностью двухслойной системы жидкости и пористой среды является

бимодальность нейтральных кривых, что соответствует реализации двух механизмов раз-

вития неустойчивости [3,6,8–11]. При высокой пористости и проницаемости в системе воз-

можно возникновение крупных вихрей с большой длиной волны, охватывающих оба слоя.

Однако при определенных условиях вблизи границы раздела могут формироваться и ко-

ротковолновые вихревые структуры. Между этими механизмами возможны переходы [12].

В предшествующих работах представлен подробный анализ критических чисел Рейнольд-

са и нейтральных кривых при различных значениях проницаемости и толщины пористого

слоя, но отдельного исследования влияния изменения пористости нижнего слоя на устой-

чивость в литературе не представлено.

В настоящей работе проведено исследование линейной устойчивости течения над по-

ристой средой при различных значениях пористости нижнего слоя. Ее величина непосред-

ственно влияет на баланс механических напряжений на границе раздела слоев, а также

на величину нелинейных инерционных слагаемых в уравнении фильтрации. Продемон-

стрирован переход между двумя основными режимами неустойчивости — от доминиро-

вания крупномасштабных возмущений к механизму, подобному неустойчивости Кельвина–

Гельмгольца. Описание производится в области больших значений пористости (выше 0.6)
и проницаемости, что соответствует различным технологическим устройствам, работа ко-

торых определяется смежными потоками.

§ 1. Модель течения в двухслойной системе

Рассматривается двухслойная система, состоящая из слоя вязкой несжимаемой жидко-

сти и расположенного под ним слоя пористой среды, насыщенной той же жидкостью. Слои

наклонены к горизонту под углом α, и жидкость свободно стекает вниз под действием силы

тяжести, дополнительного продольного градиента давления в системе нет (рис. 1). Ниж-

няя граница системы считается твердой и непроницаемой для жидкости. Верхняя граница

принята свободной и недеформируемой, что эквивалентно также средней линии симмет-

ричного канала с пористыми стенками [8]. Граница раздела слоев также рассматривается

как плоская и недеформируемая. Описание производится в двумерном приближении, задача

предполагается однородной вдоль оси y.

Движение в однородной жидкости описывается уравнениями Навье–Стокса:

∂v

∂t
+ (v · ∇) v = −

1

ρ
∇P + ν∆v − gγ, (1.1)

div v = 0, (1.2)
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а в пористом слое — моделью Бринкмана:

1

ϕ

∂vp
∂t

+
1

ϕ2
(vp · ∇) vp = −

1

ρ
∇Pp −

ν

K
φvp + ν̃∆vp − gγ, (1.3)

div vp = 0, (1.4)

где v — скорость движения в слое однородной жидкости, φvp — скорость фильтрации жид-

кости в пористом слое, P — давление, φ, K — пористость и проницаемость среды, ρ, ν —

плотность и кинематическая вязкость жидкости, g — ускорение силы тяжести, γ — еди-

ничный вектор вдоль вертикали. Индекс p обозначает величины, относящиеся к пористой

среде. В этом уравнении сохранены инерционные члены, поскольку они оказывают суще-

ственное влияние на формирование переходного слоя между потоками, а также динамику

жидкости вблизи границы раздела при возникновении поперечной компоненты скорости

течения [11, 13].

На границе раздела потоков используются условия, описывающие баланс нормальных

и касательных напряжений [14, 15]:

v = φvp, P − 2νρ
∂vz
∂z

= Pp − 2ν̃ρφ
∂vp,z
∂z

,
∂vx
∂z

−
ν̃

ν
φ
∂vp,x
∂z

= 0. (1.5)

Предпочтение этим граничным условиям по отношению к другим существующим моде-

лям обусловлено более корректным описанием механизмов развития неустойчивости в рас-

сматриваемой двухслойной системе. Их использование позволяет напрямую учесть влияние

пограничных слоев, которые формируются внутри пористой среды на ее нижней твердой

границе и вблизи границы раздела с однородной жидкостью [11].

При переходе к безразмерным уравнениям для переменных приняты следующие мас-

штабы:

[r] = h, [t] =
h2

ν
, [v] =

gh2

ν
sinα, [P ] = ρ0gh sinα.

Масштабом длины является полная толщина системы; масштаб скорости — это удвоенная

максимальная скорость стекания слоя однородной жидкости по непроницаемой наклонной

плоскости с заданным углом α; для времени использован характерный вязкий масштаб,

а для давления — продольный перепад его гидростатического распределения в наклонном

слое.

В результате полная система уравнений модели и граничные условия принимают следу-

ющий вид:

∂v

∂t
+ Re (v · ∇) v = −∇P +∆v −

1

sinα
γ, (1.6)

div v = 0, (1.7)

1

ϕ

∂vp
∂t

+
Re

ϕ2
(vp · ∇) vp = −∇Pp −

1

Da
vp +∆vp −

1

sinα
γ, (1.8)

div vp = 0, (1.9)

z = 1 : vz = 0,
∂vx
∂z

= 0, (1.10)

z = 0 : vp,z = vp,x = 0, (1.11)

z = d : v = φvp, P − 2
∂vz
∂z

= Pp − 2φ
∂vp,z
∂z

,
∂vx
∂z

−
∂vp,x
∂z

= 0. (1.12)
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Рис. 2: Профили стационарного течения в двухслойной системе для различных значений

проницаемости

Управляющими параметрами являются число Рейнольдса, число Дарси и безразмерная

толщина пористой среды:

Re =
gh3

ν2
sinα, Da =

K

h2
, d =

hp

h
,

где hp — толщина пористого слоя.

Задача (1.6)–(1.12) имеет ряд стационарных решений, наиболее простым из которых

является плоскопараллельное. Его структура подробно описана в литературе. Выбранные

масштабы и безразмерные параметры позволяют получить универсальное решение для про-

филя скорости, не зависящее от угла наклона слоя и числа Рейнольдса.

Примеры стационарного течения представлены на рис. 2. В однородной жидкости реа-

лизуется параболический профиль скорости. В пористой среде при малой проницаемости

профиль скорости стремится к плоскому со средним значением ∼ Da/ϕ и с двумя по-

граничными слоями шириной порядка Da1/2. При высокой проницаемости пограничные

слои сливаются между собой, и профиль скорости внутри пористой среды становится каче-

ственно близок к линейному, а в целом в системе — к параболическому. Ниже исследуется

устойчивость такого плоскопараллельного течения при варьировании проницаемости и по-

ристости нижнего слоя.

§ 2. Анализ нейтральных кривых

Далее численно исследуется устойчивость стационарного решения. Линеаризованные

уравнения для малых возмущений стандартным методом приводятся к спектральной задаче

для z-компоненты возмущения скорости w:

(λ+ ikReU)(w′′
− k2w) = wIV

− 2k2w′′ + k4w − ikReU ′′w, (2.1)
(
λ

ϕ
+

ikRe

ϕ2
Up +

1

Da

)
(w′′

p − k2wp) = wIV
p − 2k2w′′

p + k4wp −
ikRe

ϕ2
U ′′

pwp, (2.2)



138 О влиянии пористости на режим развития неустойчивости

k

R
e
,×

1
0
5

0.0

1.0

2.0

0 10 20

ϕ = 0.60

ϕ = 0.70

ϕ = 0.80

ϕ = 0.90

Рис. 3: Нейтральные кривые течения в двухслойной системе при высокой проницаемости

Da = 2 · 10−4

с граничными условиями

z = 1 : w = 0, w′′ = 0, (2.3)

z = 0 : wp = 0, w′

p = 0, (2.4)

z = d : w = φwp, w′ = φw′

p, w′′ = w′′

p , (2.5)

(w′′′
− w′′′

p )− (λ+ k2)w′ +

(
λ

ϕ
+ k2

)
w′

p − ikRe

((
U ′w −

U ′

pwp

ϕ2

)
−

−

(
Uw′

−
Upw

′

p

ϕ2

))
+

w

Da
= 0.

Исследование полученной задачи устойчивости проводилось численно с использова-

нием метода построения фундаментальной системы решений с ортогонализацией [16–18].

Данный метод является модификацией стандартного метода стрельбы, широко применяе-

мого при решении разнообразных краевых задач. Система дифференциальных уравнений

(2.1)–(2.5) преобразуется к системе уравнений первого порядка и решается численно на ос-

нове алгоритма Рунге–Кутты–Мерсона с адаптивным шагом при заданной относительной

погрешности 10−8. В качестве начальных условий задается набор ортонормированных век-

торов, которые в ходе интегрирования системы уравнений пошагово ортогонализируются

и перенормируются для устранения накапливающихся численных погрешностей, возника-

ющих благодаря высокой степени жесткости системы при типичных значениях управля-

ющих параметров (Re ∼ 104, Da ∼ 10−3). Ортогонализация векторов решений позволя-

ет удерживать шаг интегрирования метода Рунге–Кутты–Мерсона в приемлемых пределах,

обеспечивающих устойчивую работу алгоритма.

Реализован итерационный процесс уточнения числа Рейнольдса и мнимой части инкре-

мента с относительной погрешностью 10−4. Подробное описание алгоритма применительно

к задачам теории устойчивости конвективных течений дано в монографии [18].

На рис. 3, 4 показаны нейтральные и дисперсионные кривые для течения в двухслой-

ной системе, полученные при различной пористости и проницаемости среды. Рассмотрен

интервал высоких пористостей от 0.60 до 0.99, соответствующих условиям применимости

модели Бринкмана для описания пористой среды [5].
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Рис. 4: Нейтральные кривые течения в двухслойной системе в области существования би-

модальности: а — Da = 10−4; б — Da = 6 · 10−5

В основном структура нейтральных кривых соответствует ранее полученным результа-

там [8, 11]. Главный минимум, существующий на нейтральных кривых в случае высоко-

проницаемой среды, отвечает крупномасштабным вихревым возмущениям, охватывающим

как верхний, так и нижний слой системы. Порог устойчивости и критическая длина волны

в таком случае практически не изменяются при варьировании параметров, определяющих

интенсивность вязкого трения в системе. Соответствующий ему механизм дестабилизации

течения связан с наличием точек перегиба в профиле течения.

Переход к бимодальной структуре нейтральной кривой реализуется плавным образом

и связан с наличием в профиле скорости в пористой среде плоского участка, разделяющего

узкие пограничные слои на ее нижней и верхней границах (кривая 3 на рис. 2). При высокой

проницаемости (кривая 1 на рис. 2) пограничные слои внутри пористой среды полностью

сливаются, поперечный градиент скорости в окрестности границы раздела уменьшается,

а общий профиль скорости в системе качественно приближается к параболическому.

При уменьшении проницаемости (Da = 1 · 10−4) на нейтральной кривой проявляются

оба описанные ранее минимума (рис. 4, a). Они остаются выраженными во всем интервале

рассмотренных значений пористости. Коротковолновый минимум неустойчивости реализу-

ется благодаря резкому изменению скорости вблизи границы раздела однородной жидкости

и пористой среды, и соответствующая ему длина волны и структура критических движений

сильно зависят от величины вязкого трения.

В предшествующих публикациях [3,8,11] использованы диапазоны параметров, при ко-

торых всегда доминирует длинноволновый механизм неустойчивости. Дальнейшее умень-

шение проницаемости усиливает разделение минимумов на нейтральной кривой благодаря

повышению величины касательных напряжений вблизи границы раздела, но при высокой

пористости глобальный порог устойчивости течения по-прежнему определяется длинно-

волновой частью нейтральной кривой.

При исследовании структуры нейтральных кривых, полученных при малой проницае-

мости (Da = 6 · 10−5), отмечено также формирование при ϕ ∼ 0.8 узкой полосы устой-

чивости, разделяющей две ветви нейтральной кривой (рис. 4, b). В пределах расчетной

области, для которой получена нейтральная кривая, слияния ветвей в пределах этой поло-
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сы обнаружено не было вплоть до значений числа Рейнольдса Re ∼ 5 · 105, что примерно

в несколько раз превышает пороговое значение при данной пористости и проницаемости.

Полоса устойчивости течения реализуется в узком интервале пористости — из представлен-

ных графиков видно, что уже при ϕ ∼ 0.7 она исчезает; и на этой же нейтральной кривой

коротковолновый минимум неустойчивости впервые становится доминирующим. Последу-

ющее уменьшение пористости приводит к смещению этого минимума в область меньших

значений волновых чисел k и практически полному исчезновению длинноволнового мини-

мума нейтральной кривой.

Таким образом, влияние пористости наиболее ярко проявляется при значениях прони-

цаемости, когда существуют оба описанные выше механизма неустойчивости течения. На

полученных нейтральных кривых выражен переход от длинноволновой моды неустойчи-

вости к коротковолновой по мере уменьшения пористости. Положение длинноволнового

минимума нейтральной кривой слабо зависит от пористости, тогда как критическая дли-

на волны для второго минимума быстро растет. Это также отвечает влиянию на развитие

неустойчивости сил вязкого трения в двухслойной системе.

По мере уменьшения пористости происходит стабилизация длинноволновых возмуще-

ний. Она обусловлена ослаблением течения в пористом слое и уменьшением вертикального

размера образующихся вихрей. Коротковолновые возмущения, напротив, дестабилизиру-

ются ввиду увеличения градиента продольной компоненты скорости течения, пропорци-

онального изменению пористости. Кроме того, пористость входит в инерционные члены

в уравнении Бринкмана. Соответственно, при малой пористости их относительный вклад

возрастает.

§ 3. Заключение

Проведено исследование задачи об устойчивости стационарного потока жидкости над

пористой средой, насыщенной той же жидкостью, при различных значениях пористости

нижнего слоя. Показано существование плавного перехода между длинноволновой и ко-

ротковолновой модами неустойчивости. Длинноволновая мода, когда развитие неустойчи-

вости определяется крупномасштабными возмущениями, охватывающими всю двухслой-

ную систему, по мере уменьшения пористости уступает место коротковолновому режиму,

при котором неустойчивость развивается благодаря генерации мелкомасштабных вихревых

структур, локализованных на границе раздела слоев. При низкой проницаемости пористого

слоя разделение минимум на нейтральной кривой становится более выраженным. Это про-

исходит благодаря увеличению величины скачка нормальной компоненты напряжений на

границе раздела по мере усиления влияния нелинейных инерционных слагаемых в уравне-

нии фильтрации, и, как следствие, — в граничном условии для давления.

Кроме того, при достаточно низкой проницаемости в узком интервале значений пористо-

сти реализуется полоса устойчивости течения, разделяющая две ветви нейтральной кривой

и простирающаяся далеко в область надкритических чисел Рейнольдса. Ее возникновение,

по-видимому, обусловлено взаимным подавлением возмущений с близкими длинами волн,

развивающихся в верхнем слое жидкости и вблизи границы раздела.

Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ в рамках проекта

18–71–00057.
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The stability of incompressible fluid plane-parallel flow over a layer of a saturated porous medium is

studied. The results of a linear stability analysis are described at different porosity values. The considered

system is bounded by solid wall from the porous layer bottom. Top fluid surface is free and rigid. A linear

stability analysis of plane-parallel stationary flow is presented. It is realized for parameter area where

the neutral stability curves are bimodal. The porosity variation effect on flow stability is considered. It

is shown that there is a transition between two main instability modes: long-wave and short-wave. The

long-wave instability mechanism is determined by inflection points within the velocity profile. The short-

wave instability is due to the large transverse gradient of flow velocity near the interface between liquid

and porous medium. Porosity decrease stabilizes the long wave perturbations without significant shift

of the critical wavenumber. Simultaneously, the short-wave perturbations destabilize, and their critical

wavenumber changes in wide range. When the porosity is less than 0.7, the inertial terms in filtration

equation and magnitude of the viscous stress near the interface increase to such an extent that the Kelvin–

Helmholtz analogue of instability becomes the dominant mechanism for instability development. The

stability band realizes in narrow porosity area. It separates the two branches of the neutral curve.
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