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Исследуется задача мультипликативного управления для стационарной диффузионно-дрейфовой мо-

дели зарядки полярного диэлектрика. Роль управления играет старший коэффициент в уравнении

модели, имеющий смысл коэффициента диффузии электронов. Глобальная разрешимость краевой

задачи и локальная единственность ее решения, а также разрешимость экстремальной задачи дока-

зана в предыдущих работах авторов. В настоящей работе для задачи управления выводится система

оптимальности и устанавливаются условия локальной регулярности множителя Лагранжа. На осно-

ве анализа данной системы доказывается локальная единственность решения задачи мультиплика-

тивного управления для конкретных функционалов качества.
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Введение. Постановка краевой задачи

Диффузионно-дрейфовое приближение часто используется при моделировании процес-

сов зарядки диэлектриков в неравновесных внешних условиях (см. [1–14]). Практическая

ценность данных исследований обусловлена необходимостью прогнозирования состояния

функциональных диэлектрических материалов при диагностике и модификации их свойств

методами растровой электронной микроскопии.

Математическая модель процесса зарядки полярного диэлектрика состоит из стационар-

ного уравнения дрейфа–диффузии электронов и статических уравнений Максвелла и может

быть представлена следующей краевой задачей, рассматриваемой в ограниченной обла-

сти Ω ⊂ R
3 с границей Γ:

−div (d∇ρ) + µnE · ∇ρ+
µn

εε0
|ρ|ρ = f в Ω, (0.1)

rotE = 0, divE =
1

εε0
ρ в Ω, (0.2)

ρ = 0, E× n = 0 на Γ. (0.3)

Здесь ρ — объемная плотность заряда, E — вектор-функция напряженности электри-

ческого поля, d > 0 — коэффициент диффузии электронов, µn — дрейфовая подвижность

электронов, ε — диэлектрическая проницаемость материала, ε0 — электрическая постоян-

ная, f — генерационное слагаемое, отвечающее за действие объемного источника зарядов

в объекте. На задачу (0.1)–(0.3) будем ссылаться как на задачу 1.

Несмотря на практический интерес, математическая корректность модели (0.1)–(0.3)

впервые была обоснована в 2022 г. в статье [15]. В цитируемой работе доказана глобальная

разрешимость и локальная единственность слабого решения задачи 1. В [15] также уста-

новлен и проверен вычислительным экспериментом принцип максимума и минимума для

плотности заряда ρ. В свою очередь, данный результат существенно упрощает контроль
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за вычислительными экспериментами по решению краевых и экстремальных задач для рас-

сматриваемой модели.

Далее в [16] для задачи 1 доказана разрешимость задачи мультипликативного управле-

ния, роль управления в которой играет функция d.

В статье [17] обоснована корректность модели дрейфа–диффузии электронов, учитыва-

ющей неоднородность потери заряда в пространстве. Для рассматриваемой краевой задачи

доказана разрешимость задачи управления с двумя мультипликативными и одним распреде-

ленным управлениями. Для задачи управления получены системы оптимальности и на ос-

нове их анализа доказана единственность решения задачи распределенного управления.

Отметим, что математический аппарат для исследования рассматриваемых в [15–17]

краевых и экстремальных задач разрабатывался под влиянием работ [18–20] и [21–23] по ис-

следованию близких полулинейных моделей реакции–диффузии и моделей сложного тепло-

обмена. Также отметим сходство модели (0.1)–(0.3) и нелинейных моделей массопереноса,

обобщающих приближение Буссинеска (см., например, [24, 25]). Как и в [25], в работе [15]

разрешимость краевой задачи доказана с использованием теоремы Шаудера, а полученная

в [17] система оптимальности также имеет локальную регулярность.

В настоящей работе доказывается локальная единственность решения задачи мульти-

пликативного управления для модели (0.1)–(0.3). Роль управления в рассматриваемой задаче

играет старший коэффицент d в уравнении (0.1). Как и в работах [18, 19, 25], метод доказа-

тельства локальной единственности оптимального решения основан на применении систе-

мы оптимальности. С помощью данного метода в [17] доказана локальная единственность

решения задачи распределенного управления, роль управления в которой играет функция f .

Однако задача мультипликативного управления обладает большей нелинейностью, и дока-

зать локальную единственность ее решения, как минимум, технически сложнее. В свою

очередь, интерес к задачам мультипликативного управления связан с тем, что в рамках оп-

тимизационного подхода к ним сводятся задачи восстановления (неизвестных) коэффици-

ентов модели по дополнительной информации о решении соответствующих краевых задач

(о корректности такого подхода см., например, [18]).

§ 1. Разрешимость краевой задачи

При анализе краевой задачи будем использовать функциональные пространства Соболе-

ва Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает область Ω, либо некоторую подобласть Q ⊂ Ω, либо

границу Γ. Через ‖ · ‖s,Q, | · |s,Q и (·, ·)s,Q обозначим норму, полунорму и скалярное про-

изведение в Hs(Q). Нормы и скалярные произведения в L2(Q) и L2(Ω) будем обозначать

соответственно через ‖ · ‖Q и (·, ·)Q, ‖ · ‖Ω и (·, ·)Ω.

Введем функциональные пространства H1(∆,Ω) = {h ∈ H1(Ω) : ∆h ∈ L2(Ω)},

H1
N(Ω) = {h ∈ H1(Ω)3 : h× n|Γ = 0}, H̃1

N(Ω) = H1
N(Ω) ∩ ker (rot),

функциональное множество

Hs
d0(Ω) = {h ∈ Hs(Ω) : h > d0 > 0 п.в. в Ω}, s > 3/2,

где d0 — положительная константа, и произведение пространств X = H1
0 (Ω)× H̃1

N(Ω).
Предположим, что выполняются следующие условия:

(i) Ω — ограниченная область в R
3 с границей Γ ∈ C0,1;

(ii) f ∈ L2(Ω), d ∈ Hs
d0
(Ω), s > 3/2.

Напомним, что в силу теоремы вложения Соболева пространство H1(Ω) вкладывается

в пространство Ls(Ω) непрерывно при s 6 6, компактно при s < 6 и с некоторой константой
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Cs, зависящей от s и Ω, справедлива оценка

‖h‖Ls(Ω) 6 Cs‖h‖1,Ω ∀h ∈ H1(Ω).

При s = 2 мы полагаем C2 = 1.
Ниже будем использовать следующие формулы Грина (см. [26, 27]):

−(∆u, v) = (∇u,∇v)− (∂u/∂n, v)Γ ∀u ∈ H1(∆,Ω), v ∈ H1(Ω),

(u,∇v) + (divu, v) = 〈u · n, v〉Γ ∀u ∈ L2(Ω)3 с divu ∈ L3/2(Ω), v ∈ H1(Ω), (1.1)

Справедливы следующие леммы (см. [15, 26]).

Лемма 1.1. При выполнении условий (i), E ∈ H1(Ω)3, d ∈ Hs
d0
(Ω), s > 3/2, существуют

положительные константы C0, δ1, γ
′

1 и γ1, зависящие, соответственно, от Ω такие, что

|(d∇h,∇η)| 6 C0‖d‖s,Ω‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω,

|(E · ∇h, η)| 6 γ′

1‖E‖L4(Ω)3‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω 6 γ1‖E‖1,Ω‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω ∀h, η ∈ H1(Ω), (1.2)

(∇h,∇h) > δ1‖h‖
2
1,Ω ∀h ∈ H1

0 (Ω).

Если функции E ∈ H1(Ω)3 и ρ ∈ H1
0 (Ω) связаны вторым соотношением в (0.2), то спра-

ведливо равенство

(E · ∇ρ, h) = −(∇h ·E, ρ)−
1

εε0
(h, ρ2) ∀h ∈ H1

0 (Ω),

принимающее при h = ρ следующий вид:

µn(E · ∇ρ, ρ) = −
µn

2εε0
(ρ, ρ2).

Лемма 1.2. При выполнении условия (i) для любой функции σ ∈ L2(Ω) существует един-

ственное решение E ∈ H̃1
N(Ω) задачи

rotE = 0, divE = σ в Ω, E× n = 0 на Γ,

для которого справедлива оценка

‖E‖1,Ω 6 CN‖σ‖Ω,

где CN — положительная константа, зависящая от Ω.

Пусть (ρ,E) ∈ (C2(Ω) ∩ C0(Ω))× (C1(Ω)3 ∩ H̃1
N(Ω)) — классическое решение задачи 1.

Умножим уравнение в (0.1) на функцию h ∈ H1
0 (Ω) и проинтегрируем по Ω, применяя

формулу Грина (1.1). Приходим к слабой формулировке задачи 1

(d∇ρ,∇h) + µn(E · ∇ρ, h) +
µn

εε0
(|ρ|ρ, h) = (f, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω), (1.3)

divE =
1

εε0
ρ в Ω. (1.4)

Справедлива следующая теорема (см. [15]).
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Теорема 1.1. При выполнении условий (i), (ii) существует слабое решение (ρ,E) ∈ X зада-

чи 1 и справедливы оценки

‖ρ‖1,Ω 6 C∗‖f‖Ω, C∗ = (d0δ1)
−1, (1.5)

‖E‖1,Ω 6
1

εε0
CNC∗‖f‖Ω.

Если к тому же выполняется условие (γ1CN + C3
4)

µn

εε0
‖f‖Ω < λ2

∗
, то слабое решение зада-

чи 1 единственно.

Пусть в дополнение к (i), (ii) выполняется условие

(iii) 0 6 f 6 fmax п.в. в Ω.

Здесь fmax — положительная константа.

В [15] также установлен следующий принцип максимума для плотности заряда ρ.

Лемма 1.3. При выполнении условий (i)–(iii) для слабого решения ρ ∈ H1
0(Ω) задачи 1 спра-

ведлив следующий принцип минимума и максимума:

0 ≤ ρ ≤ M п.в. в Ω, M =

(

fmaxεε0
µn

)1/2

.

§ 2. Постановка и разрешимость задачи управления

В данном разделе мы исследуем задачу мультипликативного управления для задачи 1,

роль управления в которой играет функция d. Будем считать, что функция d может изме-

няться во множестве K, удовлетворяющем условию:

(j) K ⊂ Hs
d0
(Ω), s > 3/2, — непустое выпуклое замкнутое множество.

Введем функциональные пространства

X = H1
0 (Ω)× H̃1

N (Ω), Y = H−1(Ω)× L2(Ω)

и положим x = (ρ,E) ∈ X .

Далее введем оператор

F = (F1, F2) : X ×K → Y,

действующий по формулам

〈F1(x, d), h〉 = (d∇ρ,∇h) + µn(E · ∇ρ, h) +
µn

εε0
(|ρ|ρ, h)− (f, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω),

F2(x) = divE−
1

εε0
ρ в Ω

и перепишем слабую формулировку задачи 1 в виде операторного уравнения F (x, d) = 0.
Пусть I : X → R — слабо полунепрерывный снизу функционал. Рассмотрим следующую

задачу управления:

J(x, d) ≡
µ0

2
I(x) +

µ1

2
‖d‖2s,Ω → inf, F (x, d) = 0, (x, d) ∈ X ×K, s > 3/2. (2.1)

Через Zad = {(x, d) ∈ X ×K : F (x, d) = 0, J(x, d) < ∞} обозначим множество допу-

стимых пар для задачи (2.1).

Пусть, в дополнение к (j), выполняются следующие условия:
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(jj) µ0 > 0, µ1 > 0, множество K ограничено или µ0 > 0, µ1 > 0 и функционал I
ограничен снизу.

Будем использовать следующие функционалы качества:

I1(ρ) = ‖ρ− ρd‖2Q, I2(ρ) = ‖ρ− ρd‖21,Q, I3(E) = ‖E−Ed‖2Q. (2.2)

Здесь ρd ∈ L2(Q) (или ρd ∈ H1(Q)) обозначает заданное поле концентрации в подобласти

Q ⊂ Ω. Функция Ed имеет аналогичный смысл для электрического поля.

Справедлива следующая теорема (см. [16]).

Теорема 2.1. При выполнении условий (i), (ii) и (j), (jj) функционал I : X → R слабо полуне-

перывен снизу и Zad 6= ∅. Тогда существует по крайней мере одно решение (x, d) ∈ X ×K
задачи управления (2.1).

Замечание 2.1. Функционалы качества из (2.2) удовлетворяют условиям теоремы 2.1.

§ 3. Вывод системы оптимальности

Введем пространства

X∗ = H−1(Ω)× H̃1
N(Ω)

∗, Y ∗ = H1
0 (Ω)× L2(Ω),

двойственные к пространствам X и Y из раздела 2.

Несложно показать, что производная Фреше от оператора F : X × K → Y по состо-

янию x в любой точке (x̂, d̂) = (ρ̂, Ê, d̂) является линейным непрерывным оператором

F ′

x
(x̂, d̂) : X → Y , который каждому элементу (τ, e) ∈ X ставит в соответствие элемент

F ′

x
(x̂, d̂)(τ, e) = (ŷ1, ŷ2) ∈ Y.

Здесь ŷ1 ∈ H−1(Ω) и ŷ2 ∈ L2
0(Ω) определяются по паре (ρ̂, Ê) и (τ, e) с помощью следующих

соотношений:

〈ŷ1, (τ, e)〉 = (d̂ ∇τ,∇h) + µn(Ê · ∇τ, h) + µn(e · ∇ρ̂, h) +
2

εε0
µn(|ρ̂|τ, h),

ŷ2 = div e−
1

εε0
τ ∀(τ, e) ∈ X.

(3.1)

Через F ′

x
(x̂, d̂)∗ : Y ∗ → X∗ обозначим сопряженный к F ′

x
(x̂, d̂) оператор.

Следуя общей теории гладко-выпуклых экстремальных задач (см. [28]), введем элемент

y∗ = (θ, σ) ∈ Y ∗ = H1
0 (Ω) × L2(Ω), на который будем ссылаться, как на сопряженное

состояние, и введем Лагранжиан L : X ×K × R× Y ∗ → R по формуле:

L(x, d, λ0,y
∗) = λ0J(x, d) + 〈y∗, F (x, d)〉Y ∗×Y ≡ λ0J(x, d) + 〈F1(x, d), θ〉+ (F2(x), σ).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть выполняются условия (i), (ii) и (j), (jj) и элемент (x̂, d̂) ∈ X × K
является точкой локального минимума для задачи (2.1). Предположим, что функционал

качества I : X → R непрерывно дифференцируем по Фреше по состоянию x в точке x̂.

Тогда:
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1) существует ненулевой множитель Лагранжа (λ0,y
∗) = (λ0, θ, σ) ∈ R

+ × Y ∗, с ко-

торым выполняется уравнение Эйлера–Лагранжа F ′

x
(x̂, d̂)∗y∗ = −λ0J

′

x
(x̂, d̂) в X∗, эквива-

лентное соотношениям

(d̂ ∇τ,∇θ) + µn(Ê · ∇τ, θ) +
2µn

εε0
(|ρ̂|τ, θ)−

1

εε0
(τ, σ) =

= −λ0
µ0

2
〈I ′ρ(x̂), τ〉 ∀ τ ∈ H1

0 (Ω),
(3.2)

µn(e · ∇ρ̂, θ) + (div e, σ) = −λ0
µ0

2
〈I ′

E
(x̂), e〉 ∀ e ∈ H̃1

N(Ω), (3.3)

и справедлив принцип минимума L(x̂, d̂, λ0,y
∗) 6 L(x̂, d, λ0,y

∗) для всех d ∈ K, эквивалент-

ный неравенству

λ0µ1(d̂, d− d̂)s,Ω +
(

(d− d̂)∇ρ̂,∇θ
)

> 0 ∀d ∈ K, s > 3/2. (3.4)

2) если, к тому же, выполняется условие

γ1µnCN

εε0
‖f‖Ω 6 λ2

∗
, (3.5)

где λ∗ = d0δ1, то любой нетривиальный множитель Лагранжа (λ0,y
∗), удовлетворяю-

щий (3.2)–(3.4), является регулярным, т. е. имеет вид (1,y∗), и определяется единственным

образом по заданной паре (x̂, d̂).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [28, гл. 2] для доказательства существования множителя

Лагранжа (λ0,y
∗) достаточно показать, что F ′

x
(x̂, d̂) : X → Y — фредгольмов оператор.

В силу (3.1) оператор F ′

x
(x̂, d̂) : X → Y можно представить в следующем виде:

F ′

x
= Φ + Φ̂ ≡ (Φ1,Φ2) + (Φ̂1, 0).

Здесь Φ2(x) = div e −
1

εε0
τ для всех x = (τ, e) ∈ X и операторы Φ1 и Φ̂1 : X → Y

определяются формулами

〈Φ1(τ), h〉 = (d̂ ∇τ,∇h) + µn(Ê · ∇τ, h) +
2µn

εε0
(|ρ̂|τ, h),

〈Φ̂1(e), h〉 = µn(e · ∇ρ̂, h).

(3.6)

Покажем, что оператор Φ = (Φ1,Φ2) : X → Y является изоморфизмом. Для этого доста-

точно показать, что для любой пары (f, s) ∈ Y существует единственное решение (τ, e) ∈ X
линейной задачи

a1(τ, h) = (d̂ ∇τ,∇h) + µn(Ê · ∇τ, h) +
2µn

εε0
(|ρ̂|τ, h) = 〈f, h〉 ∀h ∈ H1

0 (Ω), (3.7)

div e−
1

εε0
τ = s в Ω. (3.8)

Из леммы 1.1 вытекает непрерывность и коэрцитивность билинейной формы a1 с кон-

стантой λ∗ = d0δ1. Тогда по теореме Лакса–Мильграма существует единственное решение

τ ∈ H1
0 (Ω) задачи (3.7), для которого справедлива оценка

‖τ‖1,Ω 6 C∗‖f‖−1,Ω, C∗ = λ−1
∗
.
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Тогда в силу леммы 1.2 для любой функции s ∈ L2(Ω) существует единственное реше-

ние e ∈ H̃1
N(Ω) задачи (3.8) и справедлива оценка

‖e‖1,Ω 6 CN

(

C∗

εε0
‖f‖−1,Ω + ‖s‖Ω

)

.

Докажем, что оператор Φ̂ = (Φ̂1, 0) : X → Y , определенный формулой (3.6), является

непрерывным и компактным. Поскольку пространство H1(Ω)3 непрерывно и компактно

вложено в L4(Ω)3, то данное утверждение вытекает из оценки

∣

∣(e · ρ̂, h)
∣

∣ 6 γ′

2‖e‖L4(Ω)3‖ρ̂‖1,Ω‖h‖1,Ω.

Таким образом, получаем, что оператор F ′

x
(x, u) : X → Y является фредгольмовым, как

сумма изоморфизма Φ: X → Y и компактного оператора Φ̂ : X → Y .

Для доказательства второго утверждения теоремы 3.1 достаточно доказать, что однород-

ная система (3.2), (3.3) (при λ0 = 0) имеет только тривиальное решение y∗ = (θ, σ) ≡ 0.

Предположим противное, то есть, что существует по крайней мере одно нетривиальное

решение y∗ = (θ, σ) ∈ Y ∗ системы (3.2), (3.3) при λ0 = 0, в которой элементы x̂ = (ρ̂, Ê)
и d̂ связаны соотношением F (x̂, d̂) = 0.

Подставим τ = θ и e = ẽ такое, что div ẽ = σ в Ω, в (3.2), (3.3). Существование

указанной функции ẽ вытекает из леммы 1.2, причем справедлива оценка ‖ẽ‖1,Ω 6 CN‖σ‖Ω.

В результате приходим к соотношениям

(d̂ ∇θ,∇θ) + µn(Ê · ∇θ, θ) +
2µn

εε0
(|ρ̂|θ, θ)−

1

εε0
(θ, σ) = 0 (3.9)

µn(ẽ · ∇ρ̂, θ) + (σ, σ) = 0. (3.10)

Из (3.10) с учетом (1.2) и (1.5) выводим оценку

‖σ‖Ω 6 γ1µnC∗CN‖f‖Ω‖θ‖1,Ω. (3.11)

Используя (3.11) и коэрцитивность формы a1, из (3.9) приходим к неравенству

λ∗‖θ‖
2
1,Ω 6

1

εε0
γ1µnC∗CN‖f‖Ω‖θ‖

2
1,Ω. (3.12)

Из (3.12) вытекает, что если выполняется (3.5), то ‖θ‖1,Ω = 0 или θ = 0 в Ω. Тогда из (3.11)

получаем, что σ = 0, но это противоречит предполагаемой нетривиальности множителя

Лагранжа (θ, σ). Единственность и регулярность множителя Лагранжа (1,y∗) при усло-

вии (3.5) вытекает из фредгольмовости оператора F ′

x
(x̂, û) : X → Y .

Замечание 3.1. Отметим вывод системы оптимальности в работе [17] для экстремальной

задачи, рассматриваемой для модели дрейфа–диффузии электронов с неоднородной поте-

рей заряда в пространстве. Одним из отличий является более простая техника получения

условий (3.5).

§ 4. Единственность решения экстремальной задачи

Используя полученную систему оптимальности, докажем в данном разделе локальную

единственность решения задачи управления (2.1) для функционала качества I1 из (2.2).

Из теоремы 1.1 вытекают оценки

‖ρ‖1,Ω 6 Mρ ≡ sup
d∈K

C∗‖f‖Ω, ‖E‖1,Ω 6 ME ≡ sup
d∈K

1

εε0
CNC∗‖f‖Ω, C∗ = λ−1

∗
. (4.1)



10 О единственности решения задачи мультипликативного управления

Положим

ρ = ρ1 − ρ2, E = E1 − E2, d = d1 − d2. (4.2)

Для удобства разобьем доказательство единственности решения задачи (2.1) с функци-

оналом качества I1 на отдельные этапы.

1. Вывод оценок норм разностей ρ и E через норму разности управлений d.

Для этого вычтем уравнения (1.3), (1.4), записанные при (ρ2,E2, d2), из уравнений (1.3),

(1.4) для (ρ1,E1, d1). Будем иметь

(d1∇ρ,∇h) + µn(E1 · ∇ρ, h) +
µn

εε0
(|ρ1|ρ, h) =

= −µn(E · ∇ρ2, h)−
µn

εε0

(

(|ρ2| − |ρ1|)ρ2, h
)

− (d∇ρ2,∇h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

(4.3)

divE =
1

εε0
ρ в Ω. (4.4)

Из (4.4) в силу леммы 1.2 вытекает оценка

‖E‖1,Ω 6
1

εε0
CN‖ρ‖1,Ω. (4.5)

С учетом (4.5), при выполнении условия

(

γ1CN + C3
4

) µn

εε0
Mρ 6

λ∗

2
(4.6)

из неравенства

λ∗‖ρ‖
2
1,Ω 6

µn

εε0

(

γ1CN + C3
4

)

Mρ‖ρ‖
2
1,Ω + C0‖d‖s,ΩMρ‖ρ‖1,Ω

приходим к следующей оценке:

‖ρ‖1,Ω 6 2C∗C0Mρ‖d‖s,Ω. (4.7)

С учетом (4.7) оценка (4.5) примет вид

‖E‖1,Ω 6
2

εε0
CNC∗C0Mρ‖d‖s,Ω. (4.8)

2. Вывод оценок для множителей Лагранжа θi и σi, i = 1, 2.
Предполагая, что выполняются условия теоремы 3.1, запишем (3.2), (3.3) при I = I1(ρ) =

= ‖ρ− ρd‖2Q, λ0 = 1 для (ρi,Ei, θi, σi). Будем иметь

(di ∇τ,∇θi) + µn(Ei · ∇τ, θi) +
2µn

εε0
(|ρi|τ, θi)−

1

εε0
(τ, σi) =

= −µ0 (ρi − ρd, τ)Q ∀τ ∈ H1
0 (Ω),

(4.9)

µn(e · ∇ρi, θi) + (div e, σi) = 0 ∀e ∈ H̃1
N(Ω). (4.10)

В силу леммы 1.2 существуют функции ẽi такие, что div ẽi = σi и ‖ẽi‖1,Ω 6 CN‖σi‖Ω,

i = 1, 2. Полагая e = ẽi в (4.10), приходим к неравенству

‖σi‖Ω 6 µnγ1CNMρ‖θi‖1,Ω, i = 1, 2. (4.11)
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Полагая τ = θi в (4.9), с учетом лемм 1.1 и 1.2 и оценки (4.11) при выполнении условия

µn

εε0
γ1CNMρ 6

λ∗

2
(4.12)

получаем следующую оценку для θi:

‖θi‖1,Ω 6 µ0Mθ ≡ 2µ0C∗

(

Mρ + ‖ρd‖Q
)

, i = 1, 2. (4.13)

С учетом (4.13) из (4.11) получаем оценку для σi:

‖σi‖Ω 6 µ0Mσ ≡ µ0µnγ1CNMρMθ, i = 1, 2.

В дополнение к (4.2) положим θ = θ1−θ2, σ = σ1−σ2 и перейдем к следующему этапу.

3. Вывод оценок норм разностей множителей Лагранжа ‖θ‖1,Ω и ‖σ‖Ω через норму раз-

ности управлений ‖d‖s,Ω, s > 3/2.
Вычтем равенства (4.9), (4.10), записанные при i = 2, из (4.9), (4.10) при i = 1. Будем

иметь

(d1 ∇τ,∇θ) + µn(E1 · ∇τ, θ) +
2µn

εε0
(|ρ1|τ, θ) = −(d ∇τ,∇θ2)− µn(E · ∇τ, θ2)−

−
2µn

εε0

(

(|ρ1| − |ρ2|)τ, θ2
)

+
1

εε0
(τ, σ)− µ0 (ρ, τ)Q ∀τ ∈ H1

0 (Ω),
(4.14)

µn(e · ∇ρ, θ1) + µn(e · ∇ρ2, θ) + (div e, σ) = 0 ∀e ∈ H̃1
N(Ω). (4.15)

Рассуждая, как при выводе (4.11), из (4.15) с учетом (4.7) приходим к неравенству

‖σ‖Ω 6 µ0µnγ1MθCN‖ρ‖1,Ω + µnγ1MρCN‖θ‖1,Ω 6

6 2µ0µnγ1C∗C0MθMρCN‖d‖s,Ω + µnγ1MρCN‖θ‖1,Ω.
(4.16)

Подставим τ = θ в (4.14). Применяя неравенство Гельдера и оценки леммы 1.1, с уче-

том (4.7), (4.8) будем иметь

λ∗‖θ‖1,Ω 6 µ0C0Mθ‖d‖s,Ω + µ0µnγ1Mθ‖E‖1,Ω + µ0
2µn

εε0
C3

4Mθ‖ρ‖1,Ω +

+
1

εε0
‖σ‖Ω + µ0‖ρ‖1,Ω 6 µ0ω1‖d‖s,Ω +

1

εε0
µnγ1CNMρ‖θ‖1,Ω,

ω1 =
4

εε0
µnC∗C0MρMθ(γ1CN + C3

4 ) + C0(Mθ + 2C∗Mρ).

(4.17)

При выполнении условия (4.12) из (4.17) выводим оценку для разности θ:

‖θ‖1,Ω 6 2µ0C∗ω1‖d‖s,Ω. (4.18)

С учетом (4.18) из (4.16) получаем оценку для разности σ:

‖σ‖Ω 6 µ0ω2‖d‖s,Ω, ω2 = 2µnγ1C∗CNMρ(C0Mθ + ω1). (4.19)

4. Вывод основного неравенства.

Полагая в (4.14) τ = ρ, получим

(d1 ∇ρ,∇θ) + µn(E1 · ∇ρ, θ) +
2µn

εε0
(|ρ1|ρ, θ) = −(d ∇ρ,∇θ2)− µn(E · ∇ρ, θ2)−

−
2µn

εε0

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2
)

+
1

εε0
(ρ, σ)− µ0 (ρ, ρ)Q.

(4.20)
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Положим теперь h = θ в (4.3). Будем иметь

(d1∇ρ,∇θ) + µn(E1 · ∇ρ, θ) +
µn

εε0
(|ρ1|ρ, θ) =

= −µn(E · ∇ρ2, θ)−
µn

εε0

(

(|ρ2| − |ρ1|)ρ2, θ
)

− (d∇ρ2,∇θ).
(4.21)

Вычитая (4.21) из (4.20), получим

µn

εε0
(|ρ1|ρ, θ) +

2µn

εε0

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2
)

+
µn

εε0

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ
)

−

− µn(E · ∇ρ2, θ) + µn(E · ∇ρ, θ2)−
1

εε0
(ρ, σ) + µ0 ‖ρ‖

2
Q +

+ (d∇ρ2,∇θ2)− (d∇ρ1,∇θ1) + (d∇ρ,∇(θ1 + θ2)) = 0.

(4.22)

Положим d = d1 в неравенстве (3.4) (при λ0 = 1), записанном для (d2, ρ2, θ2), и положим

d = d2 в (3.4) при (d1, ρ1, θ1). Будем иметь

µ1(d2, d)s,Ω + (d∇ρ2,∇θ2) > 0 − µ1(d1, d)s,Ω − (d∇ρ1,∇θ1) > 0.

Складывая эти неравенства, приходим к оценке:

(d∇ρ2,∇θ2)− (d∇ρ1,∇θ1) > µ1‖d‖
2
s,Ω. (4.23)

С учетом (4.23) из (4.22) получаем основное неравенство

µn

εε0
(|ρ1|ρ, θ) +

2µn

εε0

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2
)

+
µn

εε0

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ
)

−

− µn(E · ∇ρ2, θ) + µn(E · ∇ρ, θ2)−
1

εε0
(ρ, σ) + µ0 ‖ρ‖

2
Q +

+ µ1‖d‖
2
s,Ω +

(

d∇ρ,∇(θ1 + θ2)
)

6 0.

(4.24)

5. Оценка слагаемых в (4.24) через норму разности d.

Применяя неравенство Гельдера, оценки леммы 1.1 и используя (4.1), (4.7), (4.8), (4.13),

(4.18) и (4.19), оценим слагаемые в левой части последнего неравенства:

µn

εε0

∣

∣(|ρ1|ρ, θ)
∣

∣ 6
µn

εε0
C3

4Mρ‖ρ‖1,Ω‖θ‖1,Ω 6 4µ0
µn

εε0
C3

4M
2
ρC

2
∗
C0ω1‖d‖

2
s,Ω;

2µn

εε0

∣

∣

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2
)
∣

∣ 6
2µn

εε0
C3

4‖ρ‖
2
1,Ω‖θ2‖1,Ω 6 4µ0

2µn

εε0
C3

4M
2
ρMθC

2
∗
C2

0‖d‖
2
s,Ω;

µn

εε0

∣

∣

(

(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ)| 6
µn

εε0
C3

4Mρ‖ρ‖1,Ω‖θ‖1,Ω 6 4µ0
µn

εε0
C3

4M
2
ρC

2
∗
C0ω1‖d‖

2
s,Ω;

µn

∣

∣(E · ∇ρ2, θ)
∣

∣ 6 4µ0
µn

εε0
γ1M

2
ρCNC

2
∗
C0ω1‖d‖

2
s,Ω;

µn

∣

∣(E · ∇ρ, θ2)
∣

∣ 6 4µ0
µn

εε0
γ1M

2
ρMθCNC

2
∗
C2

0‖d‖
2
s,Ω;

1

εε0

∣

∣(ρ, σ)
∣

∣ 6
1

εε0
‖ρ‖1,Ω‖σ‖1,Ω 6 2µ0

1

εε0
MρC∗C0ω2‖d‖

2
s,Ω =

= 4µ0
µn

εε0
γ1M

2
ρCNC

2
∗
C0(C0Mθ + ω1)‖d‖

2
s,Ω;

µ0 ‖ρ‖
2
Q 6 4µ0M

2
ρC

2
∗
C2

0‖d‖
2
s,Ω;
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∣

∣(d∇ρ,∇θi)
∣

∣ 6 C0‖d‖s,Ω‖ρ‖1,Ω‖θi‖1,Ω 6 2µ0MρMθC∗C
2
0‖d‖

2
s,Ω, i = 1, 2.

Пусть выполняются условия

8
µn

εε0
M2

ρC
2
∗
C0

(

C3
4 + γ1CN

)

(C0Mθ + ω1) + 4MρC∗C
2
0(C∗ +Mθ) <

µ1

µ0

, (4.25)

где параметры Mρ, Mθ и ω1 введены, соответственно, в (4.1), (4.13) и (4.17).

Тогда из (4.24), (4.7) и (4.8) вытекает, что d = 0, ρ = 0 и E = 0 в Ω.

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 4.1. Пусть в дополнение к условиям (i), (ii) и (j), (jj) выполняются условия (4.6)

и (4.25). Тогда задача управления (2.1) имеет единственное решение (ρ,E, d) ∈ H1
0 (Ω) ×

× H̃1
N(Ω)×K.

Замечание 4.1. Ясно, что доказательство теоремы 4.1 для функционала качества I2 из (2.2)

имело бы минимум отличий, а для функционала I3 может быть проведено по аналогичной

схеме.

В заключение отметим, что разработанный в данной статье метод будет применен для

вывода оценок локальной устойчивости оптимальных решений задач мультипликативного

управления относительно малых возмущений как функционалов качества, так и заданных

функций соответствующих краевых задач (см. [18, 19]) для модели зарядки неоднородного

кристалла из [17].

Финансирование. Исследование выполнено при поддержке Министерства науки и высше-

го образования РФ (проект № 122082400001–8 и проект № 075–02–2023–946).
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The multiplicative control problem for a stationary diffusion–drift model of charging a polar dielectric

is studied. The role of control is played by a leading coefficient in the model equation, which has the

meaning of the electron diffusion coefficient. The global solvability of the boundary value problem and the

local uniqueness of its solution, as well as the solvability of the extremum problem under consideration,

have been proved in the previous papers of the authors. In this paper, an optimality system is derived

for the control problem and local regularity conditions for the Lagrange multiplier are established. Based

on the analysis of this system, the local uniqueness of the multiplicative control problem’s solution for

specific cost functionals is proved.
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