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О ДВУХ ЗАДАЧАХ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ГРУППЫ УБЕГАЮЩИХ

В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГРАХ С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-

дователей группы убегающих, описываемая системой вида

D(α)xi = aixi + ui, ui ∈ Ui, D(α)yj = bjyj + v, v ∈ V,

где D(α)f — производная по Капуто порядка α функции f. Множества допустимых управле-

ний Ui, V — выпуклые компакты, ai, bj — вещественные числа. Терминальные множества — вы-

пуклые компакты. Получены достаточные условия разрешимости задач преследования. При иссле-

довании в качестве базового используется метод разрешающих функций. Показано, что возможна

такая конфликтная ситуация с равными возможностями всех участников, при которой один пресле-

дователь ловит всех убегающих.
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Введение

При исследовании динамических игр можно выделить методы, ориентированные на по-

строение оптимальных стратегий [1], и методы, нацеленные на гарантированный резуль-

тат [2]. К последним следует отнести, прежде всего, первый метод Л. С. Понтрягина [2]

и метод разрешающих функций [3, 4]. Указанные методы обеспечивают достаточные усло-

вия завершения игры за конечное время из заданных начальных позиций.

Метод разрешающих функций, предложенный для исследования линейных задач пре-

следования с геометрическими ограниченими, в настоящее время распространен на диффе-

ренциальные игры с интегральными ограничениями, дифференциальные игры с запаздыва-

нием, дифференциальные игры с дробными производными, а также на игры, описываемые

уравнениями во временных шкалах [5–11].

В настоящее время одним из направлений развития современной теории дифференци-

альных игр преследования–убегания является разработка методов решения задач, посвя-

щенных конфликтному взаимодействию групп преследователей и убегающих [12–15].

Для получения более содержательных условий разрешимости задач преследования–

уклонения делаются различные дополнительные предположения. В работе [16] была рас-

смотрена задача преследования группой преследователей группы убегающих при условии,

что все убегающие используют одно и то же управление. Были получены достаточные усло-

вия поимки хотя бы одного убегающего. Задачу преследования, в которой все убегающие

используют одно и то же управление, в дальнейшем будем называть задачей о преследо-

вании скоординированных убегающих. Развитием данной работы являются, в частности,

работы [17, 18], в которых получены достаточные, а в некоторых случаях и необходимые,

условия поимки хотя бы одного убегающего при условии, что все участники обладают

равными возможностями, а все убегающие используют одно и то же управление.
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В данной работе рассматривается задача конфликтного взаимодействия группы пресле-

дователей и группы скоординированных убегающих при условии, что законы движения

игроков описываются уравнениями с дробными производными, а их возможности не пред-

полагаются равными. Получены достаточные условия поимки хотя бы одного убегающего

и всех убегающих.

§ 1. Постановка задачи

Определение 1.1 (см. [19]). Пусть α ∈ (0, 1), f : [0,∞) → R
k — такая функция, что f ′

абсолютно непрерывна на [0,∞). Производной по Капуто порядка α функции f называется

функция D(α)f вида

(

D(α)f
)

(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

f ′(s)

(t− s)α
ds, где Γ(β) =

∫ ∞

0

e−ssβ−1 ds.

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра G(n + m) n + m

лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и m убегающих E1, . . . , Em.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

D(α)xi = aixi + ui, xi(0) = x0
i , ui ∈ Ui. (1)

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

D(α)yj = bjyj + v, yj(0) = y0j , v ∈ V. (2)

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}, J = {1, . . . , m}, xi, yj, ui, v ∈ R
k, Ui, V — выпуклые компакты R

k,

α ∈ (0, 1), D(α)f — производная по Капуто функции f порядка α, ai, bj — вещественные

числа. Считаем, что x0
i − y0j /∈ Mij для всех i ∈ I , j ∈ J , где Mij (i ∈ I, j ∈ J) — заданные

выпуклые компакты.

Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который

для убегающих E1, . . . , Em выбирает одно и то же управление v(t).
Пусть v : [0,∞) → V — измеримая функция. Предысторией vt(·) в момент t функции v

будем называть сужение функции v на [0, t]. Измеримая функция v : [0,∞) → V называется

допустимой.

Определение 1.2. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi, если

определено отображение U0
i , ставящее в соответствие начальным позициям всех игроков

z0 = (x0
1, . . . , x

0
n, y

0
1, . . . , y

0
m), моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убе-

гающих Ej , j ∈ J , измеримую функцию ui(t) со значениями в Ui.

§ 2. Достаточные условия поимки хотя бы одного убегающего

Определение 2.1. В игре G(n +m) происходит поимка хотя бы одного убегающего, если

существуют момент T > 0 и квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn такие,

что для любой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [0, T ], существуют момент τ ∈ [0, T ]
и номера l ∈ I , p ∈ J , для которых xl(τ)− yp(τ) ∈ Mlp.

Введем следующие обозначения:

Eρ(z, µ) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(k/ρ+ µ)
— обобщенная функция Миттаг–Леффлера (ρ > 0, z, µ ∈ R

1),

f 1
i (t) = E1/α(ait

α, 1), f 2
j (t) = E1/α(bjt

α, 1),

g1i (t, τ) = (t− τ)α−1E1/α

(

ai(t− τ)α, α
)

, g2j (t, τ) = (t− τ)α−1E1/α

(

bj(t− τ)α, α
)

,

F 1
i (t) =

∫ t

0

g1i (t, τ) dτ, F 2
j (t) =

∫ t

0

g2j (t, τ) dτ,



А. И. Мачтакова, Н. Н. Петров 67

IntA, coA — соответственно внутренность и выпуклая оболочка множества A. Отметим,

что из теоремы 4.1.1 [20] следует, что для всех i ∈ I , t > 0, τ ∈ [0, t] справедливы неравен-

ства g1i (t, τ) > 0, g2j (t, τ) > 0.
Пусть γij(t, τ) (i ∈ I, j ∈ J, t > 0, τ ∈ [0, t]) — некоторые ограниченные, из-

меримые по (t, τ), локально суммируемые по τ (при каждом t) функции, которые, сле-

дуя [21], будем называть функциями сдвига. Зафиксируем некоторый набор функций сдвига

γ(t, τ) = {γij(t, τ), i ∈ I, j ∈ J}, и обозначим

ξij(t) = f 1
i (t)x

0
i − f 2

j (t)y
0
j +

∫ t

0

γij(t, τ) dτ.

Рассмотрим многозначные отображения

Wij(t, τ, v, γij) =
{

λ > 0 |
(

g1i (t, τ)Ui − g2j (t, τ)v − γij(t, τ)
)

∩ λ
(

Mij − ξij(t)
)

6= ∅

}

,

Wij(t, τ, γij) =
⋂

v∈V

Wij(t, τ, v, γij).

Предположение 2.1. Существуют отображение q : I → J и функции сдвига γ(t, τ) =
= {γiq(i)(t, τ), i ∈ I} такие, что для всех i ∈ I , t > 0, 0 6 τ 6 t выполнено условие

0 ∈ Wiq(i)(t, τ, γiq(i)).

Теорема 2.1. Пусть выполнено предположение 2.1 и существуют T > 0 и l ∈ I такие, что

ξlq(l)(T ) ∈ Mlq(l). Тогда в игре G(n+m) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многозначное отображение

Ulq(l)(T, τ, v) =
{

ul ∈ Ul | g
1
l (T, τ)ul − g2q(l)(T, τ)v − γlq(l)(T, τ) = 0

}

.

В силу предположения 2.1, Ulq(l)(T, τ, v) 6= ∅ для всех τ ∈ [0, T ], v ∈ V . Из теоремы изме-

римого выбора [22] следует, что существует измеримый селектор u2
l (τ, v) ∈ Ulq(l)(T, τ, v).

Полагаем управление преследователя Pl равным

ul(τ) = u2
l

(

T, τ, v(τ)
)

, τ ∈ [0, T ].

Управления остальных преследователей задаем произвольным образом. Решение задачи Ко-

ши для систем (1), (2) представимо в виде [23]

xl(t)− yq(l)(t) = ξlq(l)(t) +

∫ t

0

(

g1l (t, τ)ul(τ)− g2q(l)(t, τ)v(τ)− γlq(l)(t, τ)
)

dτ.

Поэтому xl(T )− yq(l)(T ) = ξlq(l)(T ) ∈ Mlq(l). Теорема доказана.

В дальнейшем будем считать, что ξij(t) /∈ Mij для всех i ∈ I , j ∈ J , t > 0. Каждому

преследователю Pi, i ∈ I , поставим в соответствие разрешающие функции

λij(t, τ, v) = sup
{

λ > 0 | λ ∈ Wij(t, τ, v, γij)
}

.

Теорема 2.2. Пусть выполнено предположение 2.1 и существует T > 0 такой, что

inf
v(·)

max
i∈I

∫ T

0

λiq(i)

(

T, τ, v(τ)
)

dτ > 1.

Тогда в игре G(n+m) происходит поимка.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·)— произвольная допустимая функция. Определим функ-

ции

hiq(i)

(

t, v(·)
)

= 1−

∫ t

0

λiq(i)

(

T, τ, v(τ)
)

dτ,

множества

Ti

(

v(·)
)

=
{

τ ∈ [0, T ] | hiq(i)

(

τ, v(·)
)

= 0
}

и моменты времени

t∗i
(

v(·)
)

=

{

inf
{

τ | τ ∈ Ti

(

v(·)
)

}

, если Ti

(

v(·)
)

6= ∅,

+∞, если Ti

(

v(·)
)

= ∅.

Из условия теоремы следует, что существует номер l ∈ I , для которого t∗l
(

v(·)
)

6 T .

Рассмотрим многозначные отображения

U1
i (τ, v) =

{

ui ∈ Ui | g
1
i (T, τ)ui − g2q(i)(T, τ)v − γiq(i)(T, τ) ∈ λiq(i)(T, τ, v)

(

Miq(i) − ξiq(i)(T )
)

}

,

U2
i (τ, v) =

{

ui ∈ Ui | g
1
i (T, τ)ui − g2q(i)(T, τ)v − γiq(i)(T, τ) = 0

}

.

Из теоремы измеримого выбора [22] следует, что существуют измеримые селекторы

u1
i (τ, v) ∈ U1

i (τ, v), u
2
i (τ, v) ∈ U2

i (τ, v). Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I , следу-

ющим образом. Если t∗i
(

v(·)
)

< T , то полагаем

ui(t) =







u1
i

(

t, v(t)
)

, t ∈
[

0, t∗i
(

v(·)
)

]

,

u2
i

(

t, v(t)
)

, t ∈
(

t∗i
(

v(·)
)

, T
]

.

Если t∗i
(

v(·)
)

> T , то полагаем

ui(t) = u1
i

(

t, v(t)
)

, t ∈ [0, T ].

Решение задачи Коши для систем (1), (2) представимо в виде [23]

xi(t)− yq(i)(t) = ξiq(i)(t) +

∫ t

0

(

g1i (t, τ)ul(τ)− g2q(i)(t, τ)v(τ)− γiq(i)(t, τ)
)

dτ.

Поэтому

xl(T )− yq(l)(T ) ∈ ξlq(l)(T ) +

∫ t∗
l

(

v(·)
)

0

λlq(l)

(

T, τ, v(τ)
)(

Mlq(l) − ξlq(l)(T )
)

dτ =

= ξlq(l)(T )

(

1−

∫ t∗
l

(

v(·)
)

0

λlq(l)

(

T, τ, v(τ)
)

dτ

)

+

∫ t∗
l

(

v(·)
)

0

λlq(l)

(

T, τ, v(τ)
)

Mlq(l) dτ ⊂ Mlq(l).

Следовательно, в игре G(n+m) происходит поимка. Теорема доказана.

Теорема 2.3. Пусть Mi = {0} для всех i ∈ I , выполнено предположение 2.1 и существует

T > 0 такой, что

inf
v(·)

max
i

∫ T

0

λ0
iq(i)

(

T, τ, v(τ)
)

‖ξiq(i)(T )‖
dτ > 1,
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где

λ0
iq(i)(t, τ, v) = sup

{

λ > 0 | −λξ0iq(i)(t) ∈ g1i (t, τ)Ui − g2q(i)(t, τ)v − γiq(i)(t, τ)
}

,

ξ0iq(i)(t) =
ξiq(i)(t)

‖ξiq(i)(t)‖
.

Тогда в игре G(n+m) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·)— произвольная допустимая функция. Определим функ-

ции

hi(t) = 1−

∫ t

0

λ0
iq(i)

(

T, τ, v(τ)
)

‖ξiq(i)(T )‖
dτ,

множества

Ti

(

v(·)
)

=
{

τ ∈ [0, T ] | hiq(i)(τ) = 0
}

и моменты времени

t∗i
(

v(·)
)

=

{

inf
{

τ | τ ∈ Ti

(

v(·)
)

}

, если Ti

(

v(·)
)

6= ∅,

+∞, если Ti

(

v(·)
)

= ∅.

Из условия теоремы следует, что существует номер l ∈ I , для которого t∗l
(

v(·)
)

6 T .

Рассмотрим многозначные отображения

U1
i (τ, v) =

{

ui ∈ Ui | g
1
i (T, τ)ui − g2q(i)(T, τ)v − γiq(i)(T, τ) = −λ0

iq(i)(T, τ, v)ξ
0
iq(i)(T )

}

,

U2
i (τ, v) =

{

ui ∈ Ui | g
1
i (T, τ)ui − g2q(i)(T, τ)v − γiq(i)(T, τ) = 0

}

.

Из теоремы измеримого выбора [22] следует, что существуют измеримые селекторы

u1
i (τ, v) ∈ U1

i (τ, v), u
2
i (τ, v) ∈ U2

i (τ, v). Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I , следу-

ющим образом. Если t∗i
(

v(·)
)

< T , то полагаем

ui(t) =







u1
i

(

t, v(t)
)

, t ∈
[

0, t∗i
(

v(·)
)

]

,

u2
i

(

t, v(t)
)

, t ∈
(

t∗i
(

v(·)
)

, T
]

.

Если t∗i
(

v(·)
)

> T , то полагаем

ui(t) = u1
i

(

t, v(t)
)

, t ∈ [0, T ].

Решение задачи Коши для систем (1), (2) представимо в виде [23]

xi(t)− yq(i)(t) = ξiq(i)(t) +

∫ t

0

(

g1i (t, τ)ui(τ)− g2q(i)(t, τ)v(τ)− γiq(i)(t, τ)
)

dτ.

Поэтому

xl(T )− yq(l)(T ) = ξlq(l)(T )−

∫ t∗
l

(

v(·)
)

0

λ0
lq(l)

(

T, τ, v(τ)
)

ξ0lq(l)(T ) dτ =

= ξ0lq(l)(T )‖ξlq(l)(T )‖

(

1−

∫ t∗
l

(

v(·)
)

0

λ0
lq(l)

(

T, τ, v(τ)
)

‖ξlq(l)(T )‖
dτ

)

= 0.

Теорема доказана.
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Рассмотрим далее подробнее ситуацию, в которой для всех i ∈ I

Mij = {0}, Ui =
{

ui | ‖ui − ci‖ 6 Ri

}

, V =
{

v | ‖v − c‖ 6 R
}

, (3)

где c, ci ∈ R
k, i ∈ I , R, Ri, i ∈ I , — положительные вещественные числа, в качестве нормы

рассматривается евклидова норма.

Предположение 2.2. Существует отображение q : I → J , такое что для всех i ∈ I , t > 0,
τ ∈ [0, t] справедливы неравенства Rig

1
i (t, τ) > Rg2q(i)(t, τ).

Из данного предположения следует, что предположение 2.1 будет выполнено, если в ка-

честве γiq(i)(t, τ) взять γiq(i)(t, τ) = g1i (t, τ)ci − g2q(i)(t, τ)c. Тогда

ξiq(i)(t) = f 1
i (t)x

0
i − f 2

q(i)(t)y
0
q(i) + F 1

i (t)ci − F 2
q(i)(t)c.

Пусть далее δ(t) = min
‖p‖=1

max
i

(

p, ξ0iq(i)(t)
)

, где (a, b) — скалярное произведение векторов a и b.

Предположение 2.3. Существует момент T > 0 такой, что

a) 0 ∈ Int co
{

ξ0iq(i)(T ), i ∈ I
}

;

b) справедливо неравенство

∑

i∈I

‖ξiq(i)(T )‖ 6 2δ(T )Rmin
i

F 2
q(i)(T ). (4)

Лемма 2.1. Пусть Mi, Ui, V определены соотношением (3) и выполнены предположе-

ния 2.2, 2.3. Тогда для любой допустимой функции v(·) выполнено неравенство

∑

i∈I

(

‖ξiq(i)(T )‖ −

∫ T

0

λ0
iq(i)

(

T, τ, v(τ)
)

dτ

)

6 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной леммы аналогично доказательству леммы 1 [24].

Следствие 2.1. Пусть выполнены условия леммы 2.1. Тогда для любой допустимой функ-

ции v(·) найдется номер l ∈ I , для которого

‖ξlq(l)(T )‖ −

∫ T

0

λ0
lq(l)

(

T, t, v(t)
)

dt 6 0.

Теорема 2.4. Пусть Mi, Ui, V определены соотношением (3) и выполнены предположе-

ния 2.2, 2.3. Тогда в игре G(n +m) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — допустимая функция. В силу следствия 2.1, суще-

ствует номер l ∈ I , для которого

‖ξlq(l)(T )‖ −

∫ T

0

λ0
lq(l)

(

T, t, v(t)
)

dt 6 0 или 1−

∫ T

0

λ0
lq(l)

(

T, t, v(t)
)

‖ξlq(l)(T )‖
dt 6 0.

Осталось применить теорему 2.3. Теорема доказана.

Следствие 2.2 (см. [25]). Пусть m = 1, ai = b1 = a 6 0, ci = c = 0, Ri = R > 0, Mi = {0}
для всех i ∈ I и

y01 ∈ Int co {x0
1, . . . , x

0
n}.

Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отображение q : I → J вида q(i) = 1. Из условий

теоремы следует, что f 1
i (t) = f 2

1 (t) = f(t) = E1/α(at
α, 1), F 1

i (t) = F 2
1 (t) = F (t) =

tαE1/α(at
α, α + 1) для всех i ∈ I , t > 0. Приняв γi1(t, τ) = 0, получаем, что ξi1(t) =

f(t)
(

x0
i − y01

)

. Поэтому для всех T > 0
∑

i∈I

‖ξi1(T )‖ = |f(T )|
∑

i∈I

‖ξi1(0)‖ = f(T )
∑

i∈I

‖ξi1(0)‖,

δ(T ) = δ(0) > 0 в силу [26]. Значит неравенство (4) можно представить в виде

∑

i∈I

‖ξi1(0)‖ 6 2δ(0)R
F (T )

f(T )
. (5)

Если a < 0, то при t → +∞ справедливы следующие асимптотические оценки [20, с. 12]:

f(t) = −
1

atαΓ(1− α)
+O

(

1

t2α

)

, F (t) = −
1

a
+O

(

1

tα

)

.

Следовательно,

F (T )

f(T )
= T αΓ(1− α) +O(T α),

поэтому неравенство (5) будет выполнено автоматически при достаточно большом T .

Если a = 0, то f(t) = 1, F (t) =
tα

Γ(1 + α)
. Следовательно,

F (T )

f(T )
=

T α

Γ(1 + α)
, и поэтому

неравенство (5) будет выполнено автоматически при достаточно большом T . Следствие

доказано.

Пример 2.1. Пусть k = 2, I = {1, 2, 3, 4}, J = {1, 2, 3}, ai = bj = a 6 0,

Ui = V = {v | ‖v‖ 6 1},

x0
1 = (1; 1), x0

2 = (−1; 1), x0
3 = (−1;−1), x0

4 = (1;−1),

y01 = (0;−2), y02 = (1; 2).

Зададим отображение q : I → J , полагая q(1) = 2, q(2) = q(3) = q(4) = 1. Проводя

рассуждения, аналогичные рассуждениям при доказательстве следствия 2.2, получим, что

выполнены предположения 2.2 и 2.3. Следовательно, в игре G(4 + 2) происходит поимка.

§ 3. Поимка всех убегающих

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра G(1 + m) с уча-

стием 1 + m лиц: одного преследователя P1 и m убегающих E1, . . . , Em. Закон движения

преследователя P1 имеет вид

D(α)x1 = u, x1(0) = x0
1, u ∈ V.

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

D(α)yj = v, yj(0) = y0j , v ∈ V.

Здесь J = {1, . . . , m}, x1, yj, u, v ∈ R
k, V =

{

v | ‖v‖ 6 1
}

, α ∈ (0, 1), D(α)f — производная

по Капуто функции f порядка α. Считаем, что x0
1 6= y0j для всех j ∈ J .

Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который

для убегающих E1, . . . , Em выбирает одно и то же управление v(t).

Теорема 3.1. Пусть существует v0 ∈ V , ‖v0‖ = 1, такой, что (y0j − x0
1, v0) < 0 для всех

j ∈ J . Все убегающие используют постоянное управление v0, преследователь P1 знает v0.
Тогда в игре G(1 +m) происходит поимка всех убегающих.
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§ 4. Доказательство теоремы 3.1

1. Покажем, что существуют момент Tm > 0 и вектор um, ‖um‖ = 1, для которых

будет выполнено равенство x1(Tm) = ym(Tm), где x1(t) — траектория преследователя P1,

использующая постоянное управление um.

Пусть преследователь P1 использует постоянное управление u на отрезке [0, Tm] (мо-

мент Tm будет определен ниже). Тогда

x1(t) = x0
1 +

tαu

Γ(1 + α)
, ym(t) = y0m +

tαv0
Γ(1 + α)

.

Равенство x1(t) = ym(t) представимо в виде

y0m +
tαv0

Γ(1 + α)
= x0

1 +
tαu

Γ(1 + α)
. (6)

Обозначим z0j = (y0j − x0
1)Γ(1 + α), j ∈ J . Из (6) следует, что

u = v0 +
z0m
tα

.

Потребуем, чтобы ‖u‖ = 1. Получаем уравнение

‖z0m‖
2 + 2(z0m, v0)t

α = 0.

Так как по условию (z0m, v0) < 0, то корнем последнего уравнения будет

Tm =

(

−
‖z0m‖

2

2(z0m, v0)

)1/α

.

Полагаем теперь управление преследователя P1 на [0, Tm] равным um = v0 +
z0m
T α
m

. Получим,

что в момент Tm преследователь P1 осуществит поимку убегающего Em.

2. Построим далее управление преследователя P1, гарантирующее поимку Em−1. Пусть

на [Tm, Tm−1] преследователь P1 использует постоянное управление u (момент Tm−1 будет

определен ниже). Тогда для t > Tm

x1(t) = x0
1 +

1

Γ(α)

∫ Tm

0

(t− s)α−1um ds+
1

Γ(α)

∫ t

Tm

(t− s)α−1u ds =

= x0
1 +

um

Γ(1 + α)

(

tα − (t− Tm)
α
)

+
(t− Tm)

αu

Γ(1 + α)
,

ym−1(t) = y0m−1 +
tαv0

Γ(1 + α)
.

Равенство x1(t) = ym−1(t) представимо в виде

(t− Tm)
αu = z0m−1 + v0t

α −
(

tα − (t− Tm)
α
)

um.

Обозначим hm(t) = tα − (t− Tm)
α и рассмотрим функцию

fm−1(t) = ‖z0m−1 + v0t
α − umhm(t)‖

2 − (t− Tm)
2α.

Тогда, в силу выбора um,

fm−1(Tm) = ‖z0m−1 − z0m‖
2 > 0.
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Представим функцию fm−1(·) в виде

fm−1(t) = tα
(

‖z0m−1‖
2

tα
+ 2(z0m−1, v0)− 2(v0, um)hm(t)−

−
2hm(t)(z

0
m−1, um)

tα
+

h2
m(t)

tα
+

t2α − (t− Tm)
2α

tα

)

.

Так как (z0m−1, v0) < 0,

lim
t→+∞

hm(t) = 0, lim
t→+∞

h2
m(t)

tα
= 0, lim

t→+∞

t2α − (t− Tm)
2α

tα
= 0,

то lim
t→+∞

fm−1(t) = −∞.

Поэтому существует момент Tm−1 > Tm, для которого fm−1(Tm−1) = 0. Выбирая свое

постоянное управление um−1 на [Tm, Tm−1] в виде

um−1 =
z0m−1 + v0T

α
m−1 − hm(Tm−1)um

(Tm−1 − Tm)α
,

преследователь P1 в момент Tm−1 осуществит поимку Em−1.

3. Предположим, что определены векторы um, . . . , uk+1 и моменты времени Tm <
< Tm−1 < . . . < Tk+1, гарантирующие преследователю P1 поимку убегающих Em, . . . , Ek+1.

Построим далее управление преследователя P1, гарантирующее поимку убегающего Ek.

Пусть на [Tk+1, Tk] преследователь P1 использует постоянное управление u (момент Tk

будет определен ниже). Обозначим

hj(t) = (t− Tj+1)
α − (t− Tj)

α, sj(t) =
m
∑

l=j

ulhl(t), j = m− 1, . . . , k.

Тогда для t > Tk+1 имеем

x1(t) = x0
1 +

1

Γ(α)

(
∫ Tm

0

(t− s)α−1um ds+ . . .+

∫ Tk+1

Tk+2

(t− s)α−1uk+1 ds+

+

∫ t

Tk+1

(t− s)α−1u ds

)

= x0
1 +

1

Γ(1 + α)

(

hm(t)um + . . .+ hk+1(t)uk+1 + (t− Tk+1)
αu
)

=

= x0
1 +

1

Γ(1 + α)

(

sk+1(t) + (t− Tk+1)
αu
)

,

yk(t) = y0k +
v0t

α

Γ(1 + α)
.

Равенство x1(t) = yk(t) представимо в виде

(t− Tk+1)
αu = z0k + tαv0 − sk+1(t).

Рассмотрим функцию

fk(t) = ‖z0k + tαv0 − sk+1(t)‖
2 − (t− Tk+1)

2α.

Тогда

fk(Tk+1) = ‖z0k + T α
k+1v0 − sk+1(Tk+1)‖

2.
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Из соотношения

(Tk+1 − Tk+2)
αuk+1 = z0k+1 + T α

k+1v0 − sk+2(Tk+1),

полученного в силу индукционного предположения, и равенства

sk+1(Tk+1) =

m
∑

j=k+1

ujhj(Tk+1) =

= sk+2(Tk+1) + uk+1hk+1(Tk+1) = sk+2(Tk+1) + uk+1(Tk+1 − Tk+2)
α

следует, что sk+1(Tk+1) = z0k+1 + T α
k+1v0, и поэтому

fk(Tk+1) = ‖z0k − z0k+1‖
2 > 0.

Кроме того, функция fk(·) представима в виде

fk(t) = tα
(

‖z0k‖
2

tα
+ 2(z0k, v0)−

2
(

z0k, sk+1(t)
)

tα
− 2
(

v0, sk+1(t)
)

+

+
‖sk+1(t)‖

2

tα
+

t2α − (t− Tk+1)
2α

tα

)

.

Так как lim
t→+∞

hj(t) = 0 для всех j = k + 1, . . . , m,

lim
t→+∞

t2α − (t− Tk+1)
2α

tα
= 0, (z0k, v0) < 0,

то lim
t→+∞

fk(t) = −∞.

Следовательно, существует момент Tk > Tk+1, для которого fk(Tk) = 0. Выбирая свое

управление uk на [Tk+1, Tk] в виде

uk =
z0k − sk+1(Tk) + T α

k v0
(Tk − Tk+1)α

,

преследователь P1 в момент Tk осуществит поимку убегающего Ek. Таким образом доказа-

но, что в игре G(1 +m) происходит поимка всех убегающих. Теорема доказана.

Следствие 4.1. Пусть существует гиперплоскость H такая, что y0j ∈ H для всех j ∈ J ,

x0
1 /∈ H , v0 — единичный вектор нормали гиперплоскости H , направленный в полупро-

странство, содержащее x0
1. Убегающие используют постоянное управление v0. Тогда в иг-

ре G(1 +m) происходит поимка всех убегающих.

Справедливость данного утверждения непосредственно следует из теоремы 3.1, так как

(y0j − x0
1, v0) < 0 для всех j ∈ J .

Замечание 4.1 (см. [27]). Пусть выполнены условия следствия, и законы движения каждого

участника имеют вид

ẋ1 = u, ẏj = vj , u, vj ∈ V, j ∈ J.

Тогда в игре G(1 +m) преследователь P1 осуществит поимку не более одного убегающего.

Финансирование. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда

№ 21–71–10070, https://rscf.ru/project/21-71-10070/.
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On two problems of pursuit of a group of evaders in differential games with fractional derivatives
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In a finite-dimensional Euclidean space, the problem of pursuit of a group of evaders by a group of

pursuers is considered, described by a system of the form

D(α)xi = aixi + ui, ui ∈ Ui, D(α)yj = bjyj + v, v ∈ V,

where D(α)f is the Caputo derivative of order α of the function f . The sets of admissible controls

Ui, V are convex compacts, ai, bj are real numbers. The terminal sets are convex compacts. Sufficient

conditions for the solvability of the pursuit problems are obtained. In the study, the method of resolving

functions is used as the basic one. It is shown that such a conflict situation with equal opportunities for

all participants is possible, in which one pursuer catches all the evaders.
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