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В статье выполнен теоретический анализ основополагающих уравнений, выражающих фундамен-

тальные законы сохранения в континуальном и дисконтинуальных приближениях, и методов реше-

ния задач гидродинамики как одного из важнейших подразделов механики сплошных сред. Данная
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Введение

Основу математического моделирования физико-химических процессов составляет три-

ада академика А. А. Самарского «модель–алгоритм–программа» [1]. В настоящее время ос-

новной объем исследований в области математического моделирования приходится на со-

вершенствование моделей отдельных физико-химических процессов, развитие высокоточ-

ных численных методов и построение параллельных вычислительных алгоритмов на ос-

нове различных технологий распараллеливания [2–5]. Одним из важнейших как с теорети-

ческой, так и с инженерной точек зрения, подразделов механики сплошных сред является

гидродинамика, которая имеет длительную и интересную историю [6]. В данной работе

будет рассмотрена эволюция уравнений механики сплошных сред на примере уравнений

Навье–Стокса — основных уравнений гидродинамики.

В истории гидродинамики можно выделить три основных периода: аналитический, пе-

реходный и вычислительный в зависимости от используемых методов решения основопола-

гающих уравнений. Основной целью ученых-механиков в аналитический период гидроди-

намики (XVII век – первая половина XX века) являлся вывод и анализ основополагающих

уравнений, верификация их решений на основе имеющихся экспериментальных данных

и применение полученных результатов к решению инженерных задач. Следует помнить,

что математический аппарат того времени состоял из дифференциального и интегрального

исчисления, что приводило к необходимости принятия допущений, противоречащих физи-

ческим основам изучаемых процессов. Поэтому главным допущением являлась гипотеза

сплошности, согласно которой жидкость или газ заменяли непрерывно распределенной по

пространству фиктивной сплошной средой (континуумом), обладающей в макромасштабах

физическими свойствами реальной жидкости или газа [7,8]. Любая часть континуума счита-

ется континуумом, поэтому все функции, используемые для описания движения континуу-

ма, должны быть достаточно гладкими для последующего применения дифференциального
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исчисления. Другими словами, континуум игнорирует молекулярное строение материи, по-

этому в рамках данного приближения невозможно без дополнительных допущений описать

процессы, которые имеют квантовую природу (например, химические реакции).

С физической точки зрения, наиболее наглядным выводом основополагающих уравне-

ний является запись законов сохранения массы, импульса, энергии и др. функций, характе-

ризующих континуум, применительно к произвольному конечному объему в потоке жидко-

сти или газ. Как правило, недостающие связи между отдельными функциями восполняют

на основе феноменологических законов. Полученный закон сохранения справедлив только

для данного конечного объема, поэтому стягивание объема в точку приводит к дифферен-

циальным уравнениям в частных производных, не зависящих от конфигурации конечных

объемов [9]. Например, уравнения Навье–Стокса, описывающие течение вязкой сжимаемой

среды, имеют вид

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~V ) = 0, (0.1a)

∂(ρ~V )

∂t
+ (ρ~V · ∇)~V = −∇p + η△~V +

(

ζ +
η

3

)

∇div ~V , (0.1b)

где t — время, ∇ — оператор набла, △ — векторный оператор Лапласа, η — коэффи-

циент динамической вязкости, ζ — «вторая вязкость», ρ — плотность, p — давление,
~V = (v1, . . . , vn) — векторное поле скорости, ~f — векторное поле массовых сил. Неиз-

вестные функции p и ~V являются функциями времени t и координаты x ∈ Ω, где Ω ⊂ R
n,

n = 2, 3, — область, в которой движется жидкость или газ.

Впервые уравнения Навье–Стокса были получено Навье (несжимаемая жидкость, 1822)

и Пуассоном (сжимаемая жидкость, 1829), которые исходили из модельных представлений

о молекулярных силах. Позже феноменологический вывод уравнения был дан Сен-Венаном

и Стоксом. Хотя уравнения Навье–Стокса известны давно, до сих пор остаются нерешен-

ными следующие математические и физические проблемы.

А. Математическая проблема состоит в доказательстве существования решений уравне-

ний Навье–Стокса. Теоретическая и прикладная значимость объясняется включение урав-

нений Навье–Стокса в число проблем тысячелетия: ее официальное описание на сайте Ин-

ститута Клэя состоит из четырех отдельных задач, решения любой из них будет достаточно

для получения приза.

Б. Физическая проблема состоит в трактовке физического смысла уравнений и их реше-

ний. Согласно традиционному подходу уравнения Навье–Стокса описывают жидкость или

газ в континуальном приближении, то есть как бесконечно делимую субстанцию, игнори-

руя дискретность молекулярной структуры жидкости в микромасштабе. Поэтому не совсем

понятно, какую погрешность вносит континуальное приближение в математическое описа-

ние движения реальной жидкости или газа. Естественно, предпринимаются многочислен-

ные попытки предложить поправки к уравнениям Навье–Стокса для достаточно больших

значениях числа Кнудсена (Kn) [10–14].

В настоящее время точные решения уравнений Навье–Стокса (0.1) известны для про-

стейших задач в силу ограниченных возможностей аналитических методов их решения

(дифференциального и интегрального исчисления). Переходный период гидродинамики

(вторая первая половина XX века – настоящее время) характеризуется сменой математиче-

ского аппарата, то есть известные уравнения Навье–Стокса (0.1) стали решать новыми (чис-

ленными) методами при помощи быстродействующих компьютеров. Поэтому с появлени-

ем в середине прошлого века первых компьютеров стало формироваться новое направление

гидродинамики — вычислительная гидродинамика (CFD: Computational Fluid Dynamics), це-
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лью которой стало решение уравнений Навье–Стокса (0.1) более универсальными, но при-

ближёнными численными методами. Для этого (начально-)краевую задачу для уравнений

Навье–Стокса (0.1) заменяют на более простую алгебраическую задачу (при использовании

глобальной линеаризации — на систему линейных алгебраических уравнений), решение

которой в отдельных точках области Ω близко к решению исходной дифференциальной

задачи.

Построение дискретного аналога (начально-)краевой задачи для уравнений Навье–

Стокса потребовало решения ряда математических проблем: разработки экономичных ал-

горитмов построения (адаптивных) сеток в областях со сложной геометрией, совершен-

ствования методов (конечно-объемной или конечно-элементной) аппроксимации (начально-

)краевых задач на построенных сетках, исследования устойчивости, сходимости и аппрок-

симации разностных схем, разработки эффективных итерационных методов для сегреги-

рованного или совместного решения систем нелинейных алгебраических уравнений (зача-

стую седлового типа), эффективного распараллеливания вычислений и т. д. К нерешенным

проблемам непрерывных уравнений Навье–Стокса (0.1) (существование, единственность

и гладкость решений) добавились аналогичные проблемы для их дискретных аналогов,

а также априорный и апостериорный анализ погрешности, вызванный заменой дифферен-

циальной задачи на алгебраическую (сеточную). Кроме того, необходимо было доказать

сходимость итерационных методов решения результирующих алгебраических уравнений.

Разработка новых вычислительных технологий велась преимущественно в США и СССР

в 1950–1960-х годах для создания оружия массового уничтожения и средств его доставки.

Секретность исследований существенно ограничивала возможность опубликования разра-

ботанных численных методов и проведения международных конференций. Только в 1978

году выдающийся английский ученый Брайан Сполдинг (Brian Spalding) задумал создание

открытого кода вычислительной гидродинамики PHOENICS, способного обрабатывать все

процессы, связанные с течением жидкости или газа.

Первоначальное создание PHOENICS было в значительной степени работой Сполдинга

и Харви Ростена (Harvey Rosten) и привлекло широкое внимание во всем мире по следую-

щим причинам: 1) используемые численные методы были подробно и популярно представ-

лены Сухасом Патанкаром (Suhas Patankar) [15, 16]; 2) описание пакета PHOENICS в отли-

чие от кодов, разработанных в закрытых исследовательских центрах, находилось в свобод-

ном доступе и было доступно для широкого круга пользователей.

Следует заметить, что Б. Сполдинг очень тонко чувствовал перспективность того или

иного научного направления, поэтому его работа над пакетом PHOENICS привлекла вни-

мание многих специалистов. В результате 80-е годы прошлого столетия ознаменованы бур-

ным развитием численных методов для решения уравнений математической физики и пе-

реосмыслением предложенных ранее алгоритмов. К наиболее продуктивным и интересным

идеям того времени, оказавшим сильное влияние на современную вычислительную физику,

можно отнести следующие.

1. Метод баланса (или метод конечного объема, или интегро-интерполяционный метод),

предложенный А. А. Самарским в 1960 году [17]. Данный способ аппроксимации уравнений

математической модели является одним наиболее распространенных методов дискретиза-

ции и используется во многих пакетах прикладных программ.

2. Многосеточный метод [18], предложенный в работах Р. П. Федоренко и обобщенный

в трудах Н. С. Бахвалова и Г. П. Астраханцева. В настоящее время данный способ чис-

ленного решения краевых задач стал доминирующим, и трудно указать комплекс программ

для моделирования широкого класса физико-химических процессов, который не использует

многосеточные методы.

3. Итерационный метод Ванки (S. P. Vanka) для решения седловых задач и систем урав-
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нений [19]. Оригинальный вариант метода Зейделя со специальным упорядочением неиз-

вестных (сглаживатель Ванки) оказался настолько простым и эффективным алгоритмом,

что послужил основой для целого семейства сглаживателей в многосеточных методах. В на-

стоящее время сглаживатель Ванки часто используют для совместного численного решения

систем дифференциальных уравнений в частных производных, описывающих совокупность

одновременно протекающих физико-химических процессов (multiphysics simulation), и для

решения седловых задач (saddle point problems).

Несмотря на значительный прогресс в области численных методов, программных и ап-

паратных средств вычислительной техники, на втором (переходном) периоде гидродинами-

ки не было понято главного: математическое описание физико-химических процессов и ре-

шение основополагающих уравнений тесно взаимосвязаны между собой [20–22]. Поэтому

использование более универсальных численных методов вместо аналитических позволит

не только расширить классы моделируемых физико-химических процессов, но и снять ряд

физических допущений, принятых при выводе уравнений (0.1).

Отказ от использования дифференциального исчисления для решения прикладных за-

дач гидродинамики в пользу численных методов позволит отказаться от допущения бес-

конечной делимости континуума. Таким образом, третий (вычислительный) период гидро-

динамики основан на экспериментальном факте о существовании минимальных масштабов

физико-химических процессов, рассматриваемых ранее в континуальном приближении. Це-

лью данной работы является феноменологический вывод основополагающих уравнений,

описывающих движение жидкости или газа при естественных ограничениях на минималь-

ные пространственные и временные масштабы, анализ полученных результатов и сравне-

ние их с традиционным подходом. Следует особо подчеркнуть, что единственной причиной

ревизии основополагающих уравнений типа (0.1) является стремление более точно описать

гидродинамические и тепловые макропроцессы при компьютерном моделировании.

§ 1. Закон сохранения массы

Противоречивость переходного периода гидродинамики обусловлена отсутствием взаи-

мосвязи между уравнениями математической модели и методами их решения, точнее фор-

мальной заменой аналитических методов решения (начально-)краевых задач на численные.

Считается, что гипотеза сплошности справедлива при Kn < 10−3, в то время как уравнения

Навье–Стокса в дифференциальной форме (0.1) соответствуют Kn = +∞. Тем не менее,

аналитический период гидродинамики связан с отысканием точных решений уравнений

Навье–Стокса (0.1) [23]. Появление компьютеров только усугубило ситуацию. Метод конеч-

ного объема, как самый физически значимый способ аппроксимации (начально-)краевых

задач, в общем случае представим в виде совокупности трех стадий: сначала записывают

законы сохранения массы и импульса для конечного объема, затем стягивают этот конечный

объем в точку и получают дифференциальные уравнения в частных производных типа (0.1).

Далее полученные дифференциальные уравнения интегрируют по исходному конечному

объему и получают разностную схему. При этом получается вовсе не то, с чего начинали:

если первоначально плотность являлась характеристикой конечного объема, то при стяги-

вании объема в точку плотность теряет физический смысл, но образует скалярное поле.

То есть при интегрировании дифференциальных уравнений плотность различна в каждой

точке конечного объема, хотя изначально была постоянной.

Выход из данной противоречивой ситуации очень простой: поскольку сложность со-

временных задач не позволяет решать их точно, то следует отказаться от дифференциаль-

ных форм фундаментальных законов сохранения, то есть не стягивать конечные объемы

в точку. Тогда минимальные размеры конечных объемов должны быть согласованы с дис-

кретным строением материи в микромасштабах, то есть среду в минимальных объемах
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можно считать сплошной (Kn < 10−3). Однако отказ от дифференциальных уравнений для

математического описания физико-химических процессов в макромасштабах заставляет пе-

ресмотреть современные представления о математическом моделировании.

Пусть некоторая замкнутая область Ω является областью течения жидкости или газа. На-

ша задача состоит в отыскании макроскопических величин (например, скорости, давления,

температуры и других), описывающих состояние среды во времени и удовлетворяющих

фундаментальным законам сохранения (массы, импульса, энергии и других). В вычисли-

тельной макромеханике область Ω разделяют на конечные объемы Vn, n = 1, 2, . . . , Nv,

которые обладают следующими свойствами:

а) объединение всех Nv конечных объемов Vn есть исходная область Ω:

Nv

⋃

n=1

Vn = Ω;

б) соседние конечные объемы имеют общие поверхности (грани конечных объемов)

Vk ∩ Vm = Fkm.

Пример построения конечных объемов показан на рис. 1.

Рис. 1. Конечные объемы: Fkm есть общая грань объемов Vk и Vm

Любая макроскопическая величина (масса, импульс энергия и другие) в каждом конеч-

ном объеме может изменяться только за счет переноса количества этой величины через

поверхность, ограничивающую данный конечный объем (грани), или некоторым образом

порождаясь или уничтожаясь (источник или сток). Закон сохранения любой величины φ
можно записать для каждого конечного объема Vn, n = 1, 2, . . . , Nv, следующим образом

Изменение φ в Vn

по времени t
−

Поток φ через

грани внутрь Vn

+
Поток φ через

грани из Vn

=
Сумма источников

и стоков φ в Vn

.

При этом поток любой величины φ из объема Vk в Vm через грань Fkm должен быть равен

потоку той же величины φ из объема Vm в Vk через ту же самую грань Fkm (рис. 1). Тогда

закон сохранения любой величины φ в области Ω будет следствием закона сохранения φ
для каждого конечного объема Vn.

В вычислительной макромеханике моделирование физико-химических процессов осу-

ществляют на основе законов сохранения для каждого конечного объема. При этом ми-

нимальный размер объемов ограничен условием, что молекулярным строением жидкости
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или газа можно пренебречь. Полученные уравнения, которые выражают законы сохранения

на всех конечных объемах, не будут содержать производные и очень удобны для компью-

терных вычислений. Однако получить точное решение данных уравнений без компьютеров

практически невозможно.

Основной целью ученых-механиков в аналитический период гидродинамики был вывод

и точное решение основополагающих уравнений, описывающих течение жидкости и газа.

Уравнения вычислительной макромеханики не подходили для решения их методами диф-

ференциального и интегрального исчисления, поскольку не содержат производных. Поэто-

му пришлось уменьшить размеры конечных объемов до точки (стянуть объемы в точку):

данный предельных переход противоречит физике, но приводит к дифференциальным урав-

нениям в частных производных, которые не зависят от конфигурации и формы конечных

объемов.

Далее будут подробно представлены оба подхода к описанию физико-химических про-

цессов как на основе вычислительной макромеханики, так и на основе классической гид-

родинамики. Результаты сравнительно анализа определяют выбор метода аппроксимации

уравнений модели и ожидаемую точность вычислений.

Рассмотрим подробнее феноменологический вывод уравнения неразрывности (0.1a), вы-

ражающего фундаментальный закон сохранения массы (ФЗСМ), для сравнения различных

подходов к математическому описанию движения жидкости или газа в макромасштабах.

Выделим в потоке произвольный конечный объем (КО) V

V = {(t, x, y, z) | 0 6 t 6 ht, 0 6 x 6 hx, 0 6 y 6 hy, 0 6 z 6 hz}, (1.1)

как показано на рис. 2. Здесь hx, hy, hz и ht есть характерные размеры КО V в пространстве

и времени.

Баланс (фундаментальный закон сохранения) массы M на КО V имеет вид

M(t) = M(0) +Qx=0 +Qy=0 +Qz=0 −Qx=hx
−Qy=hy

−Qz=hz
+ S, (1.2)

где M(0) есть масса жидкости или газа в КО V в начальный момент времени t = 0, M(t)
есть масса жидкости или газа в КО V в момент времени t (0 6 t 6 ht), Qx=0, Qy=0

и Qz=0 есть масса жидкости или газа, поступаемого в КО V за время t (0 6 t 6 ht) через

грани Fx=0, Fy=0 и Fz=0,

Fx=0 = {(0, y, z) | 0 6 y 6 hy, 0 6 z 6 hz}, (1.3a)

Fy=0 = {(x, 0, z) | 0 6 x 6 hx, 0 6 z 6 hz}, (1.3b)

Fz=0 = {(x, y, 0) | 0 6 x 6 hx, 0 6 y 6 hy}, (1.3c)

Qx=hx
, Qy=hy

и Qz=hz
есть масса жидкости или газа, покидающего КО V за время t

(0 6 t 6 ht) через грани Fx=hx
, Fy=hy

и Fz=hz
,

Fx=hx
= {(hx, y, z) | 0 6 y 6 hy, 0 6 z 6 hz}, (1.3d)

Fy=hy
= {(x, hy, z) | 0 6 x 6 hx, 0 6 z 6 hz}, (1.3e)

Fz=hz
= {(x, y, hz) | 0 6 x 6 hx, 0 6 y 6 hy}, (1.3f)

S есть источниковый член. Далее будем полагать, что S = 0 и форма объема V остается

неизменной.
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Рис. 2. Конечный объем в пространстве

Масса жидкости или газа, поступаемого в КО V через грани (1.3) за время t составит:

Qx=0 =

t
∫

0

mx=0(ξ) dξ, (1.4a)

Qy=0 =

t
∫

0

my=0(ξ) dξ, (1.4b)

Qz=0 =

t
∫

0

mz=0(ξ) dξ, (1.4c)

Qx=hx
=

t
∫

0

mx=hx
(ξ) dξ, (1.4d)

Qy=hy
=

t
∫

0

my=hy
(ξ) dξ, (1.4e)

Qz=hz
=

t
∫

0

mz=hz
(ξ) dξ, (1.4f)

где mx=0(t), my=0(t), mz=0(t), mx=hx
(t), my=hy

(t) и mz=hz
(t) есть массовые расходы через

грани (1.3).

Подстановка (1.4) в (1.2) приводит к следующему уравнению

M(ht)−M(0) = −

ht
∫

0

(

mx=hx
(t)−mx=0(t)

)

dt−

ht
∫

0

(

my=hy
(t)−my=0(t)

)

dt−

−

ht
∫

0

(

mz=hz
(t)−mz=0(t)

)

dt, (1.5)
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которое выражает ФЗСМ в КО V за время t = ht. Разделим обе части (1.5) на htV =
= hthxhyhz, тогда

1

ht

(

M(ht)

V
−

M(0)

V

)

+
1

ht

ht
∫

0

mx=hx
(t)−mx=0(t)

hxhyhz

dt+
1

ht

ht
∫

0

my=hy
(t)−my=0(t)

hxhyhz

dt +

+
1

ht

ht
∫

0

mz=hz
(t)−mz=0(t)

hxhyhz

dt = 0. (1.6)

Устремляя характерные размеры КО V к нулю (max(ht, hx, hy, hz) → 0), определим

плотность сплошной среды (ρ) в КО объеме V как

lim
V→0

M(t)

V
= ρ(t, x, y, z). (1.7)

Теперь выражения для массовых расходов через грани (1.3) примут вид

mx=0(t) =

hy
∫

0

hz
∫

0

ρ(t, 0, y, z) u(t, 0, y, z) dz dy,

mx=hx
(t) =

hy
∫

0

hz
∫

0

ρ(t, hx, y, z) u(t, hx, y, z) dz dy,

my=0(t) =

hx
∫

0

hz
∫

0

ρ(t, x, 0, z) u(t, x, 0, z) dz dx,

my=hy
(t) =

hx
∫

0

hz
∫

0

ρ(t, x, hy, z) u(t, x, hy, z) dz dx,

mz=0(t) =

hx
∫

0

hy
∫

0

ρ(t, x, y, 0) u(t, x, y, 0) dy dx,

mz=hz
(t) =

hx
∫

0

hy
∫

0

ρ(t, x, y, hz) u(t, x, y, hz) dy dx.

При max(ht, hx, hy, hz) → 0 и учитывая, что

lim
h→0

1

h

h
∫

0

f(x) dx = f(0),

lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= f ′(0),
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получим из (1.6) следующее дифференциальное выражение

∂ρ

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0
x=0
y=0
z=0

+
∂(ρu)

∂x

∣

∣

∣

∣

t=0
x=0
y=0
z=0

+
∂(ρv)

∂y

∣

∣

∣

∣

t=0
x=0
y=0
z=0

+
∂(ρw)

∂z

∣

∣

∣

∣

t=0
x=0
y=0
z=0

= 0.

В силу произвольного выбора КО V данное соотношение будет справедливо для любой

точки, то есть уравнение неразрывности принимает окончательный вид (0.1a)

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
+

∂(ρw)

∂z
= 0. (1.8)

Дискретным аналогом (1.8) может служить либо явная схема

ρ̂
(n+1)
ijk − ρ̂

(n)
ijk

ht

+

(

∂(ρu)

∂x

)(n)

ijk

+

(

∂(ρv)

∂y

)(n)

ijk

+

(

∂(ρw)

∂z

)(n)

ijk

= 0, (1.9)

либо неявная схема

ρ̂
(n+1)
ijk − ρ̂

(n)
ijk

ht

+

(

∂(ρu)

∂x

)(n+1)

ijk

+

(

∂(ρv)

∂y

)(n+1)

ijk

+

(

∂(ρw)

∂z

)(n+1)

ijk

= 0, (1.10)

где ρ̂ есть дискретный аналог плотности ρ(t, x, y, z) в (1.8).

Наиболее спорным моментом в выводе уравнения неразрывности (1.8) является пре-

дельный переход (1.7): при стягивании объема V к нулю, масса M , заключенная в нем,

также стремится к нулю, поэтому

V → 0 ⇒ M(V ) → 0 ⇒ ρ = lim
V→0

M(V )

V
=

[

0

0

]

.

Поэтому в механике сплошных сред вводят понятие бесконечно малого объема, размеры

которого пренебрежимо малы по сравнению со всем объемом системы, так что параметры

среды в нем (плотность, скорость и пр.) можно считать постоянными, но он содержит в се-

бе настолько много молекул, что эти параметры будут корректно определены [24]. Поэтому

стягивание объема в точку при предельном переходе в (1.7) следует понимать, как стремле-

ние к бесконечно малому объему (в упомянутом выше смысле) [25]. Другими словами, если

конечный объем стянуть в точку нельзя, но очень нужно, то значит можно. Точнее частные

производные в (1.8) не совсем те, как определено в дифференциальном исчислении.

Аналогичная ситуация возникает и при определении производных от физических па-

раметров сплошной среды по времени: вводится понятие «бесконечно малого промежутка

времени», под которым подразумевается интервал времени, существенно меньший, чем ха-

рактерное время рассматриваемого переходного процесса, но значительно больший, чем

характерное время молекулярного движения.

Ранее уже упоминалось о данной парадоксальной ситуации: сначала записывают закон

сохранения массы M в объеме V (1.6), причем плотность ρ = M/V характеризует удель-

ную массу объема V . Далее конечный объем V стягивают в точку, в пределе V → 0 получая

дифференциальное уравнение (1.8). При этом плотность ρ уже образует скалярное поле.

Аппроксимация уравнения неразрывности (1.8) методом конечного объема приводит к дис-

кретному аналогу исходного закона сохранения массы (1.6), в котором дискретный аналог

плотности ρ определен в отдельных точках, а является не характеристикой объема V , как

было изначально до стягивания КО в точку.
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Поскольку современные задачи гидродинамики исключают возможность использования

дифференциального исчисления, то следует отказаться от нефизичного стягивания конеч-

ных объемов в точку и, как следствие, от дифференциальных уравнений типа (1.8). Для это-

го воспользуемся понятиями средней длины свободного пробега молекулы жидкости или

газа lmol и среднем временем между столкновениями молекул tmol. Будем полагать, что

шаги сетки и минимальный пространственный масштаб h̄s удовлетворяет ограничению

min(hx, hy, hz) > h̄s ≫ lmol. (1.11)

Напомним, что уравнения Навье–Стокса считаются справедливыми при Kn 6 10−3, где

число Кнудсена Kn определено как

Kn =
lmol

h̄s

.

Стягивание конечного объема V в точку соответствует: min(hx, hy, hz) → 0 ⇒ Kn → +∞.

Аналогично, величина шага по времени ограничена соотношением

ht > h̄t ≫ tmol, (1.12)

где h̄t есть минимальный временной масштаб.

К сожалению, нет четкой границы между переходным (10−3 < Kn < 1) и контину-

альным (Kn 6 10−3) режимами течения. Тем не менее, всегда будем полагать, что для

описания любых физико-химических процессов в континуальном приближении существует

минимальный пространственный и временной масштабы h̄s и h̄t, величины которых зависят

от решаемой задачи.

§ 2. Фундаментальный закон сохранения массы при естественных ограничениях

на минимальные пространственный и временной масштабы

Итак, фундаментальный закон сохранения массы (ФЗСМ) имеет вид (1.6), причем шаги

сетки hx, hy, hz и ht, а также минимальный пространственный и временной масштабы h̄m
s

и h̄m
t удовлетворяют ограничениям (1.11) и (1.12) соответственно. Недостающие связи меж-

ду отдельными функциями всегда восполняют на основе феноменологических законов. Иг-

норируя молекулярное строение вещества, феноменологический метод исследования на-

деляет континуум физическими свойствами реальной жидкости или газа для наилучшего

соответствия между наблюдаемыми явлениями и их математическим описанием.

Для аппроксимации ФЗСМ (1.6) воспользуемся простейшей равномерной сеткой, кото-

рая состоит из двух множеств точек xv
i и xf

i ,

xv
i =

i− 1

nx

, i = 1, 2, . . . , nx + 1,

xf
i =

1

2

(

xv
i + xv

i+1

)

, i = 1, 2, . . . , nx,

здесь nx есть параметр дискретизации, причем

xv
i+1 − xv

i = xv
i − xv

i−1 = hx = const,

где hx = 1/nx есть шаг сетки. Аналогично построим одномерные сетки по остальным

пространственным направлением и времени. КО V (1.1) на данной сетке имеет вид

V
(n)
ijk = {(t, x, y, z) | tvn 6 t < tvn+1, x

v
i 6 x < xv

i+1, y
v
j 6 y < yvj+1, z

v
k 6 z < zvk+1}, (2.1)
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где ht = tvn+1 − tvn есть шаг по времени, а гранями объема V
(n)
ijk являются:

Fx=xv
i
= {(xv

i , y, z) | y
v
j 6 y 6 yvj+1, z

v
k 6 z 6 zvk+1}, (2.2a)

Fy=yv
j
= {(x, yvj , z) | x

v
i 6 x 6 xv

i+1, z
v
k 6 z 6 zvk+1}, (2.2b)

Fz=zv
k
= {(x, y, zvk) | x

v
i 6 x 6 xv

i+1, y
v
j 6 y 6 yvj+1}, (2.2c)

Fx=xv
i+1

= {(xv
i+1, y, z) | y

v
j 6 y 6 yvj+1, z

v
k 6 z 6 zvk+1}, (2.2d)

Fy=yvj+1
= {(x, yvj+1, z) | x

v
i 6 x 6 xv

i+1, z
v
k 6 z 6 zvk+1}, (2.2e)

Fz=zv
k+1

= {(x, y, zvk+1) | x
v
i 6 x 6 xv

i+1, y
v
j 6 y 6 yvj+1}. (2.2f)

Самое трудное определить на построенной сетке плотность ρ
(n)
ijk , которая характеризует

удельную массу объема V
(n)
ijk (2.1), то есть ρ

(n)
ijk : M(V

(n)
ijk )/V

(n)
ijk → R

+, а для вычислений

удобнее задавать плотность не на объеме, а в точке. Поэтому положим, что плотность

является постоянной внутри объема V
(n)
ijk , но определена в центре объема, то есть в точ-

ке (tvn, x
f
i, y

f
j, z

f
k):

ρ
(n)
ijk = {ρ(t, x, y, z) = Constρ | tfn−1 6 t < tfn, x

v
i 6 x < xv

i+1, (2.3)

yvj 6 y < yvj+1, z
v
k 6 z < zvk+1},

где Constρ есть некоторая константа.

Таким образом, плотность ρ
(n)
ijk является кусочно-постоянной функцией, то есть посто-

янной внутри объема V
(n)
ijk и разрывной на его гранях (2.2). Следствием выполнения усло-

вий (1.11) и (1.12) является «растровый» характер решения: область разбивается на конеч-

ное количество взаимонепересекающихся конечных объемов, в каждом из которых решение

постоянно (среднее по объему). Точно так формируется растровое изображение на отобра-

жающих устройствах из отдельных пикселей. Чтобы увеличить качество растрового изоб-

ражения, необходимо увеличивать количество пикселей; чтобы увеличить разрешение дета-

лей моделируемых процессов, необходимо увеличивать количество объемов (сгущать сетку)

при соблюдении ограничений (1.11) и (1.12).

Поскольку плотность жидкости или газа (2.3) зависит от температуры T и давления p,
отсюда следует, что температура и давление также являются кусочно-постоянными функ-

циями: постоянными внутри объема V
(n)
ijk и разрывными на его гранях (2.2):

T
(n)
ijk = {T (t, x, y, z) = ConstT | tfn−1 6 t < tfn, x

v
i 6 x < xv

i+1, (2.4)

yvj 6 y < yvj+1, z
v
k 6 z < zvk+1},

p
(n)
ijk = {p(t, x, y, z) = Constp | tfn−1 6 t < tfn, x

v
i 6 x < xv

i+1, (2.5)

yvj 6 y < yvj+1, z
v
k 6 z < zvk+1}.

Компоненты скорости лучше задавать на гранях (2.2) объема V
(n)
ijk . Тогда конечные объ-

емы Ū , V̄ и W̄ для аппроксимации уравнений движения по X , Y и Z на данной сетке
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имеют вид

Ū
(n)
ijk = {(t, x, y, z) | tfn−1 6 t < tfn, x

f
i−1 6 x < xf

i,

yvj 6 y < yvj+1, z
v
k 6 z < zvk+1},

V̄
(n)
ijk = {(t, x, y, z) | tfn−1 6 t < tfn, x

v
i 6 x < xv

i+1,

yfj−1 6 y < yfj, z
v
k 6 z < zvk+1},

W̄
(n)
ijk = {(t, x, y, z) | tfn−1 6 t < tfn, x

v
i 6 x < xv

i+1,

yvj 6 y < yvj+1, z
f
k−1 6 z < zfk}.

Таким образом, компоненты скорости u
(n)
ijk , v

(n)
ijk и w

(n)
ijk также являются кусочно-постоянными

функциями: постоянными внутри объемов Ū
(n)
ijk , V̄

(n)
ijk и W̄

(n)
ijk , и разрывными на их гранях.

Все консервативные функции (p
(n)
ijk , T

(n)
ijk , ~V

(n)
ijk и др.) являются разрывными, а потоковые

функции — непрерывными. Напомним, что сетки со смещенным расположением КО назы-

вают разнесенными и они получили широкое распространение в вычислительной гидроди-

намике [15, 16]. Пример 2D разнесенной сетки показан на рис. 3.

Наличие разрывов консервативных функций p
(n)
ijk , T

(n)
ijk , u

(n)
ijk, и др. при соблюдении усло-

вий (1.11) и (1.12) является характерным отличием рассматриваемой модели жидкости и га-

за от классического континуума.

Определение 1. Абстрактную материальную среду при характерных масштабах (1.11)

и (1.12) будем называть дисконтинуум. Макроскопические параметры (плотность ρ
(n)
ijk , ско-

рость ~V
(n)
ijk , давление p

(n)
ijk , температура T

(n)
ijk и др.) для дисконтинуума являются функциями

конечных объемов: определены постоянными внутри данных объемов и разрывны на гра-

нях. Таким образом, модель дисконтинуума подразумевает, что все параметры, характери-

зующие термодинамическое состояние движущейся среды, дискретно изменяются по всему

объему, занятому средой.

ФЗСМ (1.6) на построенной сетке принимает вид

1

ht

(

M(V
(n+1)
ijk )

V
−

M(V
(n)
ijk )

V

)

+ (2.6)

+
1

ht

tvn+1
∫

tvn

1

hyhz

yvj+1
∫

yv
j

zv
k+1
∫

zv
k

ρ(t, xv
i+1, y, z) u(t, x

v
i+1, y, z)− ρ(t, xv

i , y, z) u(t, x
v
i , y, z)

hx

dz dy dt+

+
1

ht

tvn+1
∫

tvn

1

hxhz

xv
i+1
∫

xv
i

zv
k+1
∫

zv
k

ρ(t, x, yvj+1, z) v(t, x, y
v
j+1, z)− ρ(t, x, yvj , z) v(t, x, y

v
j , z)

hy

dz dx dt+

+
1

ht

tvn+1
∫

tvn

1

hxhy

xv
i+1
∫

xv
i

yvj+1
∫

yvj

ρ(t, x, y, zvk+1)w(t, x, y, z
v
k+1)− ρ(t, x, y, zvk)w(t, x, y, z

v
k)

hz

dy dx dt = 0,

где ht = tvn+1−tvn, hx = xv
i+1−xv

i , hy = yvj+1−yvj , hz = zvk+1−zvk есть шаги сетки, V = hxhyhz.

Поскольку плотность среды в КО составит

M(V
(n)
ijk )

V
= ρ

(n)
ijk ,
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Рис. 3. 2D разнесенная сетка

точно вычисляя интегралы от кусочно-постоянных функций, получим

0 =
ρ
(n+1)
ijk − ρ

(n)
ijk

ht

+

+
1

ht

tvn+1
∫

tvn

ρ(t, xv
i+1, y

f
j, z

f
k) u(t, x

v
i+1, y

f
j, z

f
k)− ρ(t, xv

i , y
f
j, z

f
k) u(t, x

v
i , y

f
j, z

f
k)

hx

dt+

+
1

ht

tvn+1
∫

tvn

ρ(t, xf
i, y

v
j+1, z

f
k) v(t, x

f
i, y

v
j+1, z

f
k)− ρ(t, xf

i, y
v
j , z

f
k) v(t, x

f
i, y

v
j , z

f
k)

hy

dt+

+
1

ht

tvn+1
∫

tvn

ρ(t, xf
i, y

f
j, z

v
k+1)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k+1)− ρ(t, xf

i, y
f
j, z

v
k)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k)

hz

dt.

Последний интеграл по времени также вычисляют точно, используя свойство аддитив-

ности определённого интеграла относительно подобластей

1

ht

tvn+1
∫

tvn

ρ(t, xf
i, y

f
j, z

v
k+1)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k+1)− ρ(t, xf

i, y
f
j, z

v
k)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k)

hz

dt =

=
1

ht

tfn
∫

tvn

ρ(t, xf
i, y

f
j, z

v
k+1)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k+1)− ρ(t, xf

i, y
f
j, z

v
k)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k)

hz

dt+

+
1

ht

tvn+1
∫

tfn

ρ(t, xf
i, y

f
j, z

v
k+1)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k+1)− ρ(t, xf

i, y
f
j, z

v
k)w(t, x

f
i, y

f
j, z

v
k)

hz

dt =

=
1

2

ρ
(n)
ijk+1w

(n)
ijk+1 − ρ

(n)
ijkw

(n)
ijk

hz

.+
1

2

ρ
(n+1)
ijk+1w

(n+1)
ijk+1 − ρ

(n+1)
ijk w

(n+1)
ijk

hz

.

Остальные интегралы, выражающие массоперенос на временных уровнях n и n + 1,
вычисляют точно аналогичным образом.
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Таким образом, ФЗСМ на КО (2.1) принимает вид сходный со схемой Кранка–Николсон

ρ
(n+1)
ijk − ρ

(n)
ijk

ht

+
1

2

(

ρ
(n)
i+1jku

(n)
i+1jk − ρ

(n)
ijku

(n)
ijk

hx

+
ρ
(n+1)
i+1jku

(n+1)
i+1jk − ρ

(n+1)
ijk u

(n+1)
ijk

hx

+

+
ρ
(n)
ij+1kv

(n)
ij+1k − ρ

(n)
ijkv

(n)
ijk

hy

+
ρ
(n+1)
ij+1kv

(n+1)
ij+1k − ρ

(n+1)
ijk v

(n+1)
ijk

hy

+ (2.7)

+
ρ
(n)
ijk+1w

(n)
ijk+1 − ρ

(n)
ijkw

(n)
ijk

hz

+
ρ
(n+1)
ijk+1w

(n+1)
ijk+1 − ρ

(n+1)
ijk w

(n+1)
ijk

hz

)

= 0.

Определение 2. Поскольку все интегралы от кусочно-постоянных функций в (2.6) вычис-

лены точно, то ФЗСМ (2.7) является точным при hx = hy = hz = h̄s ≫ lmol (1.11)

и ht = h̄t ≫ tmol (1.12), и приближённым при min(hx, hy, hz) > h̄s ≫ lmol и ht > h̄t ≫ tmol.

Данное уравнение (2.7) уже нельзя назвать уравнением неразрывности, поскольку все

входящие в него консервативные переменные ρ, u, v и w являются разрывными на гра-

нях КО, а потоковые переменные ρu, ρv и ρw — непрерывными. Обратим внимание, что

ФЗСМ (2.7) сходен со схемой Кранка–Николсон и указывает на нефизичность явных и неяв-

ных схем (1.9) и (1.10). В самом деле, выражение (ρu)′x + (ρv)′y + (ρw)′z в уравнении нераз-

рывности (1.8) описывает массоперенос, который происходит на каждом временном слое,

а не только на предыдущем (как в явных схемах) или последующих (как в неявных схемах)

слоях.

Взаимосвязь между точной (2.7) и приближёнными задачами из определения 2 показана

на рис. 4. Для точной задачи возможно построить приближённую задачу двумя способами.

1. Увеличивая шаг сетки в (2.7) (min(hx, hy, hz) > h̄s ≫ lmol и ht > h̄t ≫ tmol); различие

между точной и приближённой задачами состоит лишь в величине шага сетки.

2. Устремляя шаг сетки к нулю в (2.7) (max(hx, hy, hz) → 0), в пределе получим при-

ближённую (дифференциальную) задачу (1.8). Данный предельный переход возможен лишь

в континуальном приближении, то есть при игнорировании молекулярного строения сре-

ды. Далее приближённой (дифференциальной) задаче (1.8) сопоставляют приближённую

сеточную задачу (1.9) или (1.10), или какую-либо другую.

В настоящее время интенсивно развивают схемы высокого порядка аппроксимации для

уравнений Навье–Стокса (0.1) и других уравнений, имеющих важное прикладное значение.

Однако из рис. 4 следует бессмысленность данного направления с физической точки зрения:

более точное численное приближение типа (1.9) или (1.10) к приближённой задаче (1.8)

не позволит получить более точное приближение к точной задаче из определения 2.

Дискретные уравнения типа (1.9) или (1.10) получены в соответствии с методологи-

ей вычислительной гидродинамики (CFD), в то время как уравнения типа (2.7) получены

в соответствии с методологией Вычислительной МакроМеханики (ВММ), где термин «вы-

числительный» подразумевает решение основополагающих уравнений только при помощи

вычислительной техники, а термин «макро» означает естественные ограничения на мини-

мальные пространственный и временной масштабы h̄s ≫ lmol и h̄t ≫ tmol. Основу ВММ

составляют фундаментальные законы сохранения физических величин, физические ограни-

чения на минимальные пространственный и временной масштабы и феноменологические

законы, восполняющие микромасштабные связи между отдельными функциями.

Покажем различия между континуальным и дисконтинуальным приближениями на при-

мере простейшей дифференциальной задачи

u′′ = f(x),
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явная схема (1.9) явная схема (1.10) . . .

приближённая (дискретная) задачакприближённой(дифференциальной) задаче (1.8)

hx ↑ hy ↑ hz ↑ ht ↑

приближённая (дифференциальная) задача (1.8)

hx → 0 hy → 0 hz → 0 ht → 0

точная задача (2.7): hx = hy = hz = h̄s ≫ lmol; ht = h̄t ≫ tmol

hx ↑ hy ↑ hz ↑ ht ↑

приближённая задача: min(hx, hy, hz) > h̄s ≫ lmol; ht > h̄t ≫ tmol

Рис. 4. Точная и приближённые задачи в (дис)континуальном приближениях

и ее дискретного аналога

u(xf
i)− u(xf

i−1)

h
= f(xv

i ).

Разница между дифференциальной задачей и ее дискретным аналогом на отрезке [xf
i−1, x

f
i]
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составит

E = max
[xf

i−1
,xf

i]

∣

∣

∣

∣

u′′(xv
i )−

u(xf
i)− u(xf

i−1)

h

∣

∣

∣

∣

.

В континуальном приближении дифференциальная задача считается точной, а дискрет-

ная задача — приближённой. Полагая, что u(x) является бесконечно дифференцируемой

функцией, и используя разложение в ряд Тейлора нетрудно получить для достаточно ма-

лых шагов сетки h

E ≈
h2

24
max

[xf
i−1

,xf
i]

∣

∣u′′′(xv
i )
∣

∣.

Очевидно, что E → 0 при h → 0, что означает сходимость разностной схемы.

В дисконтинуальном приближении дискретная задача считается точной, а дифференци-

альная задача — приближённой. В этом случае оценка погрешности имеет вид

h̄2
s

24
min

[xf
i−1

,xf
i]

∣

∣u′′′(xv
i )
∣

∣ 6 E 6
h2

24
max

[xf
i−1

,xf
i]

∣

∣u′′′(xv
i )
∣

∣,

где h̄s есть минимальный пространственный масштаб (1.11). В силу физического ограни-

чения h̄s > 0 решения дискретной и дифференциальной задач в общем случае различны.

Другими словами, даже точное решение уравнений Навье–Стокса (0.1) является прибли-

жённым в вычислительной макромеханике.

§ 3. Уравнение теплопроводности

Покажем различия между континуальным и дисконтинуальными подходами на примере

краевой задачи для уравнения теплопроводности

(λ(x)u′
x)

′
x + f(x) = 0, u(0) = u(1) = 0, (3.1)

где u есть температура, f — источниковый член, а λ — гладкий или разрывный коэффициент

теплопроводности.

Запишем данное уравнение в виде

q′x + f(x) = 0, q(x) = λ(x)u′
x

для последующей аппроксимации методом конечного объема на равномерной сетке [26].

Здесь q есть удельная плотность теплового потока. Интегрирование данного уравнения

по конечному объему [xf
i−1, x

f
i] (то есть точки xv

i являются узлами сетки) приводит к следу-

ющему соотношению

q(xf
i)− q(xf

i−1) +

xf
i

∫

xf
i−1

f(x) dx = 0. (3.2)

Далее, следуя А. А. Самарскому [26], преобразуем

u′
x =

q(x)

λ(x)
⇒

xv
i
∫

xv
i−1

u′
x dx =

xv
i
∫

xv
i−1

q(x)

λ(x)
dx ⇒ uh

i − uh
i−1 = q(xf

i−1)

xv
i
∫

xv
i−1

dx

λ(x)
.
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Будем полагать, что коэффициент теплопроводности является постоянным

λ(x) = λ(xv
i−1), x ∈ [xv

i−1, x
f
i−1].

Тогда

1

〈λ〉−i
=

xv
i
∫

xv
i−1

dx

λ(x)
=

xf
i−1
∫

xv
i−1

dx

λ(x)
+

xv
i
∫

xf
i−1

dx

λ(x)
=

hx

2

1

λ(xv
i−1)

+
hx

2

1

λ(xv
i )

= hx

λ(xv
i−1) + λ(xv

i )

2λ(xv
i−1)λ(x

v
i )

.

Отсюда нетрудно получить

q(xf
i−1) = 〈λ〉−i

uh
i − uh

i−1

hx

, 〈λ〉−i = 2
λ(xv

i−1)λ(x
v
i )

λ(xv
i−1) + λ(xv

i )
, (3.3a)

и для другой грани КО

q(xf
i) = 〈λ〉+i

uh
i+1 − uh

i

hx

, 〈λ〉+i = 2
λ(xv

i )λ(x
v
i+1)

λ(xv
i ) + λ(xv

i+1)
. (3.3b)

Тогда дискретный аналог уравнения теплопроводности (3.1) принимает вид

〈λ〉+i
uh
i+1 − uh

i

hx

− 〈λ〉−i
uh
i − uh

i−1

hx

+

xf
i

∫

xf
i−1

f(x) dx = 0. (3.4)

Обратим внимание, что уравнение теплопроводности (3.1) является уравнением второго

порядка: один порядок возникает из-за стягивания КО в точку, а второй порядок возника-

ет из-за феноменологических гипотез градиентного типа (закон Фурье, закон Фика, закон

трения Ньютона и т. д.).

Уравнение теплопроводности в вычислительной макромеханике выражает закон сохра-

нения энергии: тепловой поток из конечного объема равен тепловому потоку в конечный

объем плюс объемное тепловыделение в конечном объема (3.2):

q(xf
i) = q(xf

i−1)−

xf
i

∫

xf
i−1

f(x) dx. (3.5)

Первое принципиальное различие между традиционной механикой сплошных сред

и ВММ состоит в форме записи феноменологических законов. Жан-Батист Жозеф Фурье

экспериментально установил, что при переносе теплоты теплопроводностью плотность по-

тока теплоты через некоторый контур пропорционален градиенту температуры, созданному

по разные стороны от этого контура, то есть

q = −λ
∂T

∂~n
, (3.6)

где T есть абсолютная температура, К; ~n — единичный вектор нормали к изотермической

поверхности; λ есть коэффициент теплопроводности, Вт/(м·К). Знак «−» указывает, что

теплота переносится в сторону уменьшения температуры. Данное уравнение, называемое
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феноменологическим законом теплопроводности Фурье, содержит производную от темпе-

ратуры. Поскольку в ВММ не используют производные для описания законов сохранения

из-за естественных ограничений на минимальные пространственный и временной масшта-

бы, то закон теплопроводности Фурье будет использован не в виде (3.6), а в виде (3.3).

Другими словами, подстановка (3.3) в (3.5) приводит к известному уравнению (3.4), то есть

формально совпадает с дискретным аналогом уравнения теплопроводности (3.1).

Второе принципиальное различие состоит в виде получаемого решения. Численное ре-

шение задач традиционной механикой сплошных сред подразумевает, что приближение

к решению дифференциальной задачи отыскивают в отдельных точках и интерполируют

на всю область. Способ интерполяции зависит от решаемой задачи — интерполяция чис-

ленного решения задачи (3.1) определяется гладкостью коэффициента теплопроводности λ:

при достаточно гладком λ решение u(x) будет дважды дифференцируемым, поэтому следу-

ет ожидать хороших результатов от применения сплайн-интерполяции. С другой стороны,

если коэффициент λ разрывен, то сплайн-интерполяция через линии или поверхности раз-

рыва коэффициента теплопроводности будет не точна. В ВММ решения отыскивают во всей

области без какой-либо интерполяции.

В качестве примера рассмотрим краевую задачу

ui−1 − 2ui + ui+1

h2
x

+ 4π2ω2 sin(2πωxv
i ) = 0, u(0) = u(1) = 0, (3.7)

где ω = 1, 2, 3, . . . есть целочисленный параметр, и приближённую задачу

u′′(x) + 4π2ω2 sin(2πωx) = 0, u(0) = u(1) = 0, (3.8)

которая имеет аналитическое решение

u(x) = sin(2πωx). (3.9)

Построим равномерные вычислительные сетки с 3L+1, L = 1, 2, 3, 4, 5, конечными объ-

емами или с N = 3L+1 + 1 узлами, шаг сетки составит hx = 1/3L+1. Вычислительный

эксперимент состоял в решении краевой задачи (3.7) методом прогонки и сравнении с ана-

литическим решением (3.9) приближённой задачи (3.8).

Сначала сравним численные решения задачи (3.7) с аналитическим решением (3.9) при

L = 1 ⇒ N = 10. В континуальном приближении численное решение задачи (3.7) отыс-

кивают прогонкой в N точках, далее полученные результаты интерполируют сплайнами

на всю область (0, 1), как показано на рис. 5 (слева). В дисконтинуальном приближении чис-

ленное решение задачи (3.7) определено сразу на всей области [0, 1], как показано на рис. 5

(справа). Отрезком “ ” показано среднее значение решения на конечном объеме [xf
i−1, x

f
i],

а символом • — значение функции u в узле сетки, то есть

ui = u(xv
i ), xv

i ∈ [xf
i−1, x

f
i].

Результаты вычислений с N = 10, 28, 82, 730 в дисконтинуальном приближении приведены

на рис. 6. В [26] показано, что функция ui — решение модельной задачи (3.7) — будет стре-

миться к аналитическому решению (3.9) приближённой задачи (3.8) при hx → 0. В данном

подходе шаг сетки hx может быть уменьшен лишь до некоторого минимального значе-

ния h̄m
s , причем задача (3.7) с hx = h̄m

s считается точной. Сохранение физических величин

во всей области (консерватизм) является алгебраическим следствием сохранения в каждом

объеме.
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Рис. 5. Результаты вычислительного эксперимента (L = 1 ⇒ N = 10): слева численное

решение (•) в континуальном приближении (пунктиром показана сплайн-интерполяция),

справа численное решение (•) в дисконтинуальном приближении (пунктиром показаны раз-

рывы решения на гранях конечных объемов), сплошная линия (3.9)

Важнейшим проблемно-зависимым компонентом любого итерационного алгоритма яв-

ляется выбор критерия останова итераций. Недостаточное количество выполненных итера-

ций приводит к потере точности численного решения, а излишнее количество — к неоправ-

данному росту вычислительной работы. В дисконтинуальном приближении решение отыс-

кивают во всей области вне зависимости от шага сетки, но точность решения определяется

именно шагом сетки. Поэтому сравнение численных решений на сетках с разными шагами

позволит адаптивно задать критерий останова итерационного процесса.

Предположим, что построена некоторая мелкая сетка. Построим последовательность

грубых сеток посредством утроения шага, что эквивалентно агломерации КО: к выделен-

ному КО присоединяют соседние. Тогда критерий останова можно определить в виде

Φ = max
i

uL+1
i 6=0

|uL
i − uL+1

i |

|uL+1
i |

< ε,

где uL
i есть решение, полученное на более грубой сетке, а uL+1

i — на более мелкой, ε —

малый параметр, зависящий от задачи, L — номер сеточного уровня. На рис. 6 показано

сравнение аналитического решения приближённой задачи (3.9) и численного решения кра-

евой задачи (3.7) при L = 1 ⇒ N = 10. Очевидно, что точность численного решения

невелика.

На рис. 6 так же показано численное решение краевой задачи (3.7) на сетке с втрое

меньшим шагом: L = 2 ⇒ N = 28. Пунктирной линией показан узел, в котором

функция |uL
i − uL+1

i |/|uL+1
i достигает максимума. Аналогичные результаты приведены для

L = 3 ⇒ N = 82.
Зависимость функции Φ от количества узлов N показывает, что при L = 5 ⇒ N = 730

величина Φ достигает значения ≈ 10−4 что достаточно для большинства приложений.

По мере стремления к минимальному шагу (hx → h̄s) величина Φ будет стремиться к нулю,

поскольку точная и приближённая задачи совпадают при hx = h̄s. В данном случае исследо-
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Рис. 6. Результаты вычислительного эксперимента

вание сходимости (по сетке) проводилось в каждом узле самой мелкой сетки, а не в отдель-

ных узлах, как выполняют в традиционных алгоритмах. Данный вычислительный прием

очень хорошо сочетается с многосеточными методами [28].

§ 4. Уравнение движения

Уравнения вычислительной макромеханики можно вывести двумя способами. Первый

способ состоит в рассмотрении законов сохранения некоторой величины на выделенном

конечном объеме. Второй способ состоит в интегрировании соответствующего дифферен-

циального уравнения, полученного в континуальном приближении при формальном стя-

гивании конечного объема в точку, по выделенному конечному объему. При этом следует

помнить, что все функции постоянны в конечном объеме. Оба способа приводят к одинако-

вым результатам, но второй способ проще и удобнее.
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Уравнение движения по X в системе Навье–Стокса имеет вид

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2)

∂x
+

∂(ρuv)

∂y
+

∂(ρuw)

∂z
= −

∂p

∂x
+

∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

, (4.1)

где связь между вязкими напряжениями и скоростями деформации задана соотношениями

τxx = −
2

3
µ

(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)

+ 2µ
∂u

∂x
, (4.2a)

τyx = µ

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

, (4.2b)

τzx = µ

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)

. (4.2c)

Для наглядности положим, что вычислительная сетка является неразнесенной и рав-

номерной, а конечный объем V
(n)
ijk для аппроксимации уравнений Навье–Стокса на данной

сетке определен как (2.1). Интегрирование уравнения движения (4.1) по конечному объе-

му V
(n)
ijk приводит к соотношению

1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂(ρu)

∂t
dz dy dx dt+

+
1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂

∂x

(

ρu2 + p− τxx

)

dz dy dx dt+ (4.3)

+
1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂

∂y

(

ρuv − τyx

)

dz dy dx dt+

+
1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂

∂z

(

ρuw − τzx

)

dz dy dx dt = 0.

Рассмотрим аппроксимацию первого (нестационарного) члена:

1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i

∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂(ρu)

∂t
dz dy dx dt =

=
1

hxhyhz

tfn
∫

tvn

xf
i

∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂(ρu)

∂t
dz dy dx dt+

1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tfn

xf
i

∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂(ρu)

∂t
dz dy dx dt =

=
1

hxhyhz

xf
i

∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

(ρu)(n+1) − (ρu)(n)

ht

dz dy dx.
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Поскольку потоковая переменная (ρu)(n+1) постоянна в конечном объеме V̄ijk

V̄ijk = {(x, y, z) | xf
i−1 6 x < xf

i, y
f
j−1 6 y < yfj, z

f
k−1 6 z < zfk},

то интеграл можно точно вычислить следующим образом

1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂(ρu)

∂t
dz dy dx dt =

(ρu)
(n+1)
ijk − (ρu)

(n)
ijk

ht

.

Аналогично вычислим второй интеграл

J2 =
1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tvn

xf
i

∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂

∂x

(

ρu2 + p− τxx

)

dz dy dx dt =

=
1

hthxhyhz

tfn
∫

tvn

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂

∂x

(

ρu2 + p− τxx

)

dz dy dx dt+

+
1

hthxhyhz

tvn+1
∫

tfn

xf
i

∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

∂

∂x

(

ρu2 + p− τxx

)

dz dy dx dt =

=
1

2hxhyhz

xf
i
∫

xf
i−1

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

(

∂

∂x

(

ρu2 + p− τxx

)(n)
+

∂

∂x

(

ρu2 + p− τxx

)(n+1)
)

dz dy dx dt =

=
1

2hyhz

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

(

(

ρu2 + p− τxx

)(n)
∣

∣

∣

xf
i

+
(

ρu2 + p− τxx

)(n+1)
∣

∣

∣

xf
i

)

dz dy dx dt−

−
1

2hyhz

yfj
∫

yfj−1

zf
k
∫

zf
k−1

(

(

ρu2 + p− τxx

)(n)
∣

∣

∣

xf
i−1

+
(

ρu2 + p− τxx

)(n+1)
∣

∣

∣

xf
i−1

)

dz dy dx dt.

Поскольку интегрируемая функция ρu2+p−τxx постоянна внутри конечного объема V̄ijk, то

J2 =
1

2

(

ρu2 + p− τxx

)(n)
∣

∣

∣

(xf
i,y

v
j ,z

v
k
)

+
1

2

(

ρu2 + p− τxx

)(n+1)
∣

∣

∣

(xf
i,y

v
j ,z

v
k
)
−

−
1

2

(

ρu2 + p− τxx

)(n)
∣

∣

∣

(xf
i−1

,yv
j
,zv

k
)

−
1

2

(

ρu2 + p− τxx

)(n+1)
∣

∣

∣

(xf
i−1

,yv
j
,zv

k
)
=

=
1

2

(

ρu2 + p
)(n)

i+1jk
−

1

2
τxx

∣

∣

∣

(n)

(xf
i,y

v
j ,z

v
k
)

+
1

2

(

ρu2 + p
)(n+1)

i+1ij
−

1

2
τxx

∣

∣

∣

(n+1)

(xf
i,y

v
j ,z

v
k
)
−

−
1

2

(

ρu2 + p
)(n)

i−1jk
+

1

2
τxx

∣

∣

∣

(n)

(xf
i−1

,yvj ,z
v
k
)
−

1

2

(

ρu2 + p
)(n+1)

i−1jk
+

1

2
τxx

∣

∣

∣

(n+1)

(xf
i−1

,yvj ,z
v
k
)
.

Продолжая вычисление остальных интегралов в (4.3), получим уравнение движения

в дисконтинуальном приближении. Еще раз подчеркнем, что различие между дисконтину-

альном подходом и классическим методом конечных объемов состоит в постоянстве в ко-

нечном объеме функций, характеризующих среду и ее движение, и виде используемых фе-

номенологических уравнений. В отдельных случаях (например, задачи теплопроводности),



С. И. Мартыненко 159

уравнения математической модели в дисконтинуальном приближении совпадают с «сеточ-

ными» уравнениями, однако для конвективно-диффузионных задач есть различия в выра-

жении для диффузионных потоков, обусловленные возможной вычислительной неустойчи-

востью.

Заключение

Математическое описание физико-химических процессов в дисконтинуальном прибли-

жении основано на фундаментальных законах сохранения (массы, импульса, энергии и др.)

и феноменологических законах (Фурье, Фика, Ньютона и др.) при естественных ограни-

чениях на минимальные пространственный и временной масштабы (1.11) и (1.12). Вы-

числительная макромеханика не только более точно соответствует имеющимся экспери-

ментальным данным, но и существенно упрощает численное решение основополагающих

уравнений, выражающих фундаментальные законы сохранения на конечных объемах ис-

пользуемой сетки. При этом фактически не используют такие понятия как «производная»,

«аппроксимация», «разностная (не)явная схема», «дифференциальное приближение» и др.,

широко используемые в традиционной вычислительной физике. Для диффузионных задач

понятия «уравнения математической модели» и «разностная схема» совпадают.

Численное решение основополагающих уравнений математических моделей в дискон-

тинуальном приближении является кусочно-постоянной функцией, определенной на всей

области, вне зависимости от количества узлов сетки. Точность полученных результатов за-

висит только от величины шага сетки, поэтому возможно сформулировать универсальные

требования к сетке для достижения требуемой точности (аналог «сходимости по сетке»).

Отсутствие интерполяции решения на всю область делает дисконтинуальное приближение

привлекательным для использования в пакетах прикладных задач, устроенных по принципу

«черного ящика».

Уравнения вычислительной макромеханики могут быть получены либо путем состав-

ления законов сохранения физических величин на каждом конечном объеме сетки, либо

путем интегрирования известных дифференциальных уравнений в частных производных

по конечным объемам сетки. Единственное отличие от традиционного метода конечных

объемов состоит в постоянстве функций, описывающих свойства и движение среды, внут-

ри соответствующих конечных объемов. Наиболее подходящими алгоритмами для решения

уравнений вычислительной макромеханики являются геометрические многосеточные мето-

ды, в которых конечный объем на грубых сетках строят посредством агломерации конечных

объемов на более мелких сетках [27, 28].

Отсутствие производных в описании физико-химических макропроцессов снижает тре-

бования к гладкости решений. Поэтому основные положения вычислительной макромеха-

ники легко переносятся на задачи с разрывными решениями.
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The article presents a theoretical analysis of the governing equations expressing the fundamental conser-

vation laws in the continuum and discontinuum approximations, and methods for solving problems of

hydrodynamics as one of the most important subfields of continuum mechanics. This article is an attempt

to more accurately describe physicochemical macro-processes. It is shown that the most suitable equa-

tions for computer modeling are the conservation laws under natural constraints on the minimum spatial

and time scales, i. e., equations without partial derivatives and constraints on the solution smoothness.

Using the continuity and thermal conductivity equations, a phenomenological method for constructing and

numerically solving the governing equations is presented, and comparison with the traditional approach

is given.
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