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ГРУППОВОЕ ПРЕСЛЕДОВАНИЕ В ПРИМЕРЕ
Л.С. ПОНТРЯГИНА

Рассматривается обобщенный нестационарный пример Л.С. Понтрягина при оди-
наковых динамических и инерционных возможностях игроков [1]. Получены до-
статочные условия поимки группой преследователей одного убегающего. Про-
должены исследования [2–6].
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§ 1. Постановка задачи

В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная игра
Γ n + 1 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и убегающий E .

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

x
(l)
i + a1(t)x

(l−1)
i + . . . + al(t)xi = ui, ui ∈ V. (1)

Закон движения убегающего E —

y(l) + a1(t)y(l−1) + . . . + al(t)y = v, v ∈ V. (2)

Здесь xi, y, ui, v ∈ Rk, a1, . . . , al — непрерывные на [t0,∞) функции,
i = 1, . . . , n, V — выпуклый компакт в Rk. При t = t0 заданы начальные
позиции преследователей и убегающего:

x
(α)
i (0) = x0

iα, y(α) = y0
α, α = 0, . . . , l − 1.

Предполагается, что убегающий E не покидает пределы выпуклого
множества

D = {y : y ∈ Rk, (pj , y) 6 0, j = 1, . . . , r},
где p1, . . . , pr — единичные векторы Rk такие, что Int D 6= ∅. Цель группы
преследователей — поймать убегающего.

Вместо систем (1) , (2) будем рассматривать систему

z
(l)
i + a1(t)z

(l−1)
i + . . . + al(t)zi = ui − v, ui, v ∈ V

zi(t0) = z0
i0 = x0

i0 − y0
0, . . . , z

(l−1)
i (t0) = z0

il−1. (3)
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О п р е д е л е н и е 1. Говорят, что в игре Γ происходит поимка, если
существуют момент T > 0, функции ui(t) = ui(t, z0

i0, . . . , z
0
il−1, vt(·)) такие,

что ui(t) ∈ V, и для любой измеримой функции v ( v(t) ∈ V, y(t) ∈ D для
всех t > t0 ) найдутся момент τ ∈ [0, T ] и номер q такие, что xq(τ) = y(τ).
Здесь vt(·) = {v(s), s ∈ [0, t]}.

§ 2. Преследование одного убегающего в нестационарном случае

Обозначим через ϕq(t, s), q = 0, 1, . . . , l−1, t > t0 решения уравнения

w(l) + a1(t)w(l−1) + . . . + al(t)w = 0

с начальными условиями

w(t0) = 0, . . . , w(q−1)(t0) = 0, w(q)(t0) = 1,

w(q+1)(t0) = 0, . . . , w(l−1)(t0) = 0.

П р е д п о л о ж е н и е 1. ϕl−1(t, s) > 0 для всех t > t0, t0 6 s 6 t.

Пусть, далее, ξi(t) = ϕ0(t, t0)z0
i0 + . . . + ϕl−1(t, t0)z0

il−1.

П р е д п о л о ж е н и е 2. Существуют функции αi ∈ C[t0,∞), век-
торы z0

i , z0
i 6= 0 такие, что αi(t) > 0 для всех t > t0, lim

t→∞αi(t)ξi(t) = z0
i .

Обозначим α(t) = min
i

αi(t),

λi(z0
i , v) = sup{λ : λ > 0, −λz0

i ∈ V − v}, ξ1
i (t) = αi(t)ξi(t),

f(t) =
∫ t

t0

ϕl−1(t, s) ds, d = max{‖v‖, v ∈ V }, δ = inf
t

min
v∈V

max
i

λ(ξ1
i (t), v).

П р е д п о л о ж е н и е 3. Функции λi(z, v) непрерывны во всех точ-
ках (z, v) таких, что λi(z, v) > 0.

П р е д п о л о ж е н и е 4. Существует a > 0 такое, что

lim
t→∞α(t)f(t) = a.

Лемма 1. Пусть выполнены предположения (1)— (4), фазовые огра-
ничения отсутствуют и δ > n

a . Тогда существует момент T0 > t0
такой, что для любой допустимой функции v найдется номер
q ∈ {1, . . . , n} такой, что

1− αq(T0)
∫ T0

t0

ϕl−1(T0, s)λq(ξ1
q (T0), v(s)) ds 6 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T > t0 — произвольное число, v(t),
t ∈ [t0, T ]— допустимая функция. Определим функции hi вида

hi(t) = 1− αi(t)
∫ t

t0

ϕl−1(t, s)λi(ξ1
i (T ), v(s)) ds.

Функции hi непрерывны, hi(0) = 1 и

n∑

i=1

hi(T ) 6 n− α(T )
∫ T

t0

ϕl−1(T, s)max
i

λi(ξ1
i (T ), v(s)) ds.

Поскольку ξ1
i (T ) → z0

i при T → ∞, то существует момент T1 > t0
такой, что inf

v
max

i
λ(ξ1

i (t), v) > δ для всех t > T1. Поэтому

n∑

i=1

λ(ξ1
i (t), v(τ)) > max

i
λ(ξ1

i (t), v(τ)) > δ > 0

для всех v, τ, t > T1. При t →∞
t∫
0

α(t)ϕl−1(t, s)ds → a. Следовательно,

n − δ
t∫
0

α(t)ϕl−1(t, s)ds → n − δa < 0 по условию леммы. Поэтому суще-

ствует момент времени T0 такой, что hj(T ) 6 0 при некотором j. Лемма
доказана. ¤

Пусть, далее,

T0 = min
{

t > 0 : inf
v

max
i

αi(t)
∫ t

0
ϕl−1(t, s)λ(ξ1

i (t), v(τ)) dτ > 1
}

.

В силу леммы T0 < ∞.

Теорема 1. Пусть выполнены предположения (1)— (4), фазовые огра-
ничения отсутствуют и δ > n

a . Тогда в игре Γ происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(t), t ∈ [0, T0]— произвольное допу-
стимое управление убегающего, t1 — наименьший положительный корень
функции h вида

h(t) = 1− αi(t)
∫ t

t0

ϕl−1(T0, s)λi(ξ1
i (T0), v(s)) ds.

Зададим управления преследователей Pi следующим образом:

ui(τ) = v(τ)− λi(ξ1
i (T0), v(t))ξ1

i (T0), τ ∈ [0, T0].
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Считаем, что λi(ξ1
i (T0), v(τ)) = 0 при τ ∈ [t1, T0]. Подставляя ui в систе-

му (3), получаем

αi(T0)zi(T0) = ξ1
i (T0)− αi(T0)

∫ T0

t0

ϕl−1(T0, τ)λi(ξ1
i (T0), v(τ))ξ1

i (T0) dτ =

= ξ1
i (T0)

(
1− αi(T0)

∫ T0

t0

ϕl−1(T0, τ)λi(ξ1
i (T0), v(τ) dτ)

)
.

Из леммы следует, что αq(T0)zq(T0) = 0 при некотором q и теорема
доказана. ¤

П р и м е р 1. Система (3) имеет вид

z̈i − 2
t
żi = ui − v, ‖ui‖ 6 1, ‖v‖ 6 1, zi(t0) = z0

i0, żi(t0) = z0
i1, t0 > 0.

Тогда ϕ0(t, s) = 1, ϕ1(t, s) = t3

s2 − s,

ξi(t) = ϕ0(t, t0)z0
i0 + ϕ1(t, t0)z0

i1 = z0
i0 − z0

i1t0 +
t3z0

i1

t30
,

f(t) = −3
2
t2 +

t20
2

+
t3

t0
, z0

i =
z0
i1

t30

Пусть αi(t) = 1
t3

, a = 1
t0

. Считаем, что z0
i 6= 0. Таким образом, предполо-

жения (1)− (4) выполнены.

Утверждение 1. Пусть фазовые ограничения отсутствуют,
aδ > n . Тогда в игре Γ происходит поимка.

§ 3. Преследование одного убегающего в полупространстве

В данном пункте будем считать, что t0 = 0, a1, . . . , al являются по-
стоянными функциями, то есть существуют вещественные числа a1, . . . , al

такие, что aj(t) = aj для всех t > 0.

П р е д п о л о ж е н и е 5. Уравнение

λl + a1λ
l−1 + . . . + al = 0 (4)

имеет хотя бы один положительный вещественный корень.

П р е д п о л о ж е н и е 6. Функция ϕl−1(t) ≡ ϕl−1(t, 0) > 0 для всех
t > 0.
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Из предположений (5), (6) следует, что среди корней уравнения (4)
с максимальной вещественной частью существует вещественный корень,
который обозначим λs, а его кратность ks.

Лемма 2. Cуществует a > 0 такое, что
t∫
0

ϕl−1(t−τ)e−λst

(t+1)γ dτ → a > 0

при t →∞.

Доказательство леммы проводится интегрированием. Обозначим η(t) =

ϕ0(t, 0)y0
0 + . . . + ϕl−1(t, 0)y0

l−1, ξ1
i (t) =

ξi(t)e−λst

(t + 1)γ
. Тогда η(t) представимо

в виде η(t) = eλsttγ(y0 + R(t)), где γ = ks − 1, lim
t→∞R(t) = 0.

Лемма 3. Пусть r = 1, выполнены предположения (5), (6) и следу-
ющие условия:

1) min
v

max{λ(ξ1
1(t), v), . . . , λ(ξ1

n(t), v), (p1, v)} > δ для всех t > 0;

2) n(d + δ)− δ2a + δ(p1, y
0) < 0.

Тогда существует момент T0 такой, что для любой допустимой
функции v найдется номер j, что hj(T0) 6 0, где

hi(t) = 1− e−λst

∫ t

0

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

λ(ξ1
i (t), v(τ)) dτ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции hi непрерывны, hi(0) = 1 и

n∑

i=1

hi(t) = n−
n∑

i=1

e−λst

∫ t

0

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

λ(ξ1
j (t), v(τ)) dτ =

= n−
∫ t

0
e−λst ϕl−1(t− τ)

(t + 1)γ

n∑

i=1

λ(ξ1
j (t), v(τ)) dτ 6 (5)

6 n−
∫ t

0
e−λst ϕl−1(t− τ)

(t + 1)γ
max

j
λ(ξ1

j (t), v(t)) dτ.

Пусть

∆1(t) = {τ |τ ∈ [0, t], (p(τ), v) < δ}, ∆2(t) = {τ |τ ∈ [0, t], (p(τ), v) > δ},

G1,2 =
∫

∆1,2(t)

e−λst

(t + 1)γ
ϕl−1(t− τ) dτ.
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Справедливы неравенства
∫ t

0
e−λst ϕl−1(t− τ)

(t + 1)γ
max

j
λ(ξj(t), v(t)) dτ >

>
∫

∆1(t)
e−λst ϕl−1(t− τ)

(t + 1)γ
max

j
λ(ξj(t), v(t)) dτ > (6)

> δ

∫

∆1(t)
e−λst ϕl−1(t− τ)

(t + 1)γ
dτ.

Так как y(t) ∈ D для всех t, то (p1, y(t)) 6 0 для всех t. Поэтому
t∫
0

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst(p1, v(τ))dτ 6 µ(t), где

µ(t) = −(p1, η(t))e−λst

(t + 1)γ
.

Имеем
∫ t

0

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst(p1, v(τ)) dτ =

=
∫

∆1(t)

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst(p1, v(τ)) dτ +
∫

∆2(t)

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst(p1, v(τ)) dτ.

Если τ ∈ ∆1(t), то (p1, v(τ)) < δ, но (p1, v(τ)) > −d. Если τ ∈ ∆2(t),
то (p1, v(τ)) > δ. Поэтому

G1 + G2 =
∫ t

0

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst dτ = f(t),
∫

∆2(t)

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst(p1, v(τ)) dτ > δ

∫

∆2(t)

ϕl−1(t− τ)
(t + 1)γ

e−λst dτ = δG2,

∫

∆1(t)
e−λst ϕl−1(t− τ)

(t + 1)γ
(p1, v(τ)) dτ > −G1d.

Следовательно,

δG2 − dG1 6 µ(t),
dG2 + dG1 = df(t).

Из последних двух соотношений следует, что G2 6 µ(t) + df(t)
δ + d

.

Значит,

G1 > f(t)− µ(t) + df(t)
δ + d

=
δf(t)− µ(t)

δ + d
.
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Из (5) и (6) следует, что
n∑

j=1
hj(t) 6 n− δG1. Поэтому

n∑

j=1

hj(t) 6 n− δf(t)− µ(t)
δ + d

δ 6 n− δ2f(t)
δ + d

+
δµ(t)
δ + d

.

Так как µ(t) → −(p1, y
0) и f(t) → a при t →∞, получаем, что

n− δ2f(t)
δ + d

+
δµ(t)
δ + d

→ n− δ2a

δ + d
+

δ(p1, y
0)

δ + d
< 0

в силу условия леммы. Из последнего соотношения следует, что существу-
ют T и j, для которых справедливо неравенство hj(T ) 6 0. Лемма до-
казана. ¤

Теорема 2. Пусть r = 1, выполнены предположения (5), (6) и усло-
вия леммы 3 . Тогда в игре Γ происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(t) — произвольное допустимое
управление убегающего, t1 — наименьший положительный корень функ-
ции h вида

h(t) = 1−max
i

∫ t

0

ϕl−1(T0 − τ)e−λsT0

(T0 + 1)γ
λ(ξ1

j (T0), v(τ))dτ.

Зададим управления преследователей Pi следующим образом:

ui(τ) = v(τ)− λi(ξ1
i (T0), v(t))ξ1

i (T0), t ∈ [0, T0].

Считаем, что λi(ξ1
i (T0), v(t)) = 0 при t ∈ [t1, T0]. Подставляя ui в

систему (3) получаем

e−λsT0zi(T0)
(T0 + 1)γ

= ξ1
i (T0)−

∫ T0

0

ϕl−1(T0 − τ)
(T0 + 1)γ

e−λsT0λ(ξ1
i (T0), v(τ))ξ1

i (T0) dτ =

= ξ1
i (T0)

(
1−

∫ T0

0

ϕl−1(T0 − τ)
(T0 + 1)γ

e−λsT0λ(ξ1
i (T0), v(τ) dτ)

)
=

= ξ1
i (T0)

(
1−

∫ t1

0

ϕl−1(T0 − τ)
(T0 + 1)γ

e−λsT0λ(ξ1
i (T0), v(τ) dτ)

)
.

Из леммы 3 следует, что zi(T0) = 0 при некотором i. Теорема дока-
зана. ¤
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