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Введение

При исследовании почти периодических (п.п.) решений дифферен-
циальных включений возникает вопрос о существовании п.п. сечений мно-
гозначных п.п. отображений. В [1, 2] был, в частности, поставлен вопрос о
существовании п.п. по Вейлю и п.п. по Безиковичу сечений многозначных
п.п. отображений. Известно, что п.п. по Бору многозначные отображения
не всегда имеют п.п. по Бору сечения [3]. Существование п.п. по Степа-
нову сечений многозначных п.п. по Степанову отображений было впервые
доказано в [4] на основе результатов Фришковского [5]. В [6–9] исследова-
лись п.п. по Степанову сечения, удовлетворяющие разнообразным допол-
нительным условиям. Существование п.п. по Вейлю сечений многозначных
п.п. по Вейлю отображений доказано в [10–12].

В § 1 даны определения и сформулированы некоторые утверждения о
п.п. по Безиковичу функциях, которые необходимы в дальнейшем (отно-
сительно определений и свойств п.п. функций см., например, [13, 14]). В
§ 2 приведены основные результаты работы. В § 3 и § 4 содержатся доказа-
тельства соответственно теорем 1 и 8.

§ 1. Некоторые свойства почти периодических по Безиковичу
функций

Пусть (U , ρ) — полное метрическое пространство, A — замыкание
множества A ⊆ U , Ur(x) = {y ∈ U : ρ(x, y) < r}, x ∈ U , r > 0; meas —
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мера Лебега на R. Функция f : R→ U называется элементарной, если су-
ществуют точки xj ∈ U и непересекающиеся измеримые (по Лебегу) мно-
жества Tj ⊆ R, j ∈ N такие, что measR\⋃

j
Tj = 0 и f(t) = xj для всех

t ∈ Tj . Обозначим такую функцию через f(.) =
∑
j

xjχTj (.) (где χT (.) —

характеристическая функция множества T ⊆ R ). Для любых функций
fj : R → U , j ∈ N определим функцию

∑
j

fj(.)χTj (.) : R → U , совпадаю-

щую с функцией fj(.) на множестве Tj , j ∈ N (обозначение
∑
j

fj(.)χTj (.)

будет использоваться не только в случае, когда пространство U = (H, ‖.‖)
нормированное, но и в случае метрического пространства U = (U , ρ) , од-
нако никаких линейных операций над такими функциями производиться
не будет). Функция f : R→ U (сильно) измерима, если для любого ε > 0
существует элементарная функция fε : R→ U такая, что

ess sup
t∈R

ρ(f(t), fε(t)) < ε .

Пусть M(R,U) — пространство измеримых функций f : R → U
(функции, совпадающие при почти всех (п.в.) t ∈ R, отождествляются),
(L∞(R,U), D∞) — пространство в существенном ограниченных функций
из M(R,U) с метрикой

D∞(f, g) = ess sup
t∈R

ρ(f(t), g(t)) , f, g ∈ L∞(R,U) .

Фиксируем точку x0 ∈ U . Для p > 1 обозначим

Mp(R,U) .= {f ∈ M(R,U) : sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ
ρ p(f(t), x0) dt < +∞} .

На множестве Mp(R,U) определим метрику

D(S)
p (f, g) =

(
sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ
ρ p(f(t), g(t)) dt

)1/p

, f, g ∈ Mp(R,U) .

Если U = (H, ‖.‖) — банахово пространство ( ρ(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈
H; ‖x‖ = |x|, если x ∈ R ), то через

‖f‖∞ = ess sup
t∈R

‖f(t)‖ , f ∈ L∞(R,H)

и

‖f‖(S)
p =

(
sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ
‖f(t)‖pdt

)1/p

, f ∈ Mp(R,H)
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обозначим нормы на линейных пространствах L∞(R,H) и Mp(R,H),
p > 1, соответственно.

В дальнейшем (без пояснений) будет использоваться обозначение H
для банахова пространства, при этом удобно будет считать банахово прост-
ранство H = (H, ‖.‖) комплексным. Если банахово пространство H ве-
щественное, то можно рассмотреть его комплексификацию H+ iH , отож-
дествляя пространство H с вещественным подпространством.

Множество T ⊆ R называется относительно плотным, если сущест-
вует число a > 0 такое, что [ξ, ξ + a] ∩ T 6= ∅ для всех ξ ∈ R. Число
τ ∈ R называется (ε,D∞) -почти периодом функции f ∈ L∞(R,U), где
ε > 0, если D∞(f(.), f(. + τ)) < ε. Непрерывная функция f ∈ C(R,U) ∩
L∞(R,U) принадлежит пространству CAP (R,U) п.п. по Бору функций,
если для любого ε > 0 множество (ε,D∞) -почти периодов функции f

относительно плотно. Число τ ∈ R называется (ε,D(S)
p ) -почти периодом

функции f ∈ Mp(R,U), p > 1, если D
(S)
p (f(.), f(.+ τ)) < ε. Функция f ∈

Mp(R,U), p > 1 принадлежит пространству Sp(R,U) п.п. по Степанову
функций степени p > 1, если для любого ε > 0 относительно плотно
множество (ε,D(S)

p ) -почти периодов функции f .
На пространстве U определим также метрику ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)},

x, y ∈ U ; (U , ρ ′) — полное метрическое пространство. На множестве
M(R,U) = M1(R, (U , ρ ′)) введем метрику

D(S)(f, g) = sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ
ρ ′(f(t), g(t)) dt , f, g ∈ M(R,U) .

Пусть S(R,U) .= S1(R, (U , ρ ′)) (п.п. по Степанову функция f ∈ S(R,U)
определяется как п.п. по Степанову функция степени 1, принимающая
значения в метрическом пространстве (U , ρ ′) ). Справедливы вложения
CAP (R,U) ⊆ Sp(R,U) ⊆ S1(R,U) ⊆ S(R,U).

Последовательность τj ∈ R, j ∈ N называется f -возвращающей для
функции f ∈ S(R,U), если D(S)(f(.), f(. + τj)) → 0 при j → +∞. Если
f ∈ CAP (R,U) ⊆ S(R,U), то последовательность τj ∈ R, j ∈ N является
f -возвращающей тогда и только тогда, когда D∞(f(.), f(. + τj)) → 0 при
j → +∞. Если f ∈ Sp(R,U) ⊆ S(R,U), p > 1, то последовательность
τj ∈ R, j ∈ N является f -возвращающей в том и только в том случае,
если D

(S)
p (f(.), f(. + τj)) → 0 при j → +∞.

Для функций f ∈ S(R,U) через Mod f обозначается множество чи-
сел λ ∈ R таких, что e iλτj → 1 ( i2 = −1 ) при j → +∞ для всех
f -возвращающих последовательностей τj . Множество Mod f является
модулем (аддитивной группой) в R. Если функция f ∈ S(R,U) не сов-
падает почти всюду (п.в.) с постоянной функцией, то Mod f — счетный
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модуль (в противном случае Mod f = {0} ). Если U = (H, ‖.‖) — банахово
пространство, то для функций f ∈ S1(R,H) множество Mod f является
модулем показателей Фурье (частот) функции f .

Для любой функции f ∈ Sp(R,H) и любого ε > 0 существует функция
fε ∈ CAP (R,H) такая, что ‖f − fε‖(S)

p < ε и Mod fε ⊆ Mod f (более
того, показатели Фурье функции fε принадлежат множеству показателей
Фурье функции f ). Если f ∈ S(R,H), то для любого ε > 0 найдется
функция fε ∈ CAP (R,H) такая, что D(S)(f, fε) < ε и Mod fε ⊆ Mod f.

Пусть Mp(R,U), p > 1 — пространство Марцинкевича, то есть мно-
жество функций f ∈ M(R,U), для которых ρ(f(.), x0) ∈ Lp

loc(R,R) и

lim
b→+∞

1
2b

∫ b

−b
ρ p(f(t), x0) dt < +∞ .

На множестве Mp(R,U) вводится полуметрика

D(B)
p (f, g) =

(
lim

b→+∞
1
2b

∫ b

−b
ρ p(f(t), g(t)) dt

)1/p

, f, g ∈Mp(R,U) .

Для банахова пространства U = (H, ‖.‖) определим также полунорму

‖f‖(B)
p =

(
lim

b→+∞
1
2b

∫ b

−b
‖f(t)‖p dt

)1/p

, f ∈Mp(R,H) .

Если для функций f, g ∈ Mp(R,U) ввести отношение эквивалентности:
f ∼ g тогда и только тогда, когда D

(B)
p (f, g) = 0, то фактор-пространство

(Mp(R,U)/ ∼, D
(B)
p ) становится полным метрическим пространством [15].

Имеем Mp(R,U) ⊆ Mp(R,U) и D
(B)
p (f, g) 6 D

(S)
p (f, g) для всех функций

f, g ∈ Mp(R,U).
Функция f ∈ Mp(R,U), p > 1 принадлежит пространству Bp(R,U)

п.п. по Безиковичу функций степени p, если для любого ε > 0 существу-
ет функция fε ∈ Sp(R,U) такая, что D

(B)
p (f, fε) < ε .

В силу теоремы Фреше [16] метрическое пространство (U , ρ) может
быть изометрически вложено в некоторое банахово пространство H, по-
этому приведенное определение пространства Bp(R,U) эквивалентно сле-
дующему определению: функция f ∈ Mp(R,U) принадлежит простран-
ству Bp(R,U), если для некоторого банахова пространства H, в которое
метрическое пространство (U , ρ) изометрически вкладывается (и следова-
тельно, для всех таких банаховых пространств H ), и для любого ε > 0 су-
ществует функция fε ∈ CAP (R,H) такая, что ‖f −fε‖(B)

p < ε (где ‖.‖(B)
p

— полунорма на пространстве Mp(R,H) и предполагается, что функция
f принимает значения в H ).
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Для функций f, g ∈ M(R,U) = M1(R, (U , ρ ′)) обозначим

D(B)(f, g) = lim
b→+∞

1
2b

∫ b

−b
ρ ′(f(t), g(t)) dt .

Пусть B(R,U) .= B1(R, (U , ρ ′)) — пространство п.п. по Безиковичу функ-
ций (определяемых как п.п. по Безиковичу функции степени 1, принимаю-
щие значения в метрическом пространстве (U , ρ ′) ). Справедливы вложе-
ния S(R,U) ⊆ B(R,U) и Sp(R,U) ⊆ Bp(R,U) ⊆ B1(R,U) ⊆ B(R,U) .

Последовательность τj ∈ R, j ∈ N называется f -возвращающей для
функции f ∈ B(R,U), если D(B)(f(.), f(. + τj)) → 0 при j → +∞. Если
f ∈ S(R,U) ⊆ B(R,U), то последовательность τj ∈ R, j ∈ N является f -
возвращающей в том и только в том случае, если D(S)(f(.), f(. + τj)) → 0
при j → +∞. Если f ∈ Bp(R,U) ⊆ B(R,U), p > 1, то последователь-
ность τj ∈ R, j ∈ N является f -возвращающей тогда и только тогда, ко-
гда D

(B)
p (f(.), f(.+ τj)) → 0 при j → +∞. (Множество f -возвращающих

последовательностей определяется только самой п.п. функцией и не зави-
сит от того, какому именно из рассматриваемых пространств п.п. функций
функция f считается принадлежащей.)

Для функций f ∈ B(R,U) (по аналогии с функциями f ∈ S(R,U) )
обозначим через Mod f множество (модуль) чисел λ ∈ R таких, что
e iλτj → 1 при j → +∞ для любой f -возвращающей последовательно-
сти τj . Если для некоторой постоянной функции y(t) ≡ y ∈ U , t ∈ R
имеем D(B)(f(.), y(.)) = 0, то Mod f = {0}. Если D(B)(f(.), y(.)) 6= 0 для
всех постоянных функций y(t) ≡ y ∈ U , t ∈ R, то Mod f — счетный
модуль.

Пусть f ∈ B(R,U) и τj ∈ R, j ∈ N — такая последовательность,
что e iλτj → 1 при j → +∞ для всех чисел λ ∈ Mod f, тогда τj —
f -возвращающая последовательность.

Для функции f ∈ B1(R,H) через Λ{f} будем обозначать множество
показателей Фурье, то есть множество чисел λ ∈ R, для которых

lim
b→+∞

1
2b

∫ b

−b
e−iλtf(t) dt 6= 0

(предел существует для всех чисел λ ∈ R ). Модуль Mod f функции f ∈
B1(R,H) совпадает с модулем показателей Фурье λ ∈ Λ{f}, то есть с
наименьшим модулем (аддитивной группой) в R, содержащим множество
Λ{f}.

Если Λj ⊆ R — произвольные модули (индекс j может принадлежать
любому непустому индексному множеству), то через

∑
j

Λj (или через Λ1+
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· · · + Λn для конечного числа модулей Λj , j = 1, . . . , n ) обозначается
сумма модулей, определяемая как наименьший модуль в R, содержащий
все множества Λj .

Пусть f ∈ B(R,U), fj ∈ B(R,Uj), j ∈ N, где Uj — (полные) мет-
рические пространства. Тогда Mod f ⊆ ∑

j
Mod fj в том и только в том

случае, если всякая fj -возвращающая для всех j ∈ N последователь-
ность τk ∈ R, k ∈ N является f -возвращающей. В частности, если
fj ∈ B(R,Uj), j = 1, 2, то вложение Mod f1 ⊆ Mod f2 имеет место то-
гда и только тогда, когда всякая f2 -возвращающая последовательность
τk ∈ R, k ∈ N является f1 -возвращающей.

Если f ∈ M(R,U), fj ∈ B(R,U), j ∈ N, и D(B)(f, fj) → 0 при
j → +∞, то f ∈ B(R,U) и Mod f ⊆ ∑

j
Mod fj .

Предложение 1. Для любой функции f ∈ Bp(R,H), p > 1 (где H —
комплексное банахово пространство) и любого ε > 0 существует функ-
ция fε ∈ CAP (R,H) такая, что ‖f − fε‖(B)

p < ε и Λ{fε} ⊆ Λ{f}. Если
f ∈ B(R,H), то для любого ε > 0 найдется функция fε ∈ CAP (R,H)
такая, что D(B)(f, fε) < ε и Λ{fε} ⊆ Mod f.

Предложение 2. Для любой функции f ∈ Bp(R,U), p > 1 и любого
ε > 0 существует функция fε ∈ S1(R,U) ∩ L∞(R,U) ⊆ Sp(R,U) та-
кая, что D

(B)
p (f, fε) < ε и Mod fε ⊆ Mod f. Если f ∈ B(R,U), то для

любого ε > 0 найдется функция fε ∈ S1(R,U) ∩ L∞(R,U) такая, что
D(B)(f, fε) < ε и Mod fε ⊆ Mod f.

Лемма 1. Пусть (U , ρ) и (V, ρV) — (полные) метрические простран-
ства и F : U → V — такая функция, что для некоторой константы
C > 0 и всех u1, u2 ∈ U справедлива оценка

ρV(F(u1),F(u2)) 6 C ρ(u1, u2) .

Тогда для любой функции f ∈ B(R,U) имеем F(f(.)) ∈ B(R,V) и
ModF(f(.)) ⊆ Mod f(.). Если f ∈ Bp(R,U), p > 1, то также F(f(.)) ∈
Bp(R,V).

Лемма 1 непосредственно вытекает из определения пространств B(R,U)
и Bp(R,U), p > 1.

Следствие 1. Пусть f ∈ B(R,U), x ∈ U . Тогда ρ(f(.), x) ∈ B(R,R)
и Mod ρ(f(.), x) ⊆ Mod f(.).
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Для банахова пространства (H, ‖.‖) и чисел a > 0 определим функции

H 3 h → F a
H(h) =

{
h , если ‖h‖ 6 a ,

a‖h‖−1h , если ‖h‖ > a .

Для всех h1, h2 ∈ H имеем ‖F a
H(h1) − F a

H(h2)‖ 6 2 ‖h1 − h2‖ , поэтому
следующая лемма 2 является следствием леммы 1.

Лемма 2. Если f ∈ B(R,H), то для любого a > 0 функция F a
H(f(.))

принадлежит множеству B(R,H)∩L∞(R,H) ⊂ B1(R,H) и справедливо
вложение ModF a

H(f(.)) ⊆ Mod f(.).

Для измеримого множества T ⊆ R обозначим

κ̃ (T ) = lim
b→+∞

1
2b

meas [−b, b]\T .

Для любых измеримых множеств имеем T1, T2 ⊆ R имеем κ̃ (T1 ∩ T2) 6
κ̃ (T1) + κ̃ (T2).

Пусть f, g ∈ M(R,U), ε ∈ (0, 1] и δ > 0. Если κ̃ ({t ∈ R :
ρ(f(t), g(t)) 6 ε}) < δ, то D(B)(f, g) 6 ε + δ. Если D(B)(f, g) 6 εδ, то
κ̃ ({t ∈ R : ρ(f(t), g(t)) 6 ε}) 6 ε−1D(B)(f, g) 6 δ. Поэтому (см. также
предложение 1) справедлива лемма 3.

Лемма 3. Для любой функции f ∈ B(R,H) и любых чисел ε, δ > 0
существует функция fε, δ ∈ CAP (R,H) такая, что

κ̃ ({t ∈ R : ‖f(t)− fε, δ(t)‖ < ε}) < δ

и Λ{fε, δ} ⊆ Mod f.

Следующая лемма 4 является следствием леммы 3 и теоремы Фреше.

Лемма 4. Пусть f ∈ B(R,U). Тогда κ̃ ({t ∈ R : ρ(f(t), x0) 6 a}) → 0
при a → +∞.

Лемма 5. Пусть f ∈ Bp(R,U), p > 1. Тогда

lim
b→+∞

1
2b

∫

{ t∈ [−b,b] : ρ(f(t),x0) > a }
ρ p(f(t), x0) dt → 0

при a → +∞.



104 Л. И. Данилов

МАТЕМАТИКА 2008. №1

Лемма 5 является следствием предложения 2. Для доказательства
леммы 6, обобщающей лемму 4, необходимо воспользоваться леммой 4,
предкомпактностью множества

⋃
t∈R

g(t) ⊂ H для любой функции g ∈
CAP (R,H) и теоремой Фреше.

Лемма 6. Пусть f ∈ B(R,U). Тогда для любых ε, δ > 0 найдутся
точки xj ∈ U , j = 1, . . . , N (где N ∈ N ) такие, что

κ̃ ({t ∈ R : f(t) ∈
N⋃

j=1

Uδ(xj)}) < ε .

Следствие 2. Пусть f ∈ B(R,U). Тогда существуют точки xj ∈ U ,
j ∈ N такие, что

1) meas { t ∈ R : f(t) /∈ ⋃
j∈N

xj } = 0 ,

2) для всех δ > 0

κ̃ ({t ∈ R : f(t) ∈
N⋃

j=1

Uδ(xj)}) → 0 (1.1)

при N → +∞.

Лемма 7. Пусть f1 , f2 ∈ B(R,H). Тогда f1+f2 ∈ B(R,H) и Mod (f1+
f2) ⊆ Mod f1 + Mod f2 . Если f ∈ B(R,H) и g ∈ B(R,C), то также
gf ∈ B(R,H) и Mod gf ⊆ Mod f + Mod g.

Лемма 7 означает, что пространство B(R,H) является B(R,C) – мо-
дулем.

Для h ∈ (H, ‖.‖) обозначим

sgnh =

{
‖h‖−1h , если h 6= 0 ,

0 , если h = 0 .

Лемма 8. Пусть f ∈ B(R,H). Предположим, что

κ̃ ({t ∈ R : ‖f(t)‖ > δ}) → 0 (1.2)

при δ → +0. Тогда sgn f(.) ∈ B1(R,H) и Mod sgn f(.) ⊆ Mod f(.) (более
того, для множества T = {t ∈ R : f(t) = 0} справедливо равенство
‖χT (.)‖(B)

1 = 0 ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим функции fj(t)
.= jF 1/j

H (f(t)),
j ∈ N, t ∈ R . Из леммы 2 вытекает, что fj ∈ B1(R,H) и Mod fj ⊆
Mod f. С другой стороны, из условия (1.2) получаем, что ‖χT (.)‖(B)

1 = 0 и
‖sgn f(.)−fj(.)‖(B)

1 → 0 при j → +∞. Следовательно, sgn f(.) ∈ B1(R,H)
и Mod sgn f(.) ⊆ ∑

j
Mod fj ⊆ Mod f(.). ¤

Для функций f, g ∈Mp(R,U), p > 1 положим

βp(f, g) = lim
δ→+0

(
sup

T ⊆R : κ̃ (R\T ) 6 δ
lim

b→+∞
1
2b

∫

T ∩ [−b,b]
ρ p(f(t), g(t)) dt

)1/p

.

Функция βp(., .) является полуметрикой (удовлетворяет неравенству тре-
угольника) и βp(f, g) 6 D

(B)
p (f, g) для всех f, g ∈Mp(R,U) . Обозначим

M0
p(R,U) .= {f ∈Mp(R,U) : βp(f(.), x0(.)) = 0} ,

где x0(t) ≡ x0 , t ∈ R (множество M0
p(R,U) не зависит от выбора точки

x0 ∈ U ); L∞(R,U) ⊆M0
p(R,U).

Лемма 9. Для всех p > 1

Bp(R,U) = B(R,U)
⋂

M0
p(R,U) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем Bp(R,U) ⊆ B(R,U) . С другой сто-
роны, для любой функции f ∈ Bp(R,U) и любого ε > 0 (в соответствии
с предложением 2) существует функция fε ∈ Sp(R,U) ∩ L∞(R,U) такая,
что D

(B)
p (f, fε) < ε. Откуда

βp(f(.), x0(.)) 6 βp(f(.), fε(.)) + βp(fε(.), x0(.)) 6

6 βp(f(.), fε(.)) 6 D(B)
p (f, fε) < ε

и, следовательно (так как число ε > 0 можно выбирать сколь угодно ма-
лым), βp(f(.), x0(.)) = 0. Последнее равенство означает, что Bp(R,U) ⊆
M0

p(R,U). Докажем теперь вложение B(R,U) ∩M0
p(R,U) ⊆ Bp(R,U). В

соответствии с теоремой Фреше можно считать, что U = (H, ‖.‖) — бана-
хово пространство. Пусть f ∈ B(R,H)∩M0

p(R,H) ⊂Mp(R,H). Из леммы
4 и определения множества M0

p(R,H) получаем, что для любого ε > 0
существует число a = a(ε, f) > 0 такое, что

lim
b→+∞

(
1
2b

∫

{ t∈ [−b,b] : ‖f(t)‖> a }
‖f(t)‖p dt

)1/p

<
ε

2
.
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Тогда F a
H(f(.)) ∈ B(R,H) ∩ L∞(R,H) ⊂ Bp(R,H) и

‖f(.)−F a
H(f(.))‖(B)

p 6

6 lim
b→+∞

(
1
2b

∫

{ t∈ [−b,b] : ‖f(t)‖> a }
‖f(t)‖p dt

)1/p

<
ε

2
.

С другой стороны, существует функция fa, ε ∈ CAP (R,H) такая, что
‖fa, ε‖∞ 6 a и ‖F a

H(f(.))− fa, ε(.)‖(B)
p < ε

2 . Поэтому

‖f − fa, ε‖(B)
p 6

6 ‖f(.)−F a
H(f(.))‖(B)

p + ‖F a
H(f(.))− fa, ε(.)‖(B)

p <
ε

2
+

ε

2
= ε .

В силу произвольности выбора числа ε > 0 отсюда следует, что f ∈
Bp(R,H). ¤

Пусть (clb U , dist) — метрическое пространство непустых замкнутых
ограниченных подмножеств A ⊆ U с метрикой Хаусдорфа

dist (A,B) = distρ(A, B) = max {sup
x∈A

ρ(x,B), sup
x∈B

ρ(x, A)} , A, B ∈ clb U ,

где ρ(x, F ) = inf
y∈F

ρ(x, y) — расстояние от точки x ∈ U до непустого мно-

жества F ⊆ U . Метрическое пространство (clb U , dist) является полным.
Пусть clU — совокупность непустых замкнутых подмножеств A ⊆ U .
На clU = clb (U , ρ ′) определяется метрика Хаусдорфа distρ ′ , соответст-
вующая метрике ρ ′. Метрическое пространство (clU , distρ ′) также пол-
ное. Так как dist ′(A,B) .= min {1, dist (A,B)} = distρ ′(A,B) для всех
A,B ∈ clb U , то вложение (clb U , dist ′) ⊆ (clU , distρ ′) изометрично. Про-
странства B(R, clb U) и Bp(R, clb U), p > 1, п.п. по Безиковичу многознач-
ных отображений R 3 t → F (t) ∈ clb U определяются как пространства
п.п. по Безиковичу функций, принимающих значения в метрическом про-
странстве (clb U ,dist). Положим B(R, clU) .= B1(R, (clU , distρ ′)). Спра-
ведливы вложения Bp(R, clb U) ⊆ B1(R, clb U) ⊆ B(R, clb U) ⊆ B(R, clU).

§ 2. Основные результаты

Пусть B(R) — совокупность измеримых подмножеств T ⊆ R, для
которых χT ∈ B1(R,R). Для множеств T ∈ B(R) положим ModT

.=
Mod χT .
Лемма 10. Пусть T1 , T2 ∈ B(R). Тогда T1

⋃
T2 ∈ B(R), T1

⋂
T2 ∈

B(R), T1\T2 ∈ B(R) и модули ModT1
⋃

T2 , ModT1
⋂

T2 и Mod T1\T2

являются подмножествами (подгруппами) модуля Mod T1 + ModT2 .
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Лемма 10 следует из леммы 7 (пространство B(R,C) п.п. по Безико-
вичу функций f : R→ C является алгеброй).

Для произвольного модуля Λ ⊆ R обозначим через M (B)(Λ) совокуп-
ность последовательностей Tj ⊆ R, j ∈ N, непересекающихся множеств
Tj ∈ B(R) таких, что Mod Tj ⊆ Λ, measR\⋃

j
Tj = 0 и κ̃ (

⋃
j6n

Tj) → 0 при

n → +∞. Будем считать, что в M (B)(Λ) содержатся и соответствующие
конечные последовательности Tj , j = 1, . . . , N , которые всегда можно
дополнить до счетных последовательностей, добавляя пустые множества.
Множества Tj последовательностей {Tj} ∈ M (B)(Λ) будут также нуме-
роваться с помощью нескольких индексов.

Лемма 11. Пусть Λ ⊆ R — произвольный модуль и {T (s)
j } ∈ M (B)(Λ),

s = 1, 2. Тогда {T (1)
j

⋂
T

(2)
k }j, k ∈ M (B)(Λ).

Лемма 11 является следствием леммы 10.
Если {Tj} ∈ M (B)(Λ) и J ⊆ N — произвольное непустое множество,

то
⋃

j∈J

Tj ∈ B(R) и Mod
⋃

j∈J

Tj ⊆
∑
j∈J

Mod Tj . Если ‖χTj‖(B)
1 = 0 для всех

j ∈ J, то также ‖χ ⋃
j∈J

Tj
‖(B)
1 = 0.

Следующая лемма 12 вытекает из леммы 7 и теоремы Фреше.

Лемма 12. Пусть {Tj} ∈ M (B)(R) и fj ∈ B(R,U), j ∈ N. Тогда
∑

j

fj(.)χTj (.) ∈ B(R,U)

и
Mod

∑

j

fj(.)χTj (.) ⊆
∑

j

Mod fj +
∑

j

ModTj . (2.1)

З а м е ч а н и е 1. В условиях леммы 12 для индексов j ∈ N, для
которых ‖χTj‖(B)

1 = 0 (в этом случае Mod Tj = {0} ), можно выбирать
произвольные функции fj ∈ M(R,U) и исключить эти индексы при сум-
мировании в правой части (2.1).

Теорема 1. Пусть f ∈ B(R,U). Тогда для любого ε > 0 найдутся
последовательность {Tj}j∈N ∈ M (B)(Mod f) и точки xj ∈ U , j ∈ N та-
кие, что ρ(f(t), xj) < ε для всех t ∈ Tj , j ∈ N.

Теорема 1 доказана в § 3. Эта теорема играет ключевую роль в данной
работе. Аналогичные результаты (о равномерной аппроксимации элемен-
тарными п.п. функциями) для п.п. по Степанову и п.п. по Вейлю функций
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получены соответственно в [6, 8] и [10, 12]. Для п.п. по Степанову функций
более сильные утверждения (в том числе п.п. вариант теоремы Лузина)
содержатся в [17] и [18, 19] (в двух последних работах п.п. по Степанову
функции рассматриваются также на относительных компактах Бора).

Следствие 3. Пусть f ∈ B(R,R). Тогда для любых a ∈ R и ε > 0
существует множество T ∈ B(R) такое, что Mod T ⊆ Mod f, f(t) <
a + ε при всех t ∈ T и f(t) > a при п.в. t ∈ R\T.

Теорема 1 доказывается с помощью теоремы 8. В [20] приведено другое
доказательство теоремы 1, основанное на теореме 2.

Теорема 2 (см. [20]). Пусть f ∈ B(R,R). Тогда найдется не более чем
счетное множество Yf ⊂ R такое, что для всех λ ∈ R\Yf справедливо
включение {t ∈ R : f(t) > λ} ∈ B(R), Mod {t ∈ R : f(t) > λ} ⊆ Mod f и
‖χ{t∈R : f(t)= λ}‖(B)

1 = 0.

Следствие 3 также непосредственно вытекает из теоремы 2.

Теорема 3. Пусть (U , ρ) — полное метрическое пространство, F ∈
B(R, clU) и g ∈ B(R,U). Тогда для любого ε > 0 существует функция
f ∈ B(R,U) такая, что Mod f ⊆ ModF + Mod g , f(t) ∈ F (t) п.в. и
ρ(f(t), g(t)) < ρ(g(t), F (t)) + ε п.в. Если, более того, F ∈ Bp(R, clb U) для
некоторого p > 1, то также f ∈ Bp(R,U).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем число ε ∈ (0, 1]. Выберем числа

γn > 0, n ∈ N так, что
+∞∑
n=1

(γn + γn+1) < 1
6 . Из лемм 10, 11 и теоремы 1

следует, что для каждого n ∈ N существуют множества F
(n)
j ∈ clU , точки

gn
j ∈ U и непересекающиеся измеримые (по Лебегу) множества T

(n)
j ⊆ R,

j ∈ N такие, что {T (n)
j }j∈N ∈ M (B)(ModF + Mod g), функции F (t) и

g(t) определены для всех t ∈ ⋃
j

T
(n)
j и для всех t ∈ T

(n)
j , j ∈ N имеем

distρ ′(F (t), F (n)
j ) < γnε < 1 и ρ(g(t), gn

j ) < γnε . Положим T =
⋂
n

⋃
j

T
(n)
j ;

measR\T = 0. В силу леммы 11 для всех n ∈ N

{T (1)
j1

⋂
· · ·

⋂
T

(n)
jn
}js ∈N , s=1,...,n ∈ M (B)(ModF + Mod g) .

Каждому числу n ∈ N и каждому набору {j1 , . . . , jn} индексов js ∈ N,

s = 1, . . . , n, для которых T
(1)
j1

⋂ · · ·⋂ T
(n)
jn

6= ∅, поставим в соответствие
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некоторую точку fj1...jn ∈ F
(n)
jn

⊆ U . Эти точки определяются последова-

тельно для n = 1, 2, . . . . При n = 1 точки fj1 ∈ F
(1)
j1

выберем так, чтобы
выполнялись неравенства

ρ(fj1 , g1
j1) <

ε

6
+ ρ(g1

j1 , F
(1)
j1

) .

Если точки fj1...jn−1 ∈ F
(n−1)
jn−1

уже найдены при некотором n > 2, то

выберем точки fj1...jn−1jn ∈ F
(n)
jn

так, что

ρ(fj1...jn−1 , fj1...jn−1jn) = ρ ′(fj1...jn−1 , fj1...jn−1jn) 6 (2.2)

6 2 distρ ′(F
(n−1)
jn−1

, F
(n)
jn

) < 2 (γn−1 + γn)ε <
ε

3
6 1

3
.

Определим теперь функции

f(n; t) =
∑

j1 ,..., jn

fj1...jnχ
T

(1)
j1

⋂···⋂ T
(n)
jn

(t) , t ∈ T , n ∈ N .

Из лемм 11 и 12 получаем, что f(n; .) ∈ B(R,U) и Mod f(n; .) ⊆ Mod F +
Mod g . Из (2.2) следует, что при всех t ∈ T и n > 2 выполняется нера-
венство

ρ(f(n− 1; t), f(n; t)) < 2 (γn−1 + γn)ε . (2.3)

Так как метрическое пространство U полное, то из (2.3) вытекает, что
последовательность функций f(n; .), n ∈ N сходится при n → +∞
равномерно на множестве T (поэтому и в метрике D (B) ) к функции
f(.) ∈ B(R,U), для которой Mod f ⊆ ∑

n
Mod f(n; .) ⊆ ModF + Mod g .

Имеем f(n; t) ∈ F
(n)
jn

и distρ ′(F (t), F (n)
jn

) < γnε < 1
6 при всех t ∈ T

(n)
jn

⋂
T.

Отсюда (так как γn → 0 при n → +∞ ) следует, что f(t) ∈ F (t) при
всех t ∈ T (при п.в. t ∈ R ). Каждому числу t ∈ T поставим в соответ-
ствие бесконечный набор нидексов {j1 , . . . , jn , . . . } таким образом, что
t ∈ T

(n)
jn

, n ∈ N. В результате (для всех t ∈ T ) получаем

ρ(f(t), g(t)) 6
+∞∑

n=1

ρ(fj1...jn , fj1...jnjn+1) + ρ(fj1 , g1
j1) + ρ(g1

j1 , g(t)) <

< 2
+∞∑

n=1

(γn + γn+1)ε +
ε

3
+ ρ(g1

j1 , F
(1)
j1

) <

<
2ε

3
+|ρ(g1

j1 , F
(1)
j1

)−ρ(g1
j1 , F (t))|+|ρ(g1

j1 , F (t))−ρ(g(t), F (t))|+ρ(g(t), F (t)) <
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<
2ε

3
+ γ1ε + γ1ε + ρ(g(t), F (t)) < ε + ρ(g(t), F (t)) .

Если F ∈ Bp(R, clb U) ⊆ B(R, clU), p > 1, то f ∈ Bp(R,U). Действитель-
но, при п.в. t ∈ R справедлива оценка

ρ(f(t), x0) 6 sup
x∈F (t)

ρ(x, x0) = dist (F (t), {x0})

и dist (F (.), {x0}) ∈ M0
p(R,R). Следовательно (см. лемму 9), f(.) ∈

B(R,U)
⋂M0

p(R,U) = Bp(R,U). ¤

Следствие 4. Пусть (U , ρ) — полное сепарабельное метрическое про-
странство и F ∈ B(R, clU). Тогда существуют функции fj ∈ B(R,U),
j ∈ N такие, что Mod fj ⊆ Mod F и F (t) =

⋃
j

fj(t) при п.в. t ∈ R (если

F ∈ Bp(R, clb U) ⊆ B(R, clU), p > 1, то все функции fj принадлежат
пространству Bp(R,U) ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть точки xk ∈ U , k ∈ N образуют счет-
ное плотное множество в метрическом пространстве U . В соответствии с
теоремой 3 для всех k, n ∈ N найдем функции fk, n ∈ B(R,U) такие, что
Mod fk, n ⊆ Mod F, fk, n(t) ∈ F (t) п.в. и ρ(fk, n(t), xk) < 2−n + ρ(xk , F (t))
п.в. Более того, в случае F ∈ Bp(R, clb U), p > 1 также имеем fk, n ∈
Bp(R,U), k, n ∈ N. Теперь осталось перенумеровать функции fk, n с по-
мощью одного индекса j ∈ N. ¤

Доказательство следующей теоремы 4 аналогично доказательству тео-
ремы 1.3 из [10] (в которой рассматривались п.п. по Вейлю функции и
многозначные отображения). Для доказательства теоремы 4 необходимо
использовать теорему 3, следствие 3 и леммы 10 и 12. Аналогичный (тео-
реме 4) результат для п.п. по Степанову функций и многозначных отоб-
ражений приведен в [18, 19].

Теорема 4. Пусть (U , ρ) — полное метрическое пространство, F ∈
B(R, clU) и g ∈ B(R,U). Тогда для любой неубывающей функции [0, +∞) 3
t → η(t) ∈ R, для которой η(0) = 0 и η(t) > 0 при t > 0, существует
функция f ∈ B(R,U) такая, что Mod f ⊆ Mod F + Mod g, f(t) ∈ F (t)
п.в. и ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) п.в. Если, кроме того,
F ∈ Bp(R, clb U) ⊆ B(R, clU), p > 1, то f ∈ Bp(R,U).

Следующие теоремы также доказываются (с использованием теорем
1, 3 и лемм 10, 11 и 12) аналогично соответствующим утверждениям для
п.п. по Степанову [9, 18, 19] и п.п. по Вейлю [11] функций и многозначных
отображений.
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Точки xj ∈ U , j = 1, . . . , n образуют ε -сеть для (непустого) мно-
жества F ⊆ U , ε > 0, если F ⊆ ⋃

j
Uε(xj).

Теорема 5. Пусть (U , ρ) — полное метрическое пространство, F ∈
B(R, clb U) и ε > 0, n ∈ N. Предположим, что при п.в. t ∈ R суще-
ствуют точки xj(t) ∈ F (t), j = 1, . . . , n, образующие ε -сеть для мно-
жества F (t). Тогда для любого ε ′ > ε найдутся функции fj ∈ B(R,U),
j = 1, . . . , n такие, что Mod fj ⊆ ModF, fj(t) ∈ F (t) п.в. и при п.в.
t ∈ R точки fj(t), j = 1, . . . , n образуют ε ′ -сеть для множества F (t).

Следствие 5. Пусть (U , ρ) — компактное метрическое простран-
ство. Тогда многозначное отображение R 3 t → F (t) ∈ clU = clb U
принадлежит пространству B(R, clU) = B1(R, clb U) тогда и только
тогда, когда для каждого ε > 0 найдутся число n ∈ N и функции
fj ∈ B(R,U) = B1(R,U), j = 1, . . . , n такие, что fj(t) ∈ F (t) п.в. и
точки fj(t), j = 1, . . . , n при п.в. t ∈ R образуют ε -сеть для мно-
жества F (t) (более того, функции fj для многозначного отображения
F ∈ B(R, clU) можно выбирать таким образом, что Mod fj ⊆ Mod F ).

Теорема 6. Пусть (U , ρ) — компактное метрическое пространство.
Тогда многозначное отображение R 3 t → F (t) ∈ clU принадлежит
пространству B(R, clU) тогда и только тогда, когда существуют функ-
ции fj ∈ B(R,U), j ∈ N такие, что F (t) =

⋃
j

f(t) п.в. и множество

{fj(.) : j ∈ N} предкомпактно в метрическом пространстве L∞(R,U)
(более того, функции fj для многозначного отображения F ∈ B(R, clU)
могут быть выбраны таким образом, что Mod fj ⊆ ModF ).

Для непустого множества F ⊆ U будем использовать обозначение
F δ = {x ∈ U : ρ(x, F ) < δ}, δ > 0.

Теорема 7. Пусть (U , ρ) — полное метрическое пространство, F ∈
B(R, clb U), ε > 0, δ > 0, n ∈ N, и gj ∈ B(R,U), j = 1, . . . , n. Пред-
положим, что при п.в. t ∈ R множество точек xj(t) = gj(t), для
которых gj(t) ∈ (F (t))δ, может быть дополнено (если состоит мень-
ше чем из n точек) до n точек xj(t) ∈ (F (t))δ, j = 1, . . . , n, обра-
зующих ε -сеть для множества F (t) (совпадающие точки с разными
индексами здесь рассматриваются как разные точки). Тогда для любого
ε ′ > ε + δ существуют функции fj ∈ B(R,U), j = 1, . . . , n такие, что

Mod fj ⊆ ModF +
n∑

k=1

Mod gk , fj(t) ∈ F (t) п.в., fj(t) = gj(t) при п.в.

t ∈ {τ ∈ R : gj(τ) ∈ F (τ)} и точки fj(t), j = 1, . . . , n при п.в. t ∈ R
образуют ε ′ -сеть для множества F (t).
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Пусть (U , ρ) и (V, ρV) — полные метрические пространства и C(U ,V) —
пространство непрерывных функций F : U → V, наделенное метрикой

dC(U ,V)(F1 ,F2) = sup
x∈U

min {1, ρV(F1(x),F2(x))} , F1 , F2 ∈ C(U ,V) .

Через F(.|Y ) обозначается ограничение функции F : U → V на непустое
подмножество Y ⊆ U . В следующих леммах рассматривается суперпози-
ция п.п. по Безиковичу функций.

Лемма 13. Пусть (U , ρ) и (V, ρV) — полные метрические прост-
ранства, F ∈ C(U ,V) и f ∈ B(R,U). Тогда F(f(.)) ∈ B(R,V) и
ModF(f(.)) ⊆ Mod f(.).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем F(f(.)) ∈ M(R,V) = M1(R, (V, ρ ′V)).
Пусть ε ∈ (0, 1], δ > 0. Из теоремы 1 следует, что для каждого k ∈ N
существуют последовательность {T (k)

j }j∈N ∈ M (B)(Mod f) и точки x
(k)
j ∈

U , j ∈ N такие, что ρ(f(t), x(k)
j ) < k−1 для всех t ∈ T

(k)
j , j ∈ N. Выберем

числа j(k) ∈ N, k ∈ N, для которых

κ̃
( j(k)⋃

j=1

T
(k)
j

)
< 2−kε .

Положим X1 =
⋃

j 6 j(1)

x
(1)
j . Для каждого k ∈ N\{1} обозначим через

Xk множество тех точек x
(k)
j , j = 1, . . . , j(k), для которых для любо-

го k ′ = 1, . . . , k − 1 существует точка x
(k ′)
j ′ , j ′ = 1, . . . , j(k ′) такая, что

ρ(x(k)
j , x

(k ′)
j ′ ) < k−1 + (k ′)−1 < 2(k ′)−1. Если T

(1)
j1

⋂ · · ·⋂T
(k)
jk

6= ∅, k ∈ N,

где js ∈ {1, . . . , j(s)}, s = 1, . . . , k, то x
(k)
jk

∈ Xk , поэтому из предком-
пактности множества

⋃
k∈N

Xk ⊆ U и непрерывности функции F следует

существование такого числа k0 ∈ N, что для всех jk = 1, . . . , j(k), где
k = 1, . . . , k0 , и всех t, t ′ ∈ T

(1)
j1

⋂ · · ·⋂T
(k0)
jk0

справедливо неравенство

ρV(F(f(t)),F(f(t ′))) < δ .

В случае T
(1)
j1

⋂ · · ·⋂ T
(k0)
jk0

6= ∅, где jk ∈ {1, . . . , j(k)}, k = 1, . . . , k0 , вы-

берем (какие-либо) числа tj1...jk0
∈ T

(1)
j1

⋂ · · ·⋂ T
(k0)
jk0

. Положим

T (k0) =
⋂

k =1,...,k0

j(k)⋃

jk=1

T
(k)
jk

.
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Из лемм 10 и 12 следует, что

Gk0(.)
.=

∑

jk =1,...,j(k); k =1,...,k0

F(f(tj1...jk0
))χ

T
(1)
j1

⋂···⋂ T
(k0)
jk0

(.)+

+ y0 χR \T (k0)(.) ∈ B(R,V) ,

где y0 ∈ V, и

ModGk0(.) ⊆
∑

jk =1,...,j(k); k =1,...,k0

ModT
(k)
jk

⊆ Mod f(.) .

Более того, ρV(F(f(t)),Gk0(t)) < δ для всех t ∈ T (k0) и

κ̃ (T (k0)) 6
∑

k=1,...,k0

κ̃
( j(k)⋃

jk=1

T
(k)
jk

)
<

∑

k=1,...,k0

2−kε < ε .

Следовательно, D (B)(F(f(.)),Gk0(.)) < ε+δ. Так как числа ε > 0 и δ > 0
могут быть выбраны сколь угодно малыми, то из последнего неравенства
следует, что F(f(.)) ∈ B(R,V) и ModF(f(.)) ⊆ Mod f(.). ¤

Лемма 14. Пусть (U , ρ) и (V, ρV) — полные метрические простран-
ства. Предположим, что функция R 3 t → F(.; t) ∈ C(U ,V) принад-
лежит пространству B1(R, (C(U ,V), dC(U ,V))) и f ∈ B(R,U). Тогда
F(f(.); .) ∈ B(R,V) и ModF(f(.); .) ⊆ ModF(.; .) + Mod f(.).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 1 следует, что для любого ε >
0 найдутся последовательность {Tj}j∈N ∈ M (B)(ModF(.; .)) и функции
Fj ∈ C(U ,V), j ∈ N такие, что dC(U ,V)(F(.; t),Fj(.)) < ε для всех t ∈ Tj ,
j ∈ N. Из лемм 12 и 13 получаем

∑

j∈N
Fj(f(.))χTj (.) ∈ B(R,V) ,

Mod
∑

j∈N
Fj(f(.))χTj (.) ⊆ ModF(.; .) + Mod f(.) .

С другой стороны, F(f(.); .) ∈ M(R,V) = M1(R, (V, ρ ′V)) и

D (B)
(F(f(.); .),

∑

j∈N
Fj(f(.))χTj (.)

)
< ε .

Так как число ε > 0 может быть выбрано сколь угодно малым, то от-
сюда получаем, что F(f(.); .) ∈ B(R,V) и ModF(f(.); .) ⊆ ModF(.; .) +
Mod f(.). ¤
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З а м е ч а н и е 2. Из лемм 9, 12, 13 и теоремы 1 вытекает следующее
утверждение. Пусть (U , ρ) и (V, ρV) — полные метрические пространства,
r > 0 и p > 1. Предположим, что функция R 3 t → F(.; t) ∈ C(U ,V)
удовлетворяет следующим двум условиям:

1) для каждого x ∈ U функция R 3 t → F(.|Ur(x); t) ∈ C(Ur(x),V)
принадлежит пространству

B1(R, (C(Ur(x),V), dC(Ur(x),V))) ;

2) существуют число C > 0 и функция A(.) ∈ M0
p(R,R) такие, что

при п.в. t ∈ R неравенство ρV(F(x; t), y0) 6 Cρ(x, x0) + A(t) выполняется
для всех x ∈ U , где x0 ∈ U и y0 ∈ V — некоторые фиксированные точки.

Тогда для любой функции f ∈ Bp(R,U) имеем F(f(.); .) ∈ Bp(R,V) и

ModF(f(.); .) ⊆ Mod f(.) +
∑

x∈U
ModF(.|Ur(x); .) .

§ 3. Доказательство теоремы 1

Пусть A(B) — совокупность множеств F ⊂ B(R,R) таких, что

lim
τ0→+0

sup
f∈F

sup
τ∈[0,τ0]

D (B)(f(.), f(. + τ)) = 0 .

Если f ∈ Bp(R,U), p > 1, то D
(B)
p (f(.), f(. + τ)) → 0 при τ → 0. Если

f ∈ B(R,U), то D (B)(f(.), f(. + τ)) → 0 при τ → 0. Отсюда, в частности,
следует, что {f(.) + a : a ∈ R} ∈ A(B) для любой функции f ∈ B(R,R).

Для измеримого множества T ⊆ R обозначим

κ (T ) .= κ̃ (R\T ) = lim
b→+∞

1
2b

meas [−b, b]
⋂

T .

Если T1 , T2 ⊆ R — измеримые множества, то κ (T1∪T2) 6 κ (T1)+κ (T2) .
Доказательство приводимой далее теоремы 8 содержится в § 4. Част-

ный случай этой теоремы для (одноэлементных) множеств F = {f}, f ∈
B(R,R) существенно используется при доказательстве теоремы 1.
Теорема 8. Пусть F ∈ A(B), ∆ > 0, b > 0. Тогда найдется периоди-

ческая с периодом b функция g ∈ C(R,R) (зависящая от F, ∆ (и b )),
для которой ‖g‖∞ < ∆, и такая, что для любого ε ∈ (0, 1] найдется
число δ = δ(ε,∆) > 0 такое, что для всех функций f ∈ F справедливо
неравенство

κ ({t ∈ R : |f(t) + g(t)| < δ}) < ε .
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Если Mod f = {0}, то существу-
ет постоянная функция f0(t) ≡ f0 ∈ U , t ∈ R такая, что D (B)(f(.), f0(.)) =
0, поэтому найдется множество T ∈ B(R), для которого κ̃ (T ) = 0 и
ρ(f(t), f0) < ε для всех t ∈ T. Отсюда (и из измеримости функции f(.) )
следует доказываемое утверждение (при этом можно положить T1 = T ).
Предположим теперь, что Mod f 6= {0}. Пусть xj ∈ U , j ∈ N — точки,
определяемые в следствии 2 для функции f ∈ B(R,U). Из следствия 1 по-
лучаем, что для всех j ∈ N справедливо включение ρ(f(.), xj) ∈ B(R,R) и
Mod ρ(f(.), xj) ⊆ Mod f(.). Выберем число b > 0 так, что 2π

b ∈ Mod f. Из
теоремы 8 вытекает существование периодических с периодом b функций
gj(.) ∈ C(R,R), j ∈ N, для которых ‖gj‖∞ < ε

3 и

κ ({t ∈ R : | ρ(f(t), xj)− 2ε

3
+ gj(t) | < δ}) → 0

при δ → +0 (вместо функций gj можно было бы выбрать одну функцию
gj = g0 , j ∈ N, но это не упрощает доказательство). Положим T ′

j =
{ t ∈ R : ρ(f(t), xj) + gj(t) 6 2ε

3 }, j ∈ N. В соответствии с леммой 8
имеем T ′

j ∈ B(R) и Mod T ′
j ⊆ Mod ρ(f(.), xj) + 2π

b Z ⊆ Mod f(.). Если
t ∈ T ′

j , то ρ(f(t), xj) < ε. Обозначим T1 = T ′
1 и Tj = T ′

j \
⋃

k < j

T ′
k при

j > 2. Множества Tj , j ∈ N не пересекаются и
⋃

j6N

Tj =
⋃

j6N

T ′
j для

всех N ∈ N. Из леммы 10 получаем, что Tj ∈ B(R), Mod Tj ⊆ Mod f.
При этом ρ(f(t), xj) < ε для всех t ∈ Tj , j ∈ N и для каждого N ∈ N
и п.в. t ∈ R\ ⋃

j6N

Tj оценка ρ(f(t), xj) > ε
3 выполняется для всех j =

1, . . . , N. Следовательно (см. следствие 2), measR \⋃
j

Tj = 0 и (см. (1.1)

при δ = ε
3 ) κ̃

( ⋃
j6N

Tj

) → 0 при N → +∞. Последнее означает, что

{Tj} ∈ M (B)(Mod f). ¤

§ 4. Доказательство теоремы 8

Воспользуемся методом доказательства, предложенным в [6] для слу-
чая п.п по Степанову функций. Вариант этого метода для п.п. по Вейлю
функций использовался в [12].
Лемма 15. Пусть F ∈ A(B), ∆ > 0. Тогда для любого ε ∈ (0, 1] най-

дутся числа δ = δ(ε, ∆) > 0 и α̃ = α̃(ε,∆,F) > 0 такие, что для всех
α > α̃ и всех функций f ∈ F выполняется оценка

κ ({t ∈ R : | f(t) + ∆ sinαt | < δ}) < ε .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем число N = N(ε) ∈ N, для кото-
рого (N + 1)−1 < ε

2 (тогда N > 2 ). Положим

ε ′ .=
1
2

εN−1(N + 1)−1 6 ε

12
< 1 , δ ′ .= 2 sin

π

2N
sin

πε ′

2
,

δ = δ(ε,∆) .= min {1,
1
3

δ ′∆} .

Существует число τ0 = τ0(ε, ∆,F) > 0 такое, что для всех f ∈ F и всех
τ ∈ [0, τ0] выполняется неравенство D (B)(f(.), f(.+ τ)) < ε ′δ . Определим
число α̃ = πτ−1

0 . Пусть 0 < τ 6 τ0 , α
.= πτ−1 > α̃. Для всех j = 1, . . . , N

(и всех функций f ∈ F ) определим множества

Lj(f, τ) = {t ∈ R : | f(t +
j

N
τ)− f(t) | > δ} .

Имеем

κ (Lj(f, τ)) 6 1
δ

lim
b→+∞

1
2b

∫ b

−b
min {1, | f(t +

j

N
τ)− f(t) |} dt =

=
1
δ

D (B)(f(.), f(. +
j

N
τ)) < ε ′ .

Для j = 1, . . . , N рассмотрим также множества

Nj(τ) = {t ∈ R : | cosα(t +
j

2N
τ) sin

αj

2N
τ | 6 δ ′

2
} .

Если t ∈ Nj(τ), то

| cos(αt +
jπ

2N
) | 6 1

2
δ ′ sin−1 π

2N
= sin

πε ′

2
,

поэтому число t принадлежит одному из отрезков [β−s , β+
s ], s ∈ Z, где

β±s =
(
s +

1
2

) π

α
− jπ

2Nα
± πε ′

2α
,

и, следовательно, κ (Nj(τ)) 6 ε ′. Далее будем предполагать, что к мно-
жествам Lj(f, τ) добавлены все числа t ∈ R, для которых хотя бы одна
из функций f(t) или f(t + j

N τ) не определена (эти числа образуют мно-
жество нулевой меры). Положим

L(f, τ) =
N⋃

j=1

( N−j⋃

s=0

(Lj(f, τ)− s

N
τ)

)



О почти периодических по Безиковичу сечениях 117

МАТЕМАТИКА 2008. №1

(здесь Lj(f, τ)− s
N τ = {t = η− s

N τ : η ∈ Lj(f, τ)} ). Так как κ (Lj(f, τ)) <
ε ′, j = 1, . . . , N, то κ (L(f, τ)) < 1

2 N(N + 1)ε ′ = ε
4 . Если t ∈ R\L(f, τ),

то для всех j1 , j2 ∈ {0, 1, . . . , N}

| f(t +
j1

N
τ)− f(t +

j2

N
τ) | < δ .

Положим

N (τ) =
N⋃

j=1

( N−j⋃

s=0

(Nj(τ)− s

N
τ)

)
.

Так как κ (Nj(τ)) < ε ′, j = 1, . . . , N, то также κ (N (τ)) < 1
2 N(N +1)ε ′ =

ε
4 . Если t ∈ R\N (τ), то для всех j1 , j2 ∈ {0, 1, . . . , N}, для которых
j1 < j2 , имеем

|∆sinα(t +
j1

N
τ)−∆sinα(t +

j2

N
τ) | =

= 2∆ | cosα(t +
j1

N
τ +

j2 − j1

2N
τ) sinα

j2 − j1

2N
τ | > ∆δ ′ > 3δ .

Обозначим G(t) = f(t) + ∆ sinαt, t ∈ R. Определим множество

O(f, τ) = R\(L(f, τ)
⋃
N (τ)) .

Для каждого числа t ∈ O(f, τ) либо |G(t + j
N τ) | > δ для всех j =

0, 1, . . . , N, либо существует число j0 ∈ {0, 1, . . . , N} такое, что |G(t +
j0
N τ) | < δ. Пусть j0 — наименьшее число, для которого справедли-
во последнее неравенство. Если j0 < N, то для каждого числа j ∈
{j0 + 1, . . . , N} получаем

|G(t +
j

N
τ)−G(t +

j0

N
τ) | >

> |∆sin α(t+
j

N
τ)−∆sin α(t+

j0

N
τ) |−| f(t+

j

N
τ)−f(t+

j0

N
τ) | > 3δ−δ = 2δ ,

и, следовательно, |G(t + j
N τ) | > δ. Поэтому в случае t ∈ O(f, τ) су-

ществует не более одного числа t + j
N τ, j = 0, 1, . . . , N, для которого

|G(t + j
N τ) | < δ. Положим P = {t ∈ R : |G(t) | < δ},

χ̃(t) .=
N∑

j=0

χP (t +
j

N
τ) , t ∈ R .
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Имеем

lim
b→+∞

1
2b

∫ b

−b
χ̃(t) dt = (N + 1)κ (P ) . (4.1)

С другой стороны, χ̃(t) 6 1 для всех t ∈ O(f, τ), поэтому

lim
b→+∞

1
2b

∫ b

−b
χ̃(t) dt 6 (4.2)

6 lim
b→+∞

1
2b

∫

[−b,b]∩O(f,τ)
χ̃(t) dt + lim

b→+∞
1
2b

∫

[−b,b] \O(f,τ)
χ̃(t) dt 6

6 1 + (N + 1)κ (L(f, τ)
⋃
N (τ)) < 1 +

1
2

(N + 1) ε .

Из (4.1) и (4.2) следует, что κ (P ) < 1
N+1 + ε

2 < ε . ¤

Следствие 6. Пусть F ∈ A(B), ∆ > 0. Тогда для любого ε ∈ (0, 1]
найдутся числа δ = δ(ε,∆) > 0 и α̃ = α̃(ε,∆,F) > 0 такие, что для
любой функции g ∈ L∞(R,R), для которой ‖g‖∞ 6 δ, любого α > α̃ и
всех функций f ∈ F справедлива оценка

κ ({t ∈ R : | f(t) + ∆ sinαt + g(t) | < δ}) < ε .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 8. Положим ∆0 = ∆
2 , f0(.) = f(.)

(для всех функций f ∈ F ). Из следствия 6 вытекает существование чисел
δ0 = δ0(∆) > 0 и α0 = α0(b, ∆,F) ∈ 2π

b N таких, что для всех функций
f1(t)

.= f0(t) + ∆0 sinα0t, t ∈ R и всех функций g̃1 ∈ L∞(R,R), для
которых ‖g̃1‖∞ 6 δ0 , имеем

κ ({t ∈ R : | f1(t) + g̃1(t) | < δ0}) < 2−1 , (4.3)

при этом {f1(.) : f ∈ F} ∈ A(B). Будем далее последовательно при
j = 1, 2, . . . находить числа ∆j = ∆j(∆) > 0, δj = δj(∆) > 0, αj =
αj(b, ∆,F) ∈ 2π

b N и функции fj+1 ∈ B(R,R), зависящие от fj , ∆j и αj ,

для которых {fj+1(.) : f ∈ F} ∈ A(B). Если числа ∆k , δk , αk и функции
fk+1 уже найдены для всех k = 0, . . . , j− 1, где j ∈ N, то выберем число
∆j = ∆j(∆) > 0 так, чтобы выполнялись неравенства ∆j < 2−(j+1)∆,
∆j 6 2−jδ0 , ∆j 6 2−(j−1)δ1 , . . . , ∆j 6 2−1δj−1 . Далее, выберем (в соот-
ветствии со следствием 6) числа δj = δj(∆) > 0 и αj = αj(b, ∆,F) ∈ 2π

b N
так, чтобы для всех функций fj+1(t)

.= fj(t) + ∆j sinαjt, t ∈ R и всех
функций g̃j+1 ∈ L∞(R,R), для которых ‖g̃j+1‖∞ 6 δj , выполнялось нера-
венство

κ ({t ∈ R : | fj+1(t) + g̃j+1(t) | < δj} < 2−j−1 , (4.4)
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при этом также имеем {fj+1(.) : f ∈ F} ∈ A(B). Продолжим неограничен-
но процесс нахождения чисел ∆j , δj , αj и функций fj+1 и определим

функцию g(t) =
+∞∑
j=0

∆j sin αjt , t ∈ R . Так как ∆0 = ∆
2 и ∆j < 2−(j+1)∆

для всех j ∈ N, то функция g(.) непрерывна и периодична с периодом b.
Более того,

‖g‖∞ 6
+∞∑

j=0

∆j < ∆ .

Определим также функции gj(t) =
+∞∑
k=j

∆k sin αkt , t ∈ R , j ∈ N . Для всех

t ∈ R имеем

|gj(t)| 6
+∞∑

k=j

∆k 6
+∞∑

k=j

2−k+j−1δj−1 = δj−1 .

Поэтому из (4.3) и (4.4) получаем, что для всех чисел j = 0, 1, . . . (и всех
функций f ∈ F ) выполняется неравенство

κ ({t ∈ R : | f(t) + g(t) | < δj} < 2−j−1 .

Теорема 8 доказана.
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L. I. Danilov
On Besicovitch almost periodic selections of multivalued maps

We prove that Besicovitch almost periodic multivalued maps R 3 t → F (t) ∈ clU
have Besicovitch almost periodic selections, where clU is the collection of non-empty
closed sets of a complete metric space U .
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