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Для дифференциально-разностной задачи управления процессом диффузии по-
лучен принцип максимума, позволяющий определить такие моменты включения
и выключения максимальной мощности источника вещества, при которых внут-
ри параллелепипеда устанавливается допустимый уровень его концентрации при
наблюдаемом уровне концентрации этого вещества на границе параллелепипеда.
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Постановка проблемы

Рассмотрим в течение времени T процесс диффузии вещества в парал-
лелепипеде G = [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3] конкретной среды с коэффици-
ентами пористости c(x) и диффузии d(x) . Предполагается,что плотность
источников выбросов вещества меняется по закону F (x, t) = b(x)w(t) , где
управляемая величина w(t) характеризует процент использования мак-
симальной мощности b(x) источника вещества в точке x . Как известно,
концентрация u(x, t) вещества во внутренней точке (x, t) ∈ G × (0, T )
удовлетворяет дифференциальному уравнению диффузии

c(x)
∂u(x, t)

∂t
= Div(d(x)gradu(x, t)) + F (x, t). (1)

Допустим, что датчики на сторонах параллелепипеда G фиксируют
изменение концентрации с течением времени:

u(x, t) = µ(x, t), x ∈ ∂G. (2)

Задачу управления концентрацией вещества u(x, t) в рассматривае-
мом объёме G поставим следующим образом. Требуется построить та-
кое кусочно-постоянное допустимое управление w(t) (0 6 w(t) 6 1 ,
t ∈ (0, T )) , при котором уравнение (1) имеет гладкое решение u(x, t) ,
удовлетворяющее граничному условию (2) и дополнительному ограниче-
нию вида

u(x, t) 6 β(x, t) (3)
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внутри области (x, t) ∈ G× (0, T ) . Здесь функция β(x, t) задаёт предель-
ное допустимое значение концентрации вещества в момент времени t во
внутренней точке x параллелепипеда G . Заметим, что мы не фиксиру-
ем начальную концентрацию u(x, 0) . Как раз её необходимо задать таким
образом, чтобы с помощью управления w(t) из заданного диапазона [0, 1]
можно было обеспечить допустимую концентрацию (3) при возникающей
на границе ∂G параллелепипеда G концентрации (2).

Дискретизация задачи по пространственной переменной

Поставленная задача порождает дифференциально-разностный ана-
лог задачи управления диффузией, описание которой приводится ниже.
Введём удобные для этого описания соглашения и обозначения. Если ин-
декс i принимает значения 1, 2, . . . , n , то будем писать i = 1, n . Пусть
N = (N1, . . . , Nn) есть целочисленный вектор с положительными ком-
понентами. Пусть, далее, мультииндексная переменная J = (j1, . . . , jn)
ограничена условием jk = 0, Nk, k = 1, n . Тогда множество её значений
образует целочисленную сетку 0 6 J 6 N (неравенство векторов понима-
ется покомпонентно). Как правило, мы будем отождествлять переменную
J с её значением. Мультииндекс J называется внутренним, если при всех
k = 1, n имеем jk 6= 0 и jk 6= Nk . Пусть J = (j1, . . . , jn) есть внутренний
мультииндекс. Рассматривая уравнение (1) во внутреннем узле

xJ = (j1h1, . . . , jnhn), hk = (bk − ak)/Nk, k = 1, n

параллелепипеда G , при всех t ∈ (0, T ) имеем точное равенство

c(xJ)
∂u(xJ , t)

∂t
= Div(d(x)gradu(x, t))|

x=xJ
+ b(xJ)w(t). (4)

Для тех же t будем иметь

u(xJ , t) 6 β(xJ , t). (5)

Обозначим через F конечномерное пространство вещественнозначных
функций, определённых на конечном множестве внутренних мультиин-
дексов J целочисленной сетки 0 6 J 6 N . Пусть вектор-функция
y : (0, T ) → F определяется равенством y(t)[J ] = u(xJ , t) , а вектор B ∈ F
задаётся как B[J ] = b(xJ)/c(xJ) . Тогда уравнение (1) может быть запи-
сано в виде конечномерной системы дифференциальных уравнений

y′(t) = Ay(t) + Bw(t) + ν(t), t ∈ (0, T ). (6)

Здесь A есть матрица, порождённая одной из распространённых схем дис-
кретизации оператора Лапласа, стоящего в правой части равенства (4) .
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Вектор-функция ν : (0, T ) → F порождена граничным условием (2) и
играет роль «помехи», которую необходимо компенсировать с помощью
управления w(t) из указанного выше диапазона. В дальнейшем контину-
альное неравенство (5) мы заменим дискретным аналогом

y(ti) 6 βi, i = 1,m. (7)

Здесь ti (0 < ti < ti+1 < T ) есть моменты наблюдения за концентрацией
вещества во внутренних узлах параллелепипеда G , а вектора βi ∈ F по-
рождены выражениями β(xJ , ti) . В наших обозначениях вектор y(0) ∈ F
характеризует начальную концентрацию вещества во внутренних узлах
параллелепипеда G . Теперь мы в состоянии применить результаты рабо-
ты [1] для получения необходимых и достаточных условий разрешимости
задачи (6)−(7) при заданном допустимом управлении w(t) , а также прин-
ципа максимума для указания точек переключения кусочно-постоянного
управления w(t) , принимающего лишь крайние значения 0 и 1 .

Принцип максимума для задачи управления

Если линейный функционал λ принадлежит сопряжённому простран-
ству F ∗ и вектор g ∈ F , то λ · g обозначает значение этого функционала
на элементе g . Функционал λ называется неотрицательным, если λ·g > 0
для всех g > 0, g ∈ F .

Теорема 1. Задача (6)− (7) разрешима тогда и только тогда, когда
неравенство

m∑

i=1

λi · (βi −
∫ ti

0
eA(ti−s){Bw(s) + ν(s)}ds) > 0 (8)

имеет место для любого семейства неотрицательных функционалов
{λi}m

i=1 из сопряженного пространства F ∗ , удовлетворяющего уравне-
нию

m∑

i=1

λie
Ati = 0. (9)

З а м е ч а н и е 1. В действительности неравенство (8) достаточно
проверить на конечном числе образующих конуса неотрицательных реше-
ний уравнения (9) , для отыскания которых можно применить вычисли-
тельную схему Н.В. Черниковой [1] либо воспользоваться модификацией
симплекс-метода.
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Доказательство теоремы 1 соответствует схеме работы [1] и приводится
исключительно в интересах читателя.

Обозначим f(t) = Bw(t) + ν(t), q = y(0) . Тогда решение системы (6)
имеет вид

y(t) =
∫ t

0
eA(t−s)f(s) ds + eAtq.

Подставляя его в условия (7) , получим систему неравенств

eAtiq 6 βi −
∫ ti

0
eA(ti−s)f(s) ds.

В силу обобщения теоремы Фредгольма [1] данная система неравенств име-
ет решение относительно q ∈ Rn ( n — число внутренних мультииндексов
J целочисленной сетки 0 6 J 6 N ) в том и только том случае, когда нера-
венство (8) имеет место для любого семейства неотрицательных функ-
ционалов {λi}m

i=1 из сопряженного пространства F ∗ , удовлетворяющего
уравнению (9) . ¤

Теорема 2. Пусть ν(t) есть допустимая помеха для задачи управ-
ления (6) − (7) , то есть найдётся такое допустимое управление w(t)
(0 6 w(t) 6 1, t ∈ (0, T )) , при котором указанная задача разрешима. То-
гда для некоторого нетривиального семейства неотрицательных функ-
ционалов {λi}m

i=1 из сопряжённого пространства F ∗ , удовлетворяюще-
го уравнению (9) , найдётся компенсирующее помеху ν(t) допустимое
управление w∗(t) , удовлетворяющее при почти всех s ∈ (0, T ) принципу
максимума

ϕ(s)w∗(s) = max
06w61

ϕ(s)w,

где скалярная функция ϕ(s) = −
m∑

i=1

sign(ti − s)+λi · eA(ti−s)B. Здесь ис-

пользуется положительная часть σ+ = (σ + |σ|)/2 числа σ .

З а м е ч а н и е 2. Нетрудно установить следующее свойство кусочно-
непрерывной функции ϕ(s) , концы интервалов знакопостоянства кото-
рой определяют точки переключения в нашей задаче управления диф-
фузией вещества в параллелепипеде G : ϕ(s) ≡ 0 при s /∈ (t1, tm) и
ϕ(s) = −γk · e−AsB при s ∈ (tk−1, tk], k = 2,m , где функционалы

γk =
m∑

i=k

λie
Ati , причём γ1 =

m∑

i=1

λie
Ati = 0 , и для функционала λk имеем

представление λk = (γk+1 − γk)e−Atk , k = 1, m− 1, λm = γme−Atm . Выби-
рая соответствующим образом функционалы γk, k = 2,m и считая, что
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γ1 = 0 , из последних формул получим любое неотрицательное решение
{λi}m

i=1 системы (9) .

Приводимое ниже доказательство теоремы 2 повторяет идею доказа-
тельства принципа максимума работы [1]. Пусть {λ(1)

i }m
i=1, . . . , {λ(l)

i }m
i=1 —

образующие конуса неотрицательных решений уравнения (9) . В силу тео-
ремы 1 компенсирующее помеху ν(t) допустимое управление w(t) = wν(t)
удовлетворяет неравенству (8) , где вместо {λi}m

i=1 берутся семейства
функционалов λ(j) = {λ(j)

i }m
i=1, j = 1, l . Рассмотрим конечномерные мно-

жества

V = {g = (g1, . . . , gm) ∈ Rnm : λ(j) · g =
m∑

i=1

λ
(j)
i · gi > 0, j = 1, l},

Wν = {g = (g1, . . . , gm) ∈ Rnm : gi = βi −
∫ ti

0
eA(ti−s){Bw(s) + ν(s)} ds,

i = 1, m},

где w пробегает все измеримые управления с w(s) ∈ [0, 1] при почти всех
s ∈ [0, T ] . Пересечение V ∩Wν не пусто, так как ν(s) — допустимая поме-
ха. Кроме того, V и Wν выпуклы и замкнуты, причём V — конус с непу-
стой внутренностью int V , а Wν — компакт. Пусть направление α явля-
ется нетривиальной неотрицательной линейной комбинацией образующих
{λ(1)

i }m
i=1, . . . , {λ(l)

i }m
i=1 конуса неотрицательных решений уравнения (9) .

Найдётся граничная точка g∗ компакта V ∩ Wν такая, что αg∗ > αg
при всех g ∈ V ∩Wν . Допустим, что h ∈ int V и g∗ + h ∈ V ∩Wν . То-
гда α(g∗ + h) 6 αg∗ и, значит, αh 6 0 . Однако для h ∈ int V имеем
λ(j) · h > 0, j = 1, l и, следовательно, α · h > 0 . Возникающее противо-
речие показывает, что (g∗ + int V ) ∩ V ∩ Wν = ∅ . Так как g∗ ∈ V , то
(g∗ + int V ) ∩ V = (g∗ + int V ) . Следовательно, (g∗ + int V ) ∩ Wν = ∅ .
Согласно первой теореме отделимости открытое множество (g∗+ int V ) и
выпуклый компакт Wν можно разделить гиперплоскостью λν ·g = λν ·g∗ .
Будем считать, что λν · g 6 λν · g∗ при всех g ∈ Wν . Тогда λν · h > 0
при всех h ∈ V . По теореме Фаркаша λν есть нетривиальная неотри-
цательная линейная комбинация образующих λ(1), . . . , λ(l) конуса неотри-
цательных решений уравнения (9) , то есть семейство λν образует неот-
рицательное решение этого уравнения. Элементу g∗ ∈ Wν соответствует
допустимое управление w∗(t) такое, что неравенство (8) выполнено при
w(s) = w∗(s) и семействе функционалов {λi}m

i=1 = λν = {λνi}m
i=1 . За-

метим, что w∗(s) удовлетворяет формулируемому в теореме 2 принципу
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максимума при λi = λνi, i = 1,m . Действительно, так как

−
m∑

i=1

∫ ti

0
λνie

A(ti−s)Bw(s) ds =
∫ T

0
ϕ(s)w(s) ds,

то если w∗(s) не удовлетворяет принципу максимума при указанном се-
мействе {λνi}m

i=1 , то выберем допустимое управление w̃(s) , удовлетво-
ряющее принципу максимума. Тогда на множестве положительной ме-
ры отрезка [0, T ] имеем ϕ(s)w̃(s) > ϕ(s)w∗(s). Отсюда для элементa
g̃ = (g̃1, . . . , g̃m) из Wν , где

g̃i = βi −
∫ ti

0
eA(ti−s){Bw̃(s) + ν(s)} ds, i = 1, m,

получим λν g̃ > λνg
∗ . Это противоречит оптимальности g∗ . ¤

Полученные в работе результаты служат теоретическим обоснованием
распределённых и параллельных программ расчёта на кластере Удмурт-
ского госуниверситета точек переключения в дифференциально-разност-
ной задаче управления диффузией.
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There are formulated and proved the maximum principle in the control problem for
the difference–differential equation of diffusion.
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