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f : R → U íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè xj ∈ U è ïîïàðíî íåïåðåñå-êàþùèåñÿ èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà Tj ⊆ R, j ∈ N, òàêèå, ÷òî meas R \

⋃
j

Tj = 0 è
f(t) = xj ïðè t ∈ Tj . Îáîçíà÷èì òàêóþ �óíêöèþ ÷åðåç f(·) = F({xj}, {Tj}; ·). Äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ �óíêöèé fj : R → U, j ∈ N, ïóñòü F({fj}, {Tj}; ·) � �óíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ fj(·)1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 09�01�00403).



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 25ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1íà ìíîæåñòâàõ Tj (�óíêöèè fj è ìíîæåñòâà Tj áóäóò íóìåðîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì òàêæå ñïîìîùüþ íåñêîëüêèõ èíäåêñîâ, ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ
Tj , êîòîðûå âñåãäà ìîæíî äîïîëíèòü ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè äî ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè). Ôóíê-öèÿ f : R → U (ñèëüíî) èçìåðèìà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ
fε : R → U òàêàÿ, ÷òî ρ(f(t), fε(t)) < ε ïðè ïî÷òè âñåõ (ï. â.) t ∈ R. Ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ�óíêöèé f : R → U îáîçíà÷èì ÷åðåç M(R, U), ïðè ýòîì �óíêöèè, ñîâïàäàþùèå ïðè ï. â.
t ∈ R, îòîæäåñòâëÿþòñÿ (ïîýòîìó èçìåðèìûå �óíêöèè è â òîì ÷èñëå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè
F({xj}, {Tj}; ·), à òàêæå �óíêöèè F({fj}, {Tj}; ·) ìîãóò íå îïðåäåëÿòüñÿ íà ìíîæåñòâàõ íóëå-âîé ìåðû). Ïóñòü (L∞(R, U),D

(ρ)
∞ ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â ñóùåñòâåííîì îãðàíè÷åííûõèçìåðèìûõ �óíêöèé f : R → U ñ ìåòðèêîé

D(ρ)
∞ (f, g) = ess sup

t∈R

ρ(f(t), g(t)) , f, g ∈ L∞(R, U) .Ôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ U. Ïóñòü ïðè p > 1

Mp(R, U) =
{
f ∈ M(R, U) : sup

ξ ∈R

∫ ξ+1

ξ

ρ p(f(t), x0) dt < +∞
}

.Íà ìíîæåñòâå Mp(R, U) äëÿ âñåõ l > 0 îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðèêè
D

(ρ)
p, l(f, g) =

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫ ξ+l

ξ

ρ p(f(t), g(t)) dt

) 1
p

, f, g ∈ Mp(R, U).Ïðè l1 > l ñïðàâåäëèâû îöåíêè
(

l

l1

) 1
p

D
(ρ)
p, l(f, g) 6 D

(ρ)
p, l1

(f, g) 6

(
1 +

l

l1

) 1
p

D
(ρ)
p, l(f, g),ïîýòîìó âñå ìåòðèêè D

(ρ)
p, l , l > 0, ýêâèâàëåíòíû è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

D(ρ)
p (f, g) = lim

l→+∞
D

(ρ)
p, l(f, g) = inf

l > 0
D

(ρ)
p, l(f, g), f, g ∈ Mp(R, U),êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìåòðèêîé íà Mp(R, U).Åñëè U = (H, ‖.‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ( ρ(x, y) = ρH(x, y) = ‖x − y‖, x, y ∈ H;

ρR(x, y) = |x − y|, x, y ∈ R ), òî äëÿ �óíêöèé f ∈ L∞(R,H) îïðåäåëåíà íîðìà
‖f‖∞ = ess sup

t∈R

‖f(t)‖ ,à äëÿ �óíêöèé f ∈ Mp(R,H), p > 1, îïðåäåëåíû íîðìû
‖f‖p, l =

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫ ξ+l

ξ

‖f(t)‖p dt

) 1
p

, l > 0,è ïîëóíîðìà
‖f‖p = lim

l→+∞
‖f‖p, l .Â äàëüíåéøåì óäîáíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (H, ‖.‖) � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëèáàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (H, ‖.‖) âåùåñòâåííîå, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åãî êîìïëåêñè�èêàöèþ

H+ iH, îòîæäåñòâëÿÿ ïðîñòðàíñòâî H ñ âåùåñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (íîðìà ‖.‖H+iH íàâåùåñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå H ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé íîðìîé).Ìíîæåñòâî T ⊆ R íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0 òà-êîå, ÷òî [ξ, ξ + a] ∩ T 6= ∅ äëÿ âñåõ ξ ∈ R. Ñîâîêóïíîñòü îòíîñèòåëüíî ïëîòíûõ ìíîæåñòâ
T ⊆ R áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Srd . ×èñëî τ ∈ R íàçûâàåòñÿ (ε,D

(ρ)
∞ ) -ïî÷òè ïåðèîäîì (èëè



26 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ïðîñòî ε -ïî÷òè ïåðèîäîì) �óíêöèè f ∈ L∞(R, U), ε > 0, åñëè D
(ρ)
∞ (f(·), f(· + τ)) < ε.Íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ f : R → U ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó CAP (R, U)ï. ï. ïî Áîðó �óíêöèé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî (ε,D

(ρ)
∞ ) -ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè

f îòíîñèòåëüíî ïëîòíî. ×èñëî τ ∈ R íàçûâàåòñÿ (ε,D
(ρ)
p, l) -ïî÷òè ïåðèîäîì (ñîîòâåòñòâåííî

(ε,D
(ρ)
p ) -ïî÷òè ïåðèîäîì) �óíêöèè f ∈ Mp(R, U), åñëè D

(ρ)
p, l(f(·), f(·+τ)) < ε (ñîîòâåòñòâåííî

D
(ρ)
p (f(·), f(· + τ)) < ε ). Ôóíêöèÿ f ∈ Mp(R, U), p > 1, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Sp(R, U)ï. ï. ïî Ñòåïàíîâó �óíêöèé ñòåïåíè p, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòíîñèòåëüíî ïëîòíî ìíîæåñò-âî (ε,D

(ρ)
p, 1) -ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f (âìåñòî ìåòðèêè D

(ρ)
p, 1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþìåòðèêó D

(ρ)
p, l , l > 0 ). Ôóíêöèÿ f ∈ Mp(R, U), p > 1, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wp(R, U)ï. ï. ïî Âåéëþ �óíêöèé ñòåïåíè p, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî l = l(ε, f) > 0òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî (ε,D

(ρ)
p, l) -ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f îòíîñèòåëüíî ïëîòíî. Ôóíêöèÿ

f ∈ Mp(R, U) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wp(R, U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ �óíêöèÿ fε ∈ Sp(R, U) òàêàÿ, ÷òî D

(ρ)
p (f, fε) < ε. Åñëè U = (H, ‖.‖) � áàíàõî-âî ïðîñòðàíñòâî, òî â êà÷åñòâå �óíêöèé fε ìîæíî âûáèðàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

fε(t) =

N(ε)∑

j =1

h
(ε)
j e iλ

(ε)
j t, t ∈ R ,ãäå N(ε) ∈ N, h

(ε)
j ∈ H, λ

(ε)
j ∈ R, j = 1, . . . , N(ε). Ìíîæåñòâî Wp(R, U) çàìêíóòî â ïñåâ-äîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Mp(R, U),D

(ρ)
p ). Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ Sp(R, U) ⊆ Wp(R, U),

Wp1(R, U) ⊆ Wp(R, U), 1 6 p 6 p1 .Áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ÷åðåç P
(ρ)
p (ε; f) ìíîæåñòâî (ε,D

(ρ)
p ) -ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè

f ∈ Mp(R, U). Ôóíêöèÿ f ∈ Mp(R, U) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W̃p(R, U), p > 1, åñ-ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî (ε,D
(ρ)
p ) -ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f îòíîñèòåëüíî ïëîò-íî (P(ρ)

p (ε; f) ∈ Srd ). Åñëè 1 6 p 6 p1 , òî W̃p1(R, U) ⊆ W̃p(R, U) è äëÿ ëþáîé �óíêöèè
f ∈ W̃p1(R, U) è ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ âëîæåíèå P

(ρ)
p1 (ε; f) ⊆ P

(ρ)
p (ε; f). Äëÿ âñåõ

p > 1 èìååì Wp(R, U) ⊆ W̃p(R, U), ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî W̃p(R, U) íå ñîâïà-äàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Wp(R, U). Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè f(t) = sin
√

|t|, t ∈ R, ñïðàâåäëèâîâêëþ÷åíèå f ∈ W̃p(R, R)∩L∞(R, R), íî f /∈ Wp(R, R) (ïðè âñåõ p > 1 ). Ìíîæåñòâî W̃p(R, U)çàìêíóòî â ïñåâäîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Mp(R, U),D
(ρ)
p ). Â ðÿäå íåäàâíèõ ñòàòåé ïî-÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè ïî Âåéëþ �óíêöèÿìè ñòåïåíè p íàçûâàþòñÿ �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà

W̃p(R, U) (ñì., íàïðèìåð, [2, 15℄), à äëÿ �óíêöèé f ∈ Wp(R, U) èñïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå ¾equi-Weyl almost periodi funtions¿. Â äàííîé ðàáîòå �óíêöèè f ∈ W̃p(R, U) òàêæå íàçûâàþòñÿ ï. ï.ïî Âåéëþ �óíêöèÿìè ñòåïåíè p, íî áóäåò óòî÷íÿòüñÿ, êàêîìó èìåííî èç ðàññìàòðèâàåìûõïðîñòðàíñòâ (Wp(R, U) èëè W̃p(R, U) ) îíè ïðèíàäëåæàò.Íà ïðîñòðàíñòâå U îïðåäåëèì òàêæå ìåòðèêó ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)}, x, y ∈ U, ýêâè-âàëåíòíóþ ìåòðèêå ρ â ñìûñëå ïîðîæäàåìîé òîïîëîãèè; (U, ρ ′) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî. Ïóñòü W (R, U)
.
= W1(R, (U, ρ ′)) � ïðîñòðàíñòâî ï. ï. ïî Âåéëþ �óíêöèé f : R → Uñòåïåíè 1 ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (U, ρ ′). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâî W̃ (R, U)

.
= W̃1(R, (U, ρ ′)). Ïðè ýòîì W1(R, U) ⊆ W (R, U) è W̃1(R, U) ⊆ W̃ (R, U).Åñëè f ∈ W̃1(R, U), òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå P

(ρ)
1 (ε; f) ⊆ P

(ρ ′)
1 (ε; f).Îáîçíà÷èì ÷åðåç cl b U = cl b (U, ρ) ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîä-ìíîæåñòâ A ⊆ U. Íà cl b U îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêà Õàóñäîð�à

dist (A,B) = dist ρ(A,B) = max { sup
x∈A

ρ(x,B), sup
x∈B

ρ(x,A) } , A,B ∈ cl b U ,ãäå ρ(x, F ) = inf
y ∈F

ρ(x, y) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ U äî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà F ⊆ U.Ïóñòü cl U = cl (U, ρ) = cl b (U, ρ ′) � ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ U



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 27ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1è dist ρ ′ � ìåòðèêà Õàóñäîð�à íà cl U, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêå ρ ′. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-ñòâà (cl b U,dist) è (cl U,dist ρ ′) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. Ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîä-ìíîæåñòâ A ⊆ U îáîçíà÷èì ÷åðåç cl c U = cl c (U, ρ), ïðè ýòîì cl c (U, ρ) = cl c (U, ρ ′). Òàêêàê dist ′(A,B)
.
= min {1,dist (A,B)} = dist ρ ′ (A,B) äëÿ âñåõ A,B ∈ cl b U, òî âëîæåíèå

(cl b U,dist ′) ⊆ (cl U,dist ρ ′) èçîìåòðè÷íî.Ïðîñòðàíñòâà W (R, cl b U)
.
= W1(R, (cl b U,dist ′)) è Wp(R, cl b U), p > 1, ï. ï. ïî Âåé-ëþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F : R → cl b U îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-ñòðàíñòâà ï. ï. ïî Âåéëþ �óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â (ïîëíîì) ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(cl b U,dist). Ïóñòü W (R, cl U)
.
= W1(R, (cl U,dist ρ ′)). Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ W1(R, cl b U) ⊆

W (R, cl b U) ⊆ W (R, clU). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà W̃p(R, cl b U), p > 1, è
W̃ (R, cl b U)

.
= W̃1(R, (cl b U,dist ′)) ï. ï. ïî Âåéëþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F : R → cl b U.Ïîëîæèì W̃ (R, cl U)

.
= W̃1(R, (cl U,dist ρ ′)). Òàêæå èìååì W̃p(R, cl b U) ⊆ W̃1(R, cl b U) ⊆

W̃ (R, cl b U) ⊆ W̃ (R, cl U), ïðè ýòîì Wp(R, cl b U) ⊆ W̃p(R, cl b U), W (R, cl b U) ⊆ W̃ (R, cl b U),

W (R, cl U) ⊆ W̃ (R, cl U).Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ♯
p(R, U) ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ Mp(R, U), äëÿ êîòîðûõ

lim
δ →+0

lim
l0 →+∞

sup
l > l0

sup
ξ ∈R

(
1

l
sup

T ⊆ [ξ,ξ+l] : meas T 6δl

∫

T

ρ p(f(t), x0) dt

) 1
p

= 0.Ìíîæåñòâî M ♯
p(R, U) (êàê è ìíîæåñòâî Mp(R, U) ) íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x0 ∈ U. Èìååòìåñòî ðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [8℄)

Wp(R, U) = W (R, U)
⋂

M ♯
p(R, U), p > 1.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâà T ⊆ R îáîçíà÷èì

κ W (T )
.
= ‖χT ‖1 = lim

l→+∞
sup
ξ ∈R

1

l
meas [ξ, ξ + l]

⋂
T(ãäå χT � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà T ). Åñëè Tj ⊆ R, j = 1, . . . , n, � èçìåðè-ìûå ìíîæåñòâà, òî

κ W

( n⋃

j =1

Tj

)
6

n∑

j =1

κ W (Tj) .Ïóñòü M∗
p (R, U) � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ Mp(R, U) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåòòàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ κ W (T ) < δ,ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim
l→+∞

sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T

ρ p(f(t), x0) dt < εp .Ìíîæåñòâî M∗
p (R, U) òàêæå íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x0 ∈ U.Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî M∗

p (R, U)=M ♯
p(R, U). Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî M∗

p (R,U)ñîâïàäàåò òàêæå ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà L∞(R, U) â ïñåâäîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(Mp(R, U),D

(ρ)
p ).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ Mp(R, U). Äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ L∞(R, U) èëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà T ⊆ R èìååì

lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T

ρ p(f(t), x0) dt

) 1
p

6 (1.1)
6 D(ρ)

p (f, g) + lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T

ρ p(g(t), x0) dt

) 1
p

6



28 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1
6 D(ρ)

p (f, g) + κ

1
p

W (T ) ess sup
t∈R

ρ(g(t), x0).Òàêæå äëÿ ëþáîé �óíêöèè g ∈ L∞(R, U) è ëþáîãî ÷èñëà δ ∈ (0, 1] âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
lim

l0 →+∞
sup
l > l0

sup
ξ ∈R

(
1

l
sup

T ⊆ [ξ,ξ+l] :meas T 6δl

∫

T

ρ p(f(t), x0) dt

) 1
p

6 (1.2)
6 D(ρ)

p (f, g) + δ
1
p ess sup

t∈R

ρ(g(t), x0) .Èç (1.1) è (1.2) (ïðè δ → +0 ) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ f ∈ Mp(R, U),ïðèíàäëåæàùàÿ çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà L∞(R, U), ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâàõ M∗
p (R, U) è

M ♯
p(R, U). Äëÿ �óíêöèè f ∈ Mp(R, U) è ÷èñëà a > 0 îáîçíà÷èì Ta = {t ∈ R : ρ(f(t), x0) > a},

fa(t) =

{
x0 , åñëè t ∈ Ta ,
f(t) , åñëè t ∈ R \Ta .Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

meas [ξ, ξ + l]
⋂

Ta 6 a−p

∫ ξ+l

ξ

ρ p(f(t), x0) dt , l > 0, ξ ∈ R , (1.3)
κ W (Ta) 6 a−p lim

l→+∞
sup
ξ ∈R

1

l

∫ ξ+l

ξ

ρ p(f(t), x0) dt . (1.4)Åñëè f ∈ M ♯
p(R, U), òî ñ ïîìîùüþ îöåíêè (1.3) è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M ♯

p(R, U) ïîëó÷àåì,÷òî D
(ρ)
p (f, fa) → 0 ïðè a → +∞, ïîýòîìó (òàê êàê fa ∈ L∞(R, U), a > 0 ) êàæäàÿ �óíêöèÿ

f ∈ M ♯
p(R, U) ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè ìíîæåñòâà L∞(R, U). Åñëè f ∈ M∗

p (R, U), òî èç (1.4)ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå (äîñòàòî÷íî áîëüøîå) ÷èñëî a > 0, ÷òî
D(ρ)

p (f, fa) = lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩Ta

ρ p(f(t), x0) dt

) 1
p

< ε . (1.5)Îöåíêà (1.5) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ f ∈ M∗
p (R, U) òàêæå ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèèìíîæåñòâà L∞(R, U). �Ôóíêöèè f ∈ W̃p(R, U) (â îòëè÷èå îò �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Wp(R, U) ) ìîãóò íå ïðè-íàäëåæàòü ìíîæåñòâó M∗

p (R, U). Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè
f(t) =

{
|n|

1
p , åñëè t ∈ [n, n + 1

|n|), n ∈ Z\{0} ,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ,ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f ∈ Mp(R, R)\M∗
p (R, R) è D

(ρR)
p (f(·), f(· + m)) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ Z,ïîýòîìó f ∈ W̃p(R, R).Ïóñòü M c (R, U) = M c (R, (U, ρ)) � ìíîæåñòâî �óíêöèé f ∈ M(R, U) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

ε, δ > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêò Kε, δ ∈ cl c U òàêîé, ÷òî
κ W ({t ∈ R : ρ(f(t),Kε, δ) > ε}) < δ .Òàê êàê cl c (U, ρ) = cl c (U, ρ ′), òî M c (R, (U, ρ)) = M c (R, (U, ρ ′)). Åñëè f ∈ M(R, U), A ∈ cl Uè f(t) ∈ A ï. â., òî f ∈ M c (R, U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∈ M c (R, (A, ρ)). Ìíîæåñòâî

M c (R, U) çàìêíóòî â ïñåâäîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M(R, U),D
(ρ ′)
1 ). Òàêæå â ïñåâäîìåò-ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Mp(R, U),D

(ρ)
p ) çàìêíóòî ìíîæåñòâî Mp(R, U)∩M c (R, U), ãäå p > 1.Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M c (R, U) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 29ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ëåììà 2. Ïóñòü f ∈ M c (R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òî÷êè xj ∈ U, j ∈ N,òàêèå, ÷òî
κ W ({t ∈ R : ρ(f(t),

N⋃

j =1

{xj}) > ε}) → 0 ïðè N → +∞.Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì �åéíå �Áîðåëÿ, åñëè cl b U = cl c U.Ïðèìåðàìè ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì �åéíå �Áîðåëÿ, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûåëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà R
n, n ∈ N, ñ ëþáûìè íîðìàìè, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðî-ñòðàíñòâà (cl b R

n,dist).Åñëè f ∈ M1(R, U), òî κ W ({t ∈ R : ρ(f(t), x0) > a}) → 0 ïðè a → +∞. Ïîýòîìóäëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ), îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì �åéíå �Áîðåëÿ, èìååò ìåñòîâëîæåíèå M1(R, U) ⊆ M c (R, U).Ëåììà 3. Äëÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U, ρ) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-ëåíòíû:
1) ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì �åéíå �Áîðåëÿ,
2) W̃1(R, U) ⊆ M c (R, U),

3) W̃1(R, U) ∩ L∞(R, U) ⊆ M c (R, U).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì �åéíå �Áîðåëÿ,òî W̃1(R, U) ⊆ M1(R, U) ⊆ M c (R, U). Ïîýòîìó èç 1) ñëåäóåò 2). Óñëîâèå 3) íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò èç 2). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 3), íî ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) íåîáëàäàåò ñâîéñòâîì �åéíå �Áîðåëÿ. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâî A ∈ cl b U, ÷èñëî ε > 0 è òî÷êè
xj ∈ A, j ∈ N, òàêèå, ÷òî ρ(xj , xk) > ε äëÿ âñåõ j, k ∈ N, j 6= k. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

f(t) =

{
x1 , åñëè t 6 1 ,
xj , åñëè (j − 1)2 < t 6 j2 , j ∈ N\{1} .Èìååì f /∈ M c (R, U). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D

(ρ)
1 (f(·), f(· + τ)) = 0 ïðè âñåõ τ ∈ R, ïîýòîìó

f ∈ W̃1(R, U)∩L∞(R, U). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1). �Îáîçíà÷èì
W̃ c

p (R, U)
.
= W̃p (R, U)

⋂
M c (R, U) , p > 1 , W̃ c (R, U)

.
= W̃ (R, U)

⋂
M c (R, U) .Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ Wp(R, U) ⊆ W̃ c

p (R, U), W (R, U) ⊆ W̃ c (R, U) [8℄.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τj ∈ R, j ∈ N, íàçûâàåòñÿ f -âîçâðàùàþùåé äëÿ �óíêöèè f èç
W (R, U), åñëè D

(ρ ′)
1 (f(·), f(·+ τj)) → 0 ïðè j → +∞. Åñëè �óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò îäíîìóèç ïðîñòðàíñòâ Wp(R, U), S(R, U), Sp(R, U) èëè CAP (R, U), òî ïñåâäîìåòðèêó D

(ρ ′)
1 â îïðå-äåëåíèè f -âîçâðàùàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî çàìåíèòü íà ïñåâäîìåòðèêó D

(ρ)
p èëèìåòðèêó D

(ρ ′)
1, 1 , D

(ρ)
p, 1 èëè D

(ρ)
∞ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òàêîé çàìåíå ìíîæåñòâî f -âîçâðàùàþùèõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ìåíÿåòñÿ [14℄. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τj ∈ R, j ∈ N, ÿâëÿåòñÿ f -âîçâðàùàþùåé äëÿ �óíêöèè f ∈ W (R, U) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ �óíêöèè f ∈ Wp(R, U) ), åñëèäëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ÷èñëà l = l(ε, f) > 0 è j0 ∈ N òàêèå, ÷òî âñå ÷èñëà τj , äëÿ êîòî-ðûõ j > j0 , ÿâëÿþòñÿ (ε,D
(ρ ′)
1, l ) -ïî÷òè ïåðèîäàìè (ñîîòâåòñòâåííî (ε,D

(ρ)
p, l) -ïî÷òè ïåðèîäàìè)�óíêöèè f [14℄.Äëÿ �óíêöèè f ∈ W (R, U) ÷åðåç Mod f îáîçíà÷àåòñÿ ìîäóëü (ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ) òàêèõ÷èñåë λ ∈ R, ÷òî e iλτj → 1 ïðè j → +∞ (ãäå i2 = −1 ) äëÿ ëþáîé f -âîçâðàùàþùåéïîñëåäîâàòåëüíîñòè τj. Åñëè D

(ρ ′)
1 (f(·), y0(·)) 6= 0 äëÿ âñåõ ïîñòîÿííûõ �óíêöèé y0(t) ≡ y0 ∈

U, t ∈ R, òî Mod f � ñ÷åòíûé ìîäóëü (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Mod f = {0} ). Åñëè τj ∈ R, j ∈ N,



30 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1è e iλτj → 1 ïðè j → +∞ äëÿ âñåõ λ ∈ Mod f, ãäå f ∈ W (R, U), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τjÿâëÿåòñÿ f -âîçâðàùàþùåé.Ïóñòü f ∈ W (R,H), ãäå (H, ‖.‖) � (êîìïëåêñíîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà (ñì., íà-ïðèìåð, [12℄) äëÿ ëþáîãî λ ∈ R ñóùåñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå
lim

l→+∞

1

2l

∫ l

−l

e−iλt f(t) dt = M{e−iλt f(t)} . (1.6)×èñëî λ∈R íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ôóðüå �óíêöèè f ∈ W1(R,H), åñëè M{e−iλt f(t)} 6= 0.Ïðè ýòîì Mod f ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ÷àñòîò (ïîêàçàòåëåé Ôóðüå) �óíêöèè f, òî åñòü ñ íàè-ìåíüøèì ìîäóëåì (ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ) â R, ñîäåðæàùèì âñå ïîêàçàòåëè Ôóðüå �óíêöèè f.Äëÿ �óíêöèé f ∈ W̃1(R,H) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (1.6) ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð,ðàññìîòðèì �óíêöèþ
f(t) =

{
0 , åñëè t 6 1 ,
(−1)k , åñëè 3 k−1 < t 6 3 k , k ∈ N ,ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó W̃1(R, R). Äëÿ íåå íå ñóùåñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå (1.6) ïðè

λ = 0 (è M{e−iλt f(t)} = 0 ïðè λ 6= 0 ).Åñëè Λj ⊆ R � ïðîèçâîëüíûå ìîäóëè (ãäå èíäåêñ j ïðèíàäëåæèò ëþáîìó íåïóñòîìó èí-äåêñíîìó ìíîæåñòâó), òî ÷åðåç ∑
j

Λj (èëè Λ1 + . . . + Λn äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ìîäóëåé
Λj , j = 1, . . . , n ) îáîçíà÷àåòñÿ íàèìåíüøèé ìîäóëü â R, ñîäåðæàùèé âñå ìíîæåñòâà Λj .Òåîðåìà 1 (ñì. [8℄). Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, g ∈ W (R, U),
F ∈ W (R, cl U). Òîãäà äëÿ ëþáîé íåóáûâàþùåé �óíêöèè η : [0,+∞) → [0,+∞), äëÿ êî-òîðîé η(0) = 0 è η(t) > 0 ïðè t > 0, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ W (R, U) òàêàÿ, ÷òî
Mod f ⊆ Mod g + Mod F, f(t) ∈ F (t) ï. â. è ρ(f(t), g(t)) 6 ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) ï. â.Åñëè, êðîìå òîãî, F ∈ Wp(R, cl b U) äëÿ íåêîòîðîãî p > 1, òî �óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó Wp(R, U).Â òåîðåìå 1 óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ï. ï. ïî Âåéëþ ñå÷åíèé f ∈ W (R, U) ìíîãî-çíà÷íûõ ï. ï. ïî Âåéëþ îòîáðàæåíèé F ∈ W (R, cl U). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå 2, êîòîðàÿ ÿâ-ëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû, ñîäåðæèòñÿ àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î ñóùå-ñòâîâàíèè ï. ï. ïî Âåéëþ ñå÷åíèé f ∈ W̃ c (R, U) ìíîãîçíà÷íûõ ï. ï. ïî Âåéëþ îòîáðàæåíèé
F ∈ W̃ c (R, cl U). Òåîðåìà 2 áûëà ðàíåå àíîíñèðîâàíà â [16℄.Òåîðåìà 2. Ïóñòü (U, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, g ∈ W̃ c (R, U), F ∈

W̃ c (R, cl U) è T (δ)
.
= P

(ρ ′)
1 (δ; g) ∩ P

(dist ρ ′)

1 (δ;F ) ∈ Srd äëÿ âñåõ δ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 è ëþáîé �óíêöèè h ∈ W1(R, R) ñ ïëîòíûì â R ìîäóëåì ÷àñòîò Mod h ( äëÿ íåå
T (δ) ∩ P

(ρR)
1 (δ;h) ∈ Srd äëÿ âñåõ δ > 0 ) íàéäåòñÿ �óíêöèÿ fε ∈ W̃ c (R, U) òàêàÿ, ÷òî

fε(t) ∈ F (t) ï. â., ρ(fε(t), g(t)) < ρ(g(t), F (t)) + ε ï. â. è äëÿ ëþáîãî δ ′ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå÷èñëî δ > 0, ÷òî P
(ρ ′)
1 (δ ′; fε) ⊇ T (δ) ∩ P

(ρR)
1 (δ;h). Åñëè, êðîìå òîãî, F ∈ M∗

p (R, cl b U) äëÿíåêîòîðîãî p > 1, òî fε ∈ W̃ c (R, U) ∩ M∗
p (R, U) ⊆ W̃ c

p (R, U).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðèâåäåíî â � 4.� 2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿÄëÿ ìíîæåñòâ T, T1, T2 ⊆ R îáîçíà÷èì −T = {−t : t ∈ T}, T1 +T2 = {t1 +t2 : t1 ∈ T1, t2 ∈ T2}.Ïóñòü T � ñîâîêóïíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (0,+∞) ∋ δ → T (δ) ⊆ R òàêèõ, ÷òî
T (δ) ∈ Srd, T (δ) = −T (δ) è T (δ1) + T (δ2) ⊆ T (δ1 + δ2) äëÿ âñåõ δ, δ1, δ2 > 0. Èç ýòèõ óñëîâèéñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ T (δ) äëÿ âñåõ δ > 0 è T (δ1) ⊆ T (δ2) ïðè 0 < δ1 6 δ2.



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 31ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ W̃p(R, U), p > 1, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå P
(ρ)
p (·; f) ∈ T.Åñëè T (·) ∈ T è (0,+∞) ∋ δ → T ′(δ) ⊆ R � ïðîèçâîëüíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,òî áóäåì ïèñàòü T ′(·) ≺ T (·), åñëè äëÿ ëþáîãî δ ′ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî

T ′(δ ′) ⊇ T (δ).Åñëè T (·) ∈ T è (0,+∞) ∋ δ → T ′
α (δ) ⊆ R, α ∈ A, � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ìíîãîçíà÷-íûõ îòîáðàæåíèé, òî áóäåì ïèñàòü T ′
α (·) ≺

α
T (·), åñëè äëÿ ëþáîãî δ ′ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî

δ > 0 òàêîå, ÷òî T ′
α (δ ′) ⊇ T (δ) äëÿ âñåõ α ∈ A.Äëÿ ñåìåéñòâà ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (0,+∞) ∋ δ → T ′

α (δ) ⊆ R, α ∈ A, ÷åðåç ⋂
α
Tα(·)îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ ⋂

α
Tα(δ), δ > 0.Åñëè T (·) ∈ T è (0,+∞) ∋ δ → T ′

j (δ) ⊆ R, j = 1, . . . , N (ãäå N ∈ N ), � ìíîãîçíà÷íûåîòîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ T ′
j (·) ≺ T (·), òî òàêæå N⋂

j = 1
T ′

j (·) ≺ T (·).Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà �óíêöèé fj ∈ Wpj
(R, (Uj , ρj)), j = 1, . . . , N, ãäå pj > 1 è

(Uj , ρj) � (ïîëíûå) ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå N⋂
j = 1

P
(ρj)
pj (·; fj) ∈ T.Ïðè ýòîì åñëè f ∈ Wp(R, U), p > 1, òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû (ñì. [14℄):1) Mod f ⊆

N∑
j = 1

Mod fj ,2) êàæäàÿ fj -âîçâðàùàþùàÿ äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τk ∈ R, k ∈ N,ÿâëÿåòñÿ f -âîçâðàùàþùåé,3) P
(ρ)
p (·; f) ≺

N⋂
j =1

P
(ρj )
pj (·; fj).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ �óíêöèé f ∈ Wp(R, U) è f ∈ Wp1(R, (U1, ρ1)) óñëîâèå Mod f ⊆ Mod f1ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ P

(ρ)
p (·; f) ≺ P

(ρ1)
p1 (·; f1).Ëåììà 4. Ïóñòü T (·) ∈ T è f ∈ Wp(R, U). Òîãäà T (·) ∩ P

(ρ)
p (·; f) ∈ T.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ δ > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

T (δ)∩P
(ρ)
p (δ; f) ∈ Srd . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî δ > 0. Òàê êàê f ∈ Wp(R, U), òî íàéäóòñÿ÷èñëà N ∈ N, bj > 0, ãäå j = 1, . . . , N, è M ∈ N\{1} òàêèå, ÷òî êàæäîå ÷èñëî

τ ′ ∈
N⋂

j = 1

⋃

k∈Z

((k − 1
M

)bj , (k + 1
M

)bj)ÿâëÿåòñÿ (δ,D
(ρ)
p ) -ïî÷òè ïåðèîäîì �óíêöèè f [12℄. Äëÿ âñåõ ÷èñåë mj ∈ {1, . . . ,M}, ãäå

j = 1, . . . , N, îïðåäåëèì ìíîæåñòâà
T (m1, . . . ,mN ) =

N⋂

j = 1

⋃

k∈ Z

[(k +
mj−1

M
)bj , (k +

mj

M
)bj) .Â êàæäîì ìíîæåñòâå T ( δ

2 )∩ T (m1, . . . ,mN ) �èêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî τ̃(m1, . . . ,mN ) (åñëèòàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò, à ïðè m1 = . . . = mN = 1 îíî ñóùåñòâóåò è, áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî τ̃(1, . . . , 1) = 0 ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ T ( δ
2) íàéäóòñÿ ÷èñëà mj = mj(τ), j = 1 . . . , N,òàêèå, ÷òî ÷èñëî τ̃(m1(τ), . . . ,mN (τ)) ñóùåñòâóåò è

τ − τ̃(m1(τ), . . . ,mN (τ)) ∈
N⋂

j = 1

⋃

k ∈Z

((k − 1
M

)bj, (k + 1
M

)bj) .Ñëåäîâàòåëüíî, τ − τ̃(m1(τ), . . . ,mN (τ)) ∈ P
(ρ)
p (δ; f). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

τ − τ̃(m1(τ), . . . ,mN (τ)) ∈ T (
δ

2
) + T (

δ

2
) ⊆ T (δ),



32 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1è îòíîñèòåëüíî ïëîòíî ìíîæåñòâî {τ − τ̃(m1(τ), . . . ,mN (τ)) : τ ∈ T ( δ
2 )} (òàê êàê èìååòñÿòîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë τ̃(m1, . . . ,mN ) ïðè ðàçíûõ mj ∈ {1, . . . ,M}, j = 1, . . . , N ).Ïîýòîìó T (δ) ∩ P

(ρ)
p (δ; f) ∈ Srd. �Òåîðåìà 3. Åñëè f ∈ W̃ (R, U)∩M∗

p (R, U), p > 1, òî f ∈ W̃p(R, U), P
(ρ)
p (·; f) ≺ P

(ρ ′)
1 (·; f).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ W̃ (R, U) ∩ M∗

p (R, U), δ ′ > 0. Âûáåðåì ÷èñëî ∆′ > 0òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà T ⊆ R, äëÿ êîòîðîãî κ W (T ) < ∆′, âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî
lim

l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T

ρ p(f(t), x0) dt

) 1
p

<
δ ′

3
.Ïîëîæèì ∆ = min {1, δ ′

3 }, δ = ∆′∆. Ïóñòü τ ∈ P
(ρ ′)
1 (δ; f), òî åñòü

lim
l→+∞

sup
ξ ∈R

1

l

∫ ξ+l

ξ

ρ ′(f(t), f(t + τ)) dt < δ .Äëÿ âûáðàííîãî ÷èñëà ∆ îáîçíà÷èì T∆(τ) = {t ∈ R : ρ(f(t), f(t + τ)) > ∆}. Òàê êàê
κ W (T∆(τ)) = lim

l→+∞
sup
ξ ∈R

1

l
meas [ξ, ξ + l] ∩ T∆(τ) 6

6 1
∆ lim

l→+∞
sup
ξ ∈R

1

l

∫ ξ+l

ξ

ρ ′(f(t), f(t + τ)) dt < δ
∆ = ∆′,òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

D(ρ)
p (f(·), f(· + τ)) = lim

l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫ ξ+l

ξ

ρ p(f(t), f(t + τ)) dt

) 1
p

6

6 lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T∆(τ)
ρ p(f(t), f(t + τ)) dt

) 1
p

+

+ lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]\T∆(τ)
ρ p(f(t), f(t + τ)) dt

) 1
p

6

6 lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T∆(τ)
ρ p(f(t), x0) dt

) 1
p

+

+ lim
l→+∞

(
sup
ξ ∈R

1

l

∫

[ξ,ξ+l]∩T∆(τ)
ρ p(f(t + τ), x0) dt

) 1
p

+ ∆ <
δ ′

3
+

δ ′

3
+

δ ′

3
= δ ′.Ñëåäîâàòåëüíî, τ ∈ P

(ρ)
p (δ ′; f). Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñëà τ ∈ P

(ρ ′)
1 (δ; f) ïîëó÷àåì,÷òî P

(ρ)
p (δ ′; f) ⊇ P

(ρ ′)
1 (δ; f). Òàê êàê ÷èñëî δ ′ > 0 òàêæå ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, òî

P
(ρ)
p (·; f) ≺ P

(ρ ′)
1 (·; f). Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ P

(ρ ′)
1 (δ; f) ∈ Srd , êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

δ > 0, ñëåäóåò, ÷òî f ∈ W̃p(R, U). �Òàê êàê L∞(R, U) ⊆ M∗
p (R, U) äëÿ âñåõ p > 1, òî èç òåîðåìû 3, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òîäëÿ âñÿêîé �óíêöèè f ∈ W̃ (R, U) ∩ L∞(R, U) èìååì f ∈ W̃p(R, U) è, áîëåå òîãî, P

(ρ)
p (·; f) ≺

P
(ρ ′)
1 (·; f) (äëÿ âñåõ p > 1 ).Ëåììà 5. Ïóñòü T (·) ∈ T, f ∈ W̃ (R, U), g ∈ W̃p(R, U) ïðè íåêîòîðîì p > 1 è

ρ(f(·), g(·)) ∈ L∞(R, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P
(ρ ′)
1 (·; f) ≺ T (·) è P

(ρ)
p (·; g) ≺ T (·). Òîãäà

f ∈ W̃p(R, U) è P
(ρ)
p (·; f) ≺ T (·).



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 33ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê g ∈ Mp(R, U), òî òàêæå ñïðàâåäëèâî f ∈ Mp(R, U).Îáîçíà÷èì
C = ess sup

t∈R

ρ(f(t), g(t)).Âûáåðåì ëþáîå ÷èñëî δ ′ ∈ (0, 1] è ïîëîæèì δ ′′ = (1 + 3 p−1(1 + 2Cp))−
1
p δ ′. Îïðåäåëèì ìíîæå-ñòâà Tδ ′′(τ) = {t ∈ R : ρ(f(t), f(t + τ)) > δ ′′}, τ ∈ R. Äëÿ âñåõ l > 0 è ξ ∈ R, τ ∈ R (òàê êàê

δ ′′ ∈ (0, 1) ) èìååì
1

l
meas [ξ, ξ + l] ∩ Tδ ′′(τ) 6

1

lδ ′′

∫ ξ+l

ξ

ρ ′(f(t), f(t + τ)) dt <
1

δ ′′
D

(ρ ′)
1, l (f(·), f(· + τ)) ,ïîýòîìó

D
(ρ)
p, l(f(·), f(· + τ)) =

1

l
sup
ξ ∈R

∫ ξ+l

ξ

ρ p(f(t), f(t + τ)) dt 6 (2.1)
6

1

l
sup
ξ ∈R

∫

[ξ,ξ+l]∩Tδ ′′(τ)
ρ p(f(t), f(t + τ)) dt +

1

l
sup
ξ ∈R

∫

[ξ,ξ+l]\Tδ ′′ (τ)
ρ p(f(t), f(t + τ)) dt 6

6
1

l
sup
ξ ∈R

∫

[ξ,ξ+l]∩Tδ ′′ (τ)
3 p−1

(
ρ p(f(t), g(t)) + ρ p(g(t), g(t + τ)) + ρ p(f(t + τ), g(t + τ))

)
dt +

+ (δ ′′)p 6 2 · 3 p−1Cp
( 1

l
sup
ξ ∈R

meas [ξ, ξ + l] ∩ Tδ ′′(τ)
)
+

+ 3 p−1 1

l
sup
ξ ∈R

∫ ξ+l

ξ

ρ p(g(t), g(t + τ)) dt + (δ ′′)p 6

6 2 · 3 p−1Cp(δ ′′)−1D
(ρ ′)
1, l (f(·), f(· + τ)) + 3 p−1

(
D

(ρ)
p, l(g(·), g(· + τ))

)p
+ (δ ′′)p.Äëÿ ÷èñëà δ ′′ íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî

P
(ρ ′)
1 ((δ ′′)p+1; f)

⋂
P(ρ)

p (δ ′′; g) ⊇ T (δ).Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ T (δ) èç îöåíîê (2.1) ïðè l → +∞ âûòåêàåò îöåíêà D
(ρ)
p (f(·), f(· +

τ)) 6 δ ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, T (δ) ⊆ P
(ρ)
p (δ ′; f). Òàê êàê ÷èñëî δ ′ ∈ (0, 1] ìîæíî âûáèðàòüïðîèçâîëüíî, òî ïîñëåäíåå âëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî f ∈ W̃p(R, U) è P

(ρ)
p (·; f) ≺ T (·). �Ñëåäóþùèå òðè ïðîñòûå ëåììû ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà.Ëåììà 6. Ïóñòü f ∈ W̃ (R, U). Òîãäà ρ(f(·), x) ∈ W̃ (R, R) äëÿ âñåõ x ∈ U è, áîëåå òîãî,äëÿ âñåõ δ > 0

P
(ρ ′)
1 (δ; f) ⊆ P

(ρ ′

R
)

1 (δ; ρ(f(·), x)).Ëåììà 7. Ïóñòü fα, fα, j ∈ W̃p(R, U), j ∈ N, α ∈ A, p > 1, è
sup
α∈A

D(ρ)
p (fα, fα, j) → 0ïðè j → +∞. Åñëè T (·) ∈ T è P

(ρ)
p (·; fα, j) ≺

α
T (·) äëÿ âñåõ j ∈ N, òî P

(ρ)
p (·; fα) ≺

α
T (·).Èç ëåììû 7, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ T (·) ∈ Tè �óíêöèé f, fj ∈ W̃p(R, U), j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ D

(ρ)
p (f, fj) → 0 ïðè j → +∞ è P

(ρ)
p (·; fj) ≺

T (·) äëÿ âñåõ j ∈ N, òàêæå ñïðàâåäëèâî P
(ρ)
p (·; f) ≺ T (·).



34 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ëåììà 8. Ïóñòü (U, ρ) è (V, ρV ) � ( ïîëíûå ) ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî äëÿ �óíêöèè F : U → V âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ρV (F(x1),F(x2)) 6 Cρ(x1, x2),

x1, x2 ∈ U, ãäå C > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ W̃p(R, U), p > 1, èìååì F(f(·)) ∈

W̃p(R, V ). Åñëè T (·) ∈ T è P
(ρ)
p (·; f) ≺ T (·), òî òàêæå P

(ρV )
p (·;F(f)) ≺ T (·). Åñëè

fα ∈ W̃p(R, U), α ∈ A, è P
(ρ)
p (·; fα) ≺

α
T (·), òî òàêæå P

(ρV )
p (·;F(fα)) ≺

α
T (·).Ëåììà 8 (ïðè p = 1 ) ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ ïðîñòðàíñòâ (U, ρ ′) è (V, ρ ′

V ) (ñ çàìåíîéêîíñòàíòû C íà êîíñòàíòó max {1, C} ), ïîýòîìó äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ W̃ (R, U) èìååì
F(f(·)) ∈ W (R, V ) è âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ëåììû.Äëÿ y ∈ (H, ‖.‖) îáîçíà÷èì

sign y =

{
‖y‖−1y , åñëè y 6= 0,
0 , åñëè y = 0.Åñëè a > 0 è y ∈ H, òî ïîëîæèì

FH(a; y) =

{
a−1y , åñëè ‖y‖ 6 a,
‖y‖−1y , åñëè ‖y‖ > a.Äëÿ âñåõ y1, y2 ∈ H èìååò ìåñòî îöåíêà

‖FH(a; y1) −FH(a; y2)‖ 6
2

a
‖y1 − y2‖ .Ëåììà 9. Ïóñòü fα ∈ W̃ (R, (H, ‖.‖)), α ∈ A, T (·) ∈ T è P

(ρ ′

H
)

1 (·; fα) ≺
α

T (·). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî
lim

ε→+0
sup
α∈A

κ W ({t ∈ R : ‖fα(t)‖ 6 ε}) = 0 . (2.2)Òîãäà sign fα(·) ∈ W̃1(R,H) è κ W ({t ∈ R : fα(t) = 0}) = 0, α ∈ A. Áîëåå òîãî,
P

(ρH)
1 (·; sign fα) ≺

α
T (·).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî κ W ({t ∈ R : fα(t) = 0}) = 0 äëÿ âñåõ

α ∈ A. Îïðåäåëèì �óíêöèè fα, j(·) = FH(j−1; fα(·)), j ∈ N. Èç ëåììû 8 (è óòâåðæäåíèÿïîñëå íåå) ïîëó÷àåì, ÷òî fα, j ∈ W̃ (R,H), α ∈ A, è P
(ρ ′

H
)

1 (·; fα, j) ≺
α

T (·), j ∈ N. Òàê êàê
‖fα, j‖∞ 6 1, òî fα, j ∈ W̃ (R,H) ∩ L∞(R,H) ⊆ W̃1(R,H), α ∈ A, è P

(ρH)
1 (·; fα, j) ≺

α
T (·), j ∈ N(ñì. òåîðåìó 3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, sign fα(·) ∈ L∞(R,H) ⊆ M1(R,H) è

‖sign fα − fα, j‖1 6 κ W ({t ∈ R : ‖fα(t)‖ < j−1}) , α ∈ A ,ïîýòîìó lim
j →+∞

sup
α∈A

‖ sign fα − fα, j ‖1 = 0 . Òåïåðü èç ëåììû 7 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ Añïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå sign fα(·) ∈ W̃1(R,H) è P
(ρH)
1 (·; sign fα) ≺

α
T (·). �Ëåììà 10. Ïóñòü f1, f2 ∈ W̃ (R,H), T (·) ∈ T è P

(ρ ′

H
)

1 (·; fj) ≺ T (·) ïðè j = 1, 2. Òîãäà
f1 + f2 ∈ W̃ (R,H) è P

(ρ ′

H
)

1 (·; f1 + f2) ≺ T (·).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 10 äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ âëîæåíèåì
P

(ρ ′

H
)

1 (δ1; f1)
⋂

P
(ρ ′

H
)

1 (δ2; f2) ⊆ P
(ρ ′

H
)

1 (δ1 + δ2; f1 + f2),ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ �óíêöèé f1, f2 ∈ W̃ (R,H) è ÷èñåë δ1, δ2 > 0.Îáîçíà÷èì ÷åðåç W̃ (R) ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ W̃1(R, R).



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 35ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ëåììà 11. Ïóñòü f ∈ W̃ (R,H), T ∈ W̃ (R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P
(ρ ′

H
)

1 (·; f)∩P
(ρR)
1 (·;χT ) ∈

T. Òîãäà χT f ∈ W̃ (R,H) è äëÿ ëþáûõ δ1, δ2 > 0

P
(ρ ′

H
)

1 (δ1; f)
⋂

P
(ρR)
1 (δ2;χT ) ⊆ P

(ρ ′

H
)

1 (δ1 + δ2;χT f) .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü τ ∈ P
(ρ ′

H
)

1 (δ1; f) ∩ P
(ρR)
1 (δ2;χT ). Òîãäà

D
(ρ ′

H
)

1 (χT (·)f(·), χT (· + τ)f(· + τ)) =

= lim
l→+∞

1

l
sup
ξ ∈R

∫ ξ+l

ξ

min {1, ‖χT (t)f(t) − χT (t + τ)f(t + τ)‖} dt 6

6 lim
l→+∞

1

l
sup
ξ ∈R

∫ ξ+l

ξ

min {1, ‖(χT (t) − χT (t + τ))f(t)‖} dt +

+ lim
l→+∞

1

l
sup
ξ ∈R

∫ ξ+l

ξ

min {1, ‖χT (t + τ)(f(t) − f(t + τ))‖} dt 6

6 lim
l→+∞

1

l
sup
ξ∈R

∫ ξ+l

ξ

|χT (t) − χT (t + τ)| dt + lim
l→+∞

1

l
sup
ξ ∈R

∫ ξ+l

ξ

min {1, ‖f(t) − f(t + τ)‖} dt =

= ‖χT (t) − χT (t + τ)‖1 + D
(ρ ′

H
)

1 (f(·), f(· + τ)) < δ1 + δ2è, ñëåäîâàòåëüíî, τ ∈ P
(ρ ′

H
)

1 (δ1 + δ2;χT f). Òàê êàê ÷èñëà δ1, δ2 > 0 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèç-âîëüíî, òî χT f ∈ W̃ (R,H). �Ñëåäóþùàÿ ëåììà 12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 11.Ëåììà 12. Ïóñòü f ∈W̃ (R,H), T ∈W̃ (R), T (·)∈T, P
(ρ ′

H
)

1 (·; f)≺T (·), P
(ρR)
1 (·;χT )≺T (·).Òîãäà χT f ∈ W̃ (R,H) è P

(ρ ′

H
)

1 (·;χT f) ≺ T (·).Ëåììà 13. Ïóñòü T (·) ∈ T è Tj ∈ W̃ (R), P
(ρR)
1 (·;χTj

) ≺ T (·), j = 1, 2. Òîãäà ìíîæåñòâà
T1∩T2 , T1∪T2 è T1\T2 ïðèíàäëåæàò W̃ (R) è P

(ρR)
1 (·;χT1 ∩T2) ≺ T (·), P

(ρR)
1 (·;χT1 ∪T2) ≺ T (·)è P

(ρR)
1 (·;χT1\T2

) ≺ T (·).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà T ∈ W̃ (R), äëÿ êîòîðîãî P
(ρR)
1 (·;χT ) ≺

T (·), èìååì χR \T (·) = 1 − χT (·) ∈ W̃1(R, R), ïðè ýòîì P
(ρR)
1 (δ;χR \T ) = P

(ρR)
1 (δ;χT ) äëÿ âñåõ

δ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå R \T ∈ W̃ (R) è P
(ρR)
1 (·;χR \T ) ≺ T (·). Îòñþäà ïîëó÷àåì (òàêêàê T1 ∪ T2 = R\ ((R \T1) ∩ (R \T2)) è T1\T2 = T1 ∩ (R \T2) ), ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüòîëüêî ñëó÷àé ìíîæåñòâà T1 ∩ T2 . Íî â ýòîì ñëó÷àå èç ëåììû 12 ñëåäóåò, ÷òî χT1 ∩T2(·) =

χT1(·)χT2(·) ∈ W̃1(R, R) è P
(ρR)
1 (·;χT1 ∩T2) ≺ T (·). �Ïóñòü T (·) ∈ T. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃

(W ){T (·)} ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈Nïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Tj ∈ W̃ (R) (êîòîðûå ìîãóò áûòü ïóñòûìè) òàêèõ, ÷òî
meas R \

⋃
j ∈N

Tj = 0, κ W (R \
⋃

j 6N

Tj) → 0 ïðè N → +∞ è P
(ρR)
1 (·;χTj

) ≺ T (·) äëÿ êàæäîãî
j ∈ N (òîãäà èç ëåìì 7 è 13 ñëåäóåò, ÷òî òàêæå P

(ρR)
1 (·;χTj

) ≺
j
T (·) ).Åñëè {Tj}j ∈N ∈ M̃

(W ){T (·)}, ãäå T (·) ∈ T, òî (â ñèëó ëåìì 7 è 13) äëÿ ëþáîãî ìíî-æåñòâà J ⊆ N ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå T (J)
.
=

⋃
j ∈ J

Tj ∈ W̃ (R) ( T (∅) = ∅ ) è, áîëåå òîãî,
P

(ρR)
1 (·;χT (J)) ≺

J ⊆N

T (·).Åñëè {T
(l)

j }j ∈N ∈ M̃
(W ){T (·)}, l = 1, 2, òî òàêæå

{T
(1)

j1

⋂
T

(2)
j2

}j1, j2 ∈N ∈ M̃
(W ){T (·)} . (2.3)



36 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ëåììà 14. Ïóñòü fj ∈ M c (R, U), Tj ⊆ R � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçìåðèìûå ìíî-æåñòâà, j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ meas R \
⋃

j ∈N

Tj = 0 è κ W (R \
⋃

j 6N

Tj) → 0 ïðè N → +∞.Òîãäà F({fj}, {Tj}; ·) ∈ M c (R, U).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ε, δ > 0. Âûáåðåì N ∈ N òàê, ÷òî κ W (R \
⋃

j6N

Tj) < δ
2 .Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , N íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Kj ∈ cl c U òàêîå, ÷òî

κ W ({t ∈ R : ρ(fj(t),Kj) > ε}) <
δ

2N
.Òîãäà K

.
=

N⋃
j =1

Kj ∈ cl c U è
κ W ({t ∈ R : ρ(F({fj}, {Tj}; t),K) > ε}) 6 κ W (R \

⋃

j 6N

Tj)+

+

N∑

j = 1

κ W ({t ∈ R : ρ(fj(t),Kj) > ε}) < δ .Ëåììà 15. Ïóñòü {Tj}j∈N ∈ M̃
(W ){T (·)}, ãäå T (·) ∈ T, fj ∈ W̃ (R, U), P

(ρ ′)
1 (·; fj) ≺ T (·)äëÿ êàæäîãî j ∈ N. Òîãäà F({fj}, {Tj}; ·) ∈ W̃ (R, U) è P

(ρ ′)
1 (·; F({fj}, {Tj}; ·)) ≺ T (·).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñåõ N ∈ N îïðåäåëèì �óíêöèè f(N ; t), t ∈ R, ñîâïà-äàþùèå ñ �óíêöèÿìè fj(t) ïðè t ∈ Tj , j = 1, . . . , N, è òàêèå, ÷òî f(N ; t) = x0 ∈ U ïðè

t ∈ R \
⋃

j 6N

Tj . Èç ëåìì 10 è 12 (à òàêæå èç òåîðåìû Ôðåøå îá èçîìåòðè÷åñêîì âëîæåíèèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî) ñëåäóåò, ÷òî f(N ; ·) ∈ W̃ (R, U)è P
(ρ ′)
1 (·; f(N ; ·)) ≺ T (·). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå F({fj}, {Tj}; ·) ∈ M(R, U)è

D
(ρ ′)
1 (F({fj}, {Tj}; ·), f(N ; ·)) 6 κ W (R \

⋃

j 6N

Tj) , N ∈ N .Òàê êàê κ W (R \
⋃

j 6N

Tj) → 0 ïðè N → +∞, òî èç ëåììû 7 ïîëó÷àåì, ÷òî F({fj}, {Tj}; ·) ∈

W̃ (R, U) è P
(ρ ′)
1 (·; F({fj}, {Tj}; ·)) ≺ T (·). �Ëåììà 16. Ïóñòü {Tj}j ∈N ∈ M̃

(W ){T (·)}, ãäå T (·) ∈ T, è xj ∈ U, j ∈ N. Òîãäà
F({xj}, {Tj}; ·) ∈ W̃ c (R, U) è P

(ρ ′)
1 (·; F({xj}, {Tj}; ·)) ≺ T (·).Ëåììà 16 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåìì 14 è 15.Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ W̃ c (R, U) è h ∈ W1(R, R) � ëþáàÿ �óíêöèÿ ñ ïëîòíûì â R (ñ÷åò-íûì) ìîäóëåì ÷àñòîò Mod h. Îáîçíà÷èì T (·)

.
= P

(ρ ′)
1 (·; f) ∩ P

(ρR)
1 (·;h). Òîãäà T (·) ∈ T èäëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tj}j ∈N ∈ M̃
(W ){T (·)} è òî÷êè xj ∈ U,

j ∈ N, òàêèå, ÷òî ρ(f(t), xj) < ε ïðè âñåõ t ∈ Tj , j ∈ N ( èç ëåììû 16 ñëåäóåò, ÷òî
F({xj}, {Tj}; ·) ∈ W̃ c (R, U) è P

(ρ ′)
1 (·; F({xj}, {Tj}; ·)) ≺ T (·) ). Åñëè, áîëåå òîãî, f ∈ W̃ c

p (R, U)ïðè íåêîòîðîì p > 1, òî T ′(·)
.
= P

(ρ)
p (·; f) ∩ P

(ρR)
1 (·;h) ∈ T, T (·) ≺ T ′(·), F({xj}, {Tj}; ·) ∈

W̃ c
p (R, U) è P

(ρ)
p (·; F({xj}, {Tj}; ·)) ≺ T ′(·).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ïðèâåäåíî â êîíöå ýòîãî ïàðàãðà�à. Òåîðåìà 4 ñóùåñòâåííî èñ-ïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 37ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R, U) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W̃ c (R, U) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå T (ε)(·) ∈ T,ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T
(ε)
j }j ∈N ∈ M̃

(W ){T (ε)(·)} è òî÷êè x
(ε)
j ∈ U, j ∈ N, òàêèå, ÷òî

ess sup
t∈R

ρ(f(t), F({x
(ε)
j }, {T

(ε)
j }; ·)) < ε .Ïðè ýòîì äëÿ �óíêöèè f ∈ W̃ c (R, U) ìîæíî ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ T (ε)(·) âûáðàòüòàê, ÷òî T (·)

.
=

⋂
ε > 0

T (ε)(·) ∈ T ( â ýòîì ñëó÷àå P
(ρ ′)
1 (·; f) ≺ T (·) ).Ïóñòü W (R) � ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ χT ∈ W1(R, R). Äëÿ ìíîæåñòâ

T ∈ W (R) îáîçíà÷èì Mod T
.
= Mod χT . Åñëè Λ � ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü â R, òî ïóñòü

M
(W )(Λ) � ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Tj}j ∈N ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

Tj ∈ W (R), äëÿ êîòîðûõ Mod Tj ⊆ Λ, meas R \
⋃

j ∈N

Tj = 0 è κ W (R \
⋃

j 6N

Tj) → 0 ïðè
N → +∞.Åñëè {Tj}j ∈N ∈ M

(W )(Λ) è xj ∈ U, j ∈ N, � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, òî F({xj}, {Tj}; ·) ∈
W (R, U) è Mod F({xj}, {Tj}; ·) ⊆ Λ [8℄. Â [8℄ òàêæå ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íà êîòîðîéîñíîâûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 è àíàëîãîì êîòîðîé (äëÿ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
W̃ c (R, U) ) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 4.Òåîðåìà 5. Ïóñòü f ∈ W (R, U). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Tj}j ∈N ∈ M

(W )(Mod f) è òî÷êè xj ∈ U, j ∈ N, òàêèå, ÷òî ρ(f(t), xj) < ε ïðè âñåõ t ∈ Tj .Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 èñïîëüçóåòñÿ ëèáî òåîðåìà 6 (ñì. [8℄), ëèáî ëåììà 17 (êàêýòî ñäåëàíî â [17℄).Ïóñòü A � ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ìíîæåñòâ M ⊂ M(R, R), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíîíàéòè ÷èñëà l = l(ε, M) > 0 è τ0 = τ0(ε, M) > 0 òàêèå, ÷òî
sup
f ∈M

sup
τ ∈ [0,τ0]

D
(ρ ′

R
)

1, l (f(·), f(· + τ)) < ε .Åñëè M ∈ A, òî
lim

τ0 →+0
sup
f ∈M

sup
τ ∈ [0,τ0]

D
(ρ ′

R
)

1 (f(·), f(· + τ)) = 0 .Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ W (R, R) îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {f} ïðèíàäëåæèò A [12℄.Òåîðåìà 6. Ïóñòü M ∈ A, ∆ > 0, T > 0 è δ ∈ (0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿñ ïåðèîäîì T íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ g : R → R, çàâèñÿùàÿ îò M, ∆, T, íî íå îò ÷èñëà δ,äëÿ êîòîðîé ‖g‖∞ < ∆, è ÷èñëà ε = ε(δ,∆) > 0 è l = l(δ,∆, M) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
λ ∈ R è âñåõ f ∈ M

sup
ξ ∈R

1

l
meas {t ∈ [ξ, ξ + l] : |f(t) + g(t) − λ| 6 ε} < δ .Òåîðåìà 6 áûëà äîêàçàíà â [8℄ äëÿ ìíîæåñòâ M ⊂ W (R, R), íî åå äîêàçàòåëüñòâî áåç êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ M ⊂ M(R, R)(äëÿ êîòîðûõ M ∈ A ).Ëåììà 17 (ñì. [17℄). Ïóñòü f ∈ W (R, R). Òîãäà ìíîæåñòâî ÷èñåë λ ∈ R, äëÿ êîòîðûõ
lim

ε→+0
κ W ({t ∈ R : |f(t) − λ| 6 ε}) > 0 ,íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.



38 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà T ⊆ R îáîçíà÷èì
κ S (T )

.
= ‖χT ‖1, 1 = sup

ξ ∈R

meas [ξ, ξ + 1]
⋂

T .Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R,H) îáëàäàåò σ(S) -ñâîéñòâîì (èëè ïðîñòî σ -ñâîéñò-âîì (ñì. [18, ñ. 502℄)), åñëè lim
ε→+0

κ S ({t ∈ R : ‖f(t)‖ 6 ε}) = 0.Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f ∈ M(R,H) îáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì, åñëè
lim

ε→+0
κ W ({t ∈ R : ‖f(t)‖ 6 ε}) = 0 .Åñëè �óíêöèÿ f ∈ S(R,H) îáëàäàåò σ(S) -ñâîéñòâîì, òî sign f ∈ S1(R,H) è Mod sign f ⊆

Mod f [18, 4℄. Àíàëîãè÷íî, åñëè �óíêöèÿ f ∈ W (R,H) îáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì, òî sign f ∈

W1(R,H) è Mod sign f ⊆ Mod f [14, 8℄. Èç ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ �óíêöèé f ∈ W̃ (R,H),îáëàäàþùèõ σ(W ) -ñâîéñòâîì, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå sign f ∈ W̃1(R,H) è P
(ρH)
1 (·; sign f) ≺

P
(ρ ′

H
)

1 (·; f). Íå âñÿêàÿ �óíêöèÿ f ∈ S(R,H) îáëàäàåò σ(S) -ñâîéñòâîì (êàê è íå âñÿêàÿ �óíêöèÿ
f ∈ W (R,H) îáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì). Â [4℄ ïðèâåäåí ïðèìåð �óíêöèè f ∈ CAP (R, R)òàêîé, ÷òî |f(t)| < 1 ïðè âñåõ t ∈ R è sign (f(·)−λ) /∈ S1(R, R) äëÿ âñåõ λ ∈ (−1, 1), ïðè ýòîììíîæåñòâà {t ∈ R : f(t) = λ} ñ÷åòíû è íå èìåþò êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî,�óíêöèÿ f(·) − λ äëÿ âñåõ λ ∈ (−1, 1) íå îáëàäàåò σ(S) -ñâîéñòâîì. Ëåììà 17 îçíà÷àåò, ÷òîäëÿ �óíêöèè f ∈ W (R, R) íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî N(f) ⊂ R òàêîå, ÷òî�óíêöèÿ f(·) − λ îáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì äëÿ âñåõ λ ∈ R \N(f). Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òîäëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ W (R, R) íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ g : R → R ñçàäàííûì ïåðèîäîì T è ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé íîðìîé ‖g‖∞ òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(·)+g(·)−λîáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì äëÿ âñåõ λ ∈ R.Âûáåðåì ëþáûå ÷èñëà aj > 0, j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ aj+1 (a1 + . . . + aj)

−1 → +∞ ïðè
j → +∞, è ïóñòü xj ∈ R, j ∈ N, � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åêêîòîðîé ñîâïàäàåò ñî âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

f(t) =

{
x1 , åñëè t ∈ [−a1, a1] ,
xj , åñëè t ∈ [−aj , aj ] \ [−aj−1, aj−1] , j ∈ N \{1} .Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f ∈ W̃ (R, R), ïðè ýòîì äëÿ âñåõ λ ∈ R �óíêöèÿ f(·) − λ íåîáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ λ ∈ R è âñåõ ε > 0

κ W ({t ∈ R : |f(t) − λ| 6 ε}) = 1 .Ïðèâåäåì òàêæå ïðèìåð �óíêöèè f ∈ W̃ (R, R) òàêîé, ÷òî f(t) ∈ {0, 1} ïðè âñåõ t ∈ R è
D

(ρ ′

R
)

1 (f(·), f(· + τj)) = D
(ρR)
1 (f(·), f(· + τj)) = 1äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τj → +0, j ∈ N. Âûáåðåì äëÿ âñåõ j ∈ N êàêèå-ëèáî÷èñëà k(j) ∈ N òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ k ∈ N ìíîæåñòâî {j ∈ N : k(j) = k} áûëî áåñêîíå÷íûì.Ïîëîæèì

f(t) =





0 , åñëè t ∈ [0, 1) ,
1 , åñëè t ∈ [−1, 0) ,
1
2 (1 + (−1)[2

k(j)t]) , åñëè t ∈ [2 j−1, 2 j) ∪ [−2 j,−2 j−1) , j ∈ N ,ãäå [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ξ ∈ R. Òàê êàê D
(ρR)
1 (f(·), f(· + m)) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ Z, òî

f ∈ W̃1(R, R). Ïðè ýòîì D
(ρR)
1 (f(·), f(· + τj)) = 1 äëÿ âñåõ τj = 2−j , j ∈ N.



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 39ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 7. Ïóñòü fα ∈ W̃ (R, R), α ∈ A, ∆ > 0 è Λ � ñ÷åòíûé ïëîòíûé â R ìîäóëü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
T (·)

.
=

⋂

α∈A

P
(ρ ′

R
)

1 (·; fα) ∈ T . (2.4)Òîãäà íàéäåòñÿ �óíêöèÿ g ∈ S1(R, R)∩L∞(R, R) ( çàâèñÿùàÿ îò ∆, Λ è T (·) ) òàêàÿ, ÷òî
Mod g ⊆ Λ, ‖g‖∞ < ∆ è

lim
ε→+0

sup
α∈A

κ W ({t ∈ R : |fα(t) + g(t)| 6 ε}) = 0 . (2.5)Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 ïðèâåäåíî â � 3.Ïóñòü f ∈ W̃ (R, R). Òîãäà äëÿ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà A = R è �óíêöèé fα(·) = f(·) −
α ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (2.4). Ïîýòîìó èç òåîðåìû 7 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãîïëîòíîãî â R ìîäóëÿ Λ íàéäåòñÿ �óíêöèÿ g ∈ S1(R, R) ∩ L∞(R, R) ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîéíîðìîé ‖g‖∞ , äëÿ êîòîðîé Mod g ⊆ Λ, è òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(·) + g(·) − λ îáëàäàåò σ(W ) -ñâîéñòâîì äëÿ âñåõ λ ∈ R (èç ëåìì 4 è 10 ñëåäóåò, ÷òî f + g ∈ W̃ (R, R) ).Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (U, ρ) è (V, ρV ) îáîçíà÷èì ÷åðåç C(U, V ) ìåòðè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé F : U → V ñ ìåòðèêîé

dC(U,V ) = sup
x∈U

min {1, ρV (F1(x),F2(x))}, F1,F2 ∈ C(U, V ).Òåîðåìà 8 (ñì. [14℄). Ïóñòü (U, ρ) è (V, ρV ) � ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ t → F(·; t) ∈ C(U, V ) ïðèíàäëåæèò W1(R, (C(U, V ), dC(U,V ))) è f ∈
W (R, U). Òîãäà F(f(·); ·) ∈ W (R, V ) è ModF(f(·); ·) ⊆ ModF(·; ·) + Modf(·).Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8 èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà 5. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-ìû, îáîáùàþùåé ëåììó 8, îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 4 è âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâóòåîðåìû 8 (ñì. [14℄).Òåîðåìà 9. Ïóñòü (U, ρ) è (V, ρV ) � ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì,÷òî �óíêöèÿ t → F(·; t) ∈ C(U, V ) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W̃ c

1 (R, (C(U, V ), dC(U,V ))),

f ∈ W̃ c (R, U) è ïðè ýòîì T (·)
.
= P

(dC(U,V ))

1 (·;F(·; ·)) ∩ P
(ρ ′)
1 (·; f) ∈ T. Òîãäà F(f(·); ·) ∈

W̃ c (R, V ) è P
(ρ ′

V )
1 (·;F(f(·); ·)) ≺ T (·) ∩ P

(ρ ′

R
)

1 (·;h) äëÿ ëþáîé �óíêöèè h ∈ W1(R, R) ñ ïëîò-íûì â R (ñ÷åòíûì) ìîäóëåì ÷àñòîò Mod h.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 4. Âêëþ÷åíèå T (·) ∈ T ñëåäóåò èç ëåììû 4. Â ñèëóëåììû 2 ñóùåñòâóþò òî÷êè xj ∈ U, j ∈ N, òàêèå, ÷òî
ρ(f(t),

⋃

j ∈N

{xj}) <
ε

3
(2.6)ïðè ï. â. t ∈ R è

lim
N →+∞

κ W ({t ∈ R : ρ(f(t),
⋃

j 6N

{xj}) >
ε

3
}) = 0 . (2.7)Îáîçíà÷èì gj(t) = ρ(f(t), xj) −

2
3 ε, t ∈ R, j ∈ N. Èç ëåììû 6 ïîëó÷àåì, ÷òî gj ∈ W̃ (R, R) è

P
(ρ ′

R
)

1 (·; gj) ≺
j
P

(ρ ′)
1 (·; f), ïîýòîìó òàêæå P

(ρ ′

R
)

1 (·; gj) ≺
j
T (·). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 7 íàéäåì�óíêöèþ g ∈ S1(R, R)∩L∞(R, R) (çàâèñÿùóþ îò ε, Mod h è �óíêöèè f (à òàêæå îò âûáîðàòî÷åê xj , j ∈ N, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò ÷èñëà ε è �óíêöèè f )) òàêóþ, ÷òî

Mod g ⊆ Mod h (òîãäà P
(ρR)
1 (·; g) ≺ T (·) ), ‖g‖∞ < ε

3 è
limeε→+0

sup
j ∈N

κ W ({t ∈ R : |gj(t) + g(t)| 6 ε̃}) = 0 . (2.8)



40 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Èç ëåìì 4 è 10 ñëåäóåò gj +g ∈ W̃ (R, R), j ∈ N. Òàê êàê P
(ρ ′

R
)

1 (·; gj) ≺
j
T (·) è P

(ρR)
1 (·; g) ≺ T (·),òî, ó÷èòûâàÿ ëåììó 10, ïîëó÷àåì P

(ρ ′

R
)

1 (·; gj + g) ≺
j
T (·). Òåïåðü èç (2.8) è ëåììû 9 âûòåêàåòñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèé sign (gj(·)+g(·)) ∈ W̃1(R, R) (è κ W ({t ∈ R : gj(t)+g(t) = 0}) = 0 ),

j ∈ N. Áîëåå òîãî, P
(ρR)
1 (·; sign (gj(·) + g(·))) ≺

j
T (·).Îáîçíà÷èì T ′

j = {t ∈ R : gj(t) + g(t) < 0}, j ∈ N. Òîãäà (ýòî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èçëåììû 8) T ′
j ∈ W̃ (R) è P

(ρR)
1 (·;χT ′

j
) ≺

j
T (·). Åñëè t ∈ T ′

j , òî ρ(f(t), xj) < ε. Ïðè ï. â.
t ∈ R \T ′

j èìååì ρ(f(t), xj) > ε
3 . Ïîýòîìó (ñì. (2.6)) meas R \

⋃
j ∈N

T ′
j = 0 è èç (2.7) âûòåêàåò,÷òî κ W (R \

⋃
j 6N

T ′
j ) → 0 ïðè N → +∞. Îáîçíà÷èì T1 = T ′

1 è Tj = T ′
j \

⋃
k < j

T ′
k ïðè j > 2.Â ñèëó ëåììû 13 Tj ∈ W̃ (R) è P

(ρR)
1 (·;χTj

) ≺ T (·) äëÿ âñåõ j ∈ N. Êðîìå òîãî, ⋃
j 6N

Tj =

⋃
j 6N

T ′
j , N ∈ N, ïîýòîìó {Tj}j ∈N ∈ M̃

(W )(T (·)) (è, ñëåäîâàòåëüíî, P
(ρR)
1 (·;χTj

) ≺
j
T (·) ). Òàêêàê Tj ⊆ T ′

j , j ∈ N, òî äëÿ âñåõ t ∈ Tj èìååì ρ(f(t), xj) < ε. Èç ëåììû 16 ïîëó÷àåì,÷òî F({xj}, {Tj}; ·) ∈ W̃ c (R, U) è P
(ρ ′)
1 (·; F({xj}, {Tj}; ·)) ≺ T (·). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

f ∈ W̃ c
p (R, U) ïðè íåêîòîðîì p > 1. Òîãäà èç ëåììû 4 ñëåäóåò

T ′(·) = P(ρ)
p (·; f)

⋂
P

(ρR)
1 (·;h) ∈ T(ïðè ýòîì P

(ρ)
p (·; f) ≺ T ′(·) ). Òàê êàê P

(ρ)
p (δ; f) ⊆ P

(ρ ′)
p (δ; f) äëÿ âñåõ δ > 0, òî T (·) ≺ T ′(·).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ρ(f(·), F({xj}, {Tj}; ·)) ∈ L∞(R, R), ïîýòîìó èç ëåììû 5 ïîëó÷àåì, ÷òî

F({xj}, {Tj}; ·) ∈ W̃ c
p (R, U) è P

(ρ)
p (·; F({xj}, {Tj}; ·)) ≺ T ′(·). Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.� 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7Ñ�îðìóëèðóåì ïðåäâàðèòåëüíî ïðîñòóþ ëåììó, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû 7.Ëåììà 18. Åñëè aj ∈ {−1, 0, 1}, j ∈ N, òî äëÿ âñåõ k ∈ N

∣∣
+∞∑

j = 1

3−jaj

∣∣ >
1

2
3−k|ak| .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 7. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆ ∈

(0, 1]. Äëÿ b > 0 è θ > 0 ïîëîæèì
g(θ, b; t) =

{
1 , åñëè t ∈ [0, b) ∪ [2b, (2 + θ)b) ,
−1 , åñëè t ∈ [b, 2b) ,è ïðîäîëæèì �óíêöèþ g(θ, b; ·) ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì (2 + θ)b íà âñþ âåùåñòâåííóþ ïðÿ-ìóþ R. Ïðè ýòîì

g(θ, b; t + b) − g(θ, b; t) =





−2 ïðè t ∈ [0, b) ,
2 ïðè t ∈ [b, 2b) ,
0 ïðè t ∈ [2b, (2 + θ)b)è �óíêöèÿ g(θ, b; . + b)− g(θ, b; ·) òàêæå ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì (2 + θ)b. Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè,ñëåäóåò, ÷òî

κ W ({t ∈ R : g(θ, b; t + b) − g(θ, b; t)}) =
θ

2 + θ
. (3.1)



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 41ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Îïðåäåëèì ÷èñëà εj > 0, j ∈ N. Åñëè k2 6 j < (k + 1)2, k ∈ N, òî ïîëîæèì
εj = ∆k

.
= 3−2k(k2+2k+2)∆ .Ïóñòü δj = 2−jεj . Âûáåðåì ÷èñëà τj ∈ T (δj) (çàâèñÿùèå îò ∆ è ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

T (·), íî íå îò èíäåêñà α ∈ A ) èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâ 0 < τ1 < τ2 < τ3 < . . . . Òàê êàê
τj ∈ P

(ρ ′

R
)

1 (δj ; fα) äëÿ âñåõ α ∈ A, òî
D

(ρ ′

R
)

1 (fα(·), fα(· + τj)) < δj , α ∈ A .Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ÷èñëà lj = lj(α) > 0 (çàâèñÿùèå òàêæå îò ∆ è ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-æåíèÿ T (·) ) òàêèå, ÷òî ÷èñëà τj ÿâëÿþòñÿ (δj ,D
(ρ ′)
1, l ) -ïî÷òè ïåðèîäàìè �óíêöèé fα , α ∈ A,äëÿ âñåõ l > lj(α).Äëÿ l > 0 è ξ ∈ R îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Aα
j (l, ξ) = {t ∈ [ξ, ξ + l] : |fα(t) − fα(t + τj)| < εj} , j ∈ N , α ∈ A .Òàê êàê εj ∈ (0, 1), òî ïðè l > lj(α) (ïðè âñåõ ξ ∈ R ) èìååì
εj

l
meas [ξ, ξ + l] \Aα

j (l, ξ) 6 D
(ρ ′)
1, l (fα(·), fα(· + τj)) < δj = 2−jεj .Îòêóäà

1

l
meas [ξ, ξ + l] \Aα

j (l, ξ) < 2−j . (3.2)Äëÿ âñåõ k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð {m,m ′} ÷èñåë m,m ′ ∈
{0, 1, . . . , 2k}, äëÿ êîòîðûõ m < m ′. Ïðè {m,m ′} ∈ Nk ïîëîæèì sk(m,m ′) = 2k3 + m + (2k +

1)m ′ è âûáåðåì ÷èñëà θ
(k)
m, m ′ > 0 òàê, ÷òî

θ
(k)
m, m ′ (2 + θ

(k)
m, m ′)

−1 < 2−sk(m, m ′) , (3.3)
2π (2 + θ

(k)
m, m ′)

−1(τ k2+m ′ − τ k2+m)−1 ∈ Λ . (3.4)Äëÿ ðàçíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð {m,m ′} ∈ Nk ÷èñëà sk(m,m ′) ðàçíûå è 2k3 < sk(m,m ′) <
2(k + 1)3. Îïðåäåëèì �óíêöèè

g
(k)
m, m ′ (t) = g(θ

(k)
m, m ′ , τ k2+m ′ − τ k2+m ; t) , t ∈ R , {m,m ′} ∈ Nk ,

g(t) = 4∆
∑

k∈N

∑

{m, m ′}∈Nk

3−sk(m, m ′) g
(k)
m, m ′ (t) , t ∈ R .Èìååì g

(k)
m, m ′ (t) ∈ {−1, 1} è

|g(t)| < 4∆
+∞∑

j = 2

3−j =
2∆

3
< ∆äëÿ âñåõ t ∈ R. Òàê êàê g

(k)
m, m ′ � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè ñ ïåðèîäàìè (2 + θ

(k)
m, m ′)(τ k2+m ′ −

τ k2+m) (ñëåäîâàòåëüíî, Mod g
(k)
m, m ′ ⊆ Λ (ñì. (3.4)), òî g ∈ S1(R, R) è

Mod g ⊆
∑

k∈N, {m, m ′}∈Nk

Mod g
(k)
m, m ′ ⊆ Λ .



42 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äëÿ k ∈ N è {m,m ′} ∈ Nk èç (3.1) è (3.3) âûòåêàåò îöåíêà
κ W ({t ∈ R : g

(k)
m, m ′ (t + τ k2+m ′) = g

(k)
m, m ′ (t + τ k2+m)}) = θ

(k)
m, m ′ (2 + θ

(k)
m, m ′)

−1 < 2−sk(m, m ′).Ïóñòü T (k) = {t ∈ R : g
(k)
m, m ′ (t + τ k2+m ′) 6= g

(k)
m, m ′ (t + τ k2+m)} äëÿ âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

{m,m ′} ∈ Nk }, k ∈ N. Òàê êàê
κ W (R \T (k)) 6

∑

{m, m ′}∈Nk

κ W ({t ∈ R : g
(k)
m, m ′ (t + τ k2+m ′) = g

(k)
m, m ′ (t + τ k2+m)}) =

= θ
(k)
m, m ′ (2 + θ

(k)
m, m ′)

−1 <
∑

{m, m ′} ∈Nk

2−sk(m, m ′) < 2−2k3−2,òî íàéäåòñÿ ÷èñëî l̃k > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ l > l̃k è âñåõ ξ ∈ R

1

l
meas [ξ, ξ + l] \T (k) < 2−2k3−1 . (3.5)Åñëè t ∈ T (k), òî äëÿ âñåõ {m,m ′} ∈ Nk

| g
(k)
m, m ′ (t + τ k2+m ′) − g

(k)
m, m ′ (t + τ k2+m) | = 2 ,ïîýòîìó èç ëåììû 18 ïîëó÷àåì

| g(t + τ k2+m ′) − g(t + τ k2+m) | > 4∆ · 3−sk(m, m ′).Äëÿ k ∈ N, α ∈ A, l > 0 è ξ ∈ R îïðåäåëèì ìíîæåñòâà
Bα

k (l, ξ) = T (k)
⋂( k2 + 2k⋂

j = k2

Aα
k (l, ξ)

)
.Åñëè

l > l ′k(α)
.
= max { l̃k , τ k2+2k , max

j = k2, ... , k2 +2k
lj(α) },òî (ïðè âñåõ ξ ∈ R ) èç (3.2), (3.5) ñëåäóåò îöåíêà

1

l
meas [ξ, ξ + l] \Bα

k (l, ξ) < 2−2k3−1 +

2k∑

j =0

2−k2−j < 2−2k3−1 + 2−k2+1è äëÿ âñåõ t ∈ Bα
k (l, ξ) è âñåõ {m,m ′} ∈ Nk èìååì

| fα(t + τ k2+m ′) + g(t + τ k2+m ′) − fα(t + τ k2+m) − g(t + τ k2+m) | >

> | g(t + τ k2+m ′) − g(t + τ k2+m) | − | fα(t) − fα(t + τ k2+m ′) | − | fα(t) − fα(t + τ k2+m) | >

> 4∆ · 3−sk(m, m ′) − ε k2+m ′ − ε k2+m > 2∆ · 3−2k(k2+2k+2) = 2∆k .Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë t + τ k2+m , m = 0, 1, . . . , 2k (ãäå t ∈ Bα
k (l, ξ) ), èìååòñÿ íåáîëåå îäíîãî ÷èñëà t + τ k2+m , äëÿ êîòîðîãî

| fα(t + τ k2+m) + g(t + τ k2+m) | 6 ∆k .Ïîýòîìó ñäâèãè ìíîæåñòâà
Gα

k (l, ξ) = {t ∈ Bα
k (l, ξ) \ [ξ + l − τ k2+2k , ξ + l] : |fα(t) + g(t)| 6 ∆k}



Îá îäíîì êëàññå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Âåéëþ ñå÷åíèé 43ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1íà ÷èñëà t + τ k2+m , m = 0, 1, . . . , 2k, íå ïåðåñåêàþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, meas Gα
k (l, ξ) 6

(2k + 1)−1l è ïðè l > l ′k(α) (äëÿ âñåõ ξ ∈ R ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
1

l
meas {t ∈ [ξ, ξ + l] : |fα(t) + g(t)| 6 ∆k} 6

6
1

l
meas [ξ, ξ + l] \Bα

k (l, ξ) +
1

l
τ k2+2k +

1

l
meas Gα

k (l, ξ) <

< 2−2k3−1 + 2−k2+1 +
1

l
τ k2+2k + (2k + 1)−1 ,èç êîòîðîé äëÿ âñåõ k ∈ N (è âñåõ α ∈ A ) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

κ W ({t ∈ R : |fα(t) + g(t)| 6 ∆k}) < 2−k2+2 + (2k + 1)−1 . (3.6)Ïðè k → +∞ èç (3.6) ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî (2.5). Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.� 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2Èç óñëîâèé òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî T (·) ∈ T. Òàê êàê h ∈ W1(R, R), òî(ñì. ëåììó 4) òàêæå T ′(·)
.
= T (·)∩P

(ρR)
1 (·;h) ∈ T. Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò,÷òî T (δ) ∩ P

(ρR)
1 (δ;h) ∈ Srd äëÿ âñåõ δ > 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì â äàëüíåéøåìñ÷èòàòü, ÷òî ε ∈ (0, 1]. Â ñèëó òåîðåìû 4 äëÿ âñåõ n ∈ N ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{T
(n)
j }j ∈N ∈ M̃

(W ){T ′(·)} è ìíîæåñòâà F
(n)
j ∈ cl U, j ∈ N, òàêèå, ÷òî

distρ ′(F (t), F
(n)
j ) < 2−n−1 ε

9äëÿ âñåõ t ∈ T
(n)
j , j ∈ N. Èç òåîðåìû 4 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Tj}j ∈N ∈ M̃
(W ){T ′(·)} è òî÷êè yj ∈ U, j ∈ N, òàêèå, ÷òî ρ(g(t), yj) < ε

36 äëÿ âñåõ t ∈ Tj ,

j ∈ N. Äëÿ âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð {j, j1} èíäåêñîâ j, j1 ∈ N, äëÿ êîòîðûõ Tj ∩ T
(1)
j1

6= ∅,âûáåðåì (êàêèå-ëèáî) òî÷êè xj, j1 ∈ F
(1)
j1

, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì
ρ(xj, j1 , yj) < ρ(yj, F

(1)
j1

) +
3ε

4
.Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè n = 2, 3, . . . äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ {j, j1, . . . , jn} èíäåêñîâ

j, j1, . . . , jn ∈ N, äëÿ êîòîðûõ Tj ∩T
(1)
j1

∩ . . .∩T
(n)
jn

6= ∅, áóäåì íàõîäèòü òî÷êè xj, j1, ... , jn ∈ F
(n)
jn

.Ïóñòü îíè óæå íàéäåíû äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà n ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óïîðÿäî÷åííîãîíàáîðà {j, j1, . . . , jn, jn+1} èíäåêñîâ j, j1, . . . , jn, jn+1 ∈ N èìååì Tj ∩ T
(1)
j1

∩ . . .∩ T
(n)
jn

∩ T
(n+1)
jn+1

6=

∅. Òàê êàê òàêæå Tj ∩ T
(1)
j1

∩ . . . ∩ T
(n)
jn

6= ∅, òî îïðåäåëåíû òî÷êè xj, j1, ... , jn ∈ F
(n)
jn

. Òîãäàòî÷êè xj, j1, ... , jn, jn+1 ∈ F
(n+1)
jn+1

âûáåðåì òàê, ÷òî
ρ ′(xj, j1, ... , jn, jn+1 , xj, j1, ... , jn) 6 2 dist ρ ′(F

(n+1)
jn+1

, F
(n)
jn

) .Äëÿ ëþáîãî t ∈ Tj ∩ T
(1)
j1

∩ . . . ∩ T
(n)
jn

∩ T
(n+1)
jn+1

6= ∅ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
distρ ′(F

(n+1)
jn+1

, F
(n)
jn

) 6 dist ρ ′(F
(n+1)
jn+1

, F (t)) + dist ρ ′(F
(n)
jn

, F (t)) < (2−n−1 + 2−n−2)
ε

9
= 2−n−2 ε

3
,ïîýòîìó

ρ(xj, j1, ... , jn, jn+1 , xj, j1, ... , jn) = ρ ′(xj, j1, ... , jn, jn+1 , xj, j1, ... , jn) < 2−n−1 ε

3
< 1 .



44 Ë.È. ÄàíèëîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äëÿ âñåõ n ∈ N èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (ñì. (2.3))
{Tj ∩ T

(1)
j1

∩ . . . ∩ T
(n)
jn

}j, j1, ... , jn ∈N ∈ M̃
(W ){T ′(·)} .Îïðåäåëèì �óíêöèè

f(n; ·) = F({xj, j1, ... , jn}, {Tj ∩ T
(1)
j1

∩ . . . ∩ T
(n)
jn

}; ·) , n ∈ N(äëÿ êîòîðûõ f(n; t) = xj, j1, ... , jn ïðè âñåõ t ∈ Tj ∩ T
(1)
j1

∩ . . . ∩ T
(n)
jn

(åñëè ïîñëåäíåå ìíî-æåñòâî íåïóñòîå)). Èç ëåììû 16 ïîëó÷àåì, ÷òî f(n; ·) ∈ W̃ c (R, U) è P
(ρ ′)
1 (·; f(n; ·)) ≺ T ′(·).Îáîçíà÷èì

T =

( ⋃

j ∈N

Tj

) ⋂( ⋃

n∈N

⋃

jn ∈N

T
(n)
jn

)
.Èìååì meas R \T = 0. Äëÿ âñåõ t ∈ T ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {j(t), j1(t), j2(t), . . . }òàêàÿ, ÷òî t ∈ Tj(t) è t ∈ T

(n)
jn(t) äëÿ âñåõ n ∈ N. Åñëè t ∈ T, òî f(n; t) = xj(t), j1(t), ... , jn(t) ,ïîýòîìó

ess sup
t∈R

ρ(f(n + 1; t), f(n; t)) 6 sup
t∈T

ρ(xj(t), j1(t), ... , jn(t), jn+1(t) , xj(t), j1(t), ... , jn(t)) 6 2−n−1 ε

3
.Îòñþäà ïîëó÷àåì (òàê êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (U, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì), ÷òî ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü �óíêöèé f(n; ·) ïðè n → +∞ ðàâíîìåðíî (íà ìíîæåñòâå T ) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé�óíêöèè fε ∈ W̃ c (R, U), ïðè ýòîì P

(ρ ′)
1 (·; fε) ≺ T ′(·) (ñì. ëåììó 7 è óòâåðæäåíèå ïîñëå íåå).Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ′ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî P

(ρ ′)
1 (δ ′; fε) ⊇

T ′(δ) ∩ P
(ρR)
1 (δ;h). Äëÿ âñåõ t ∈ T ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(n; t) ∈ F

(n)
jn(t) è

dist ρ ′(F
(n)
jn

, F (t)) < 2−n−1 ε

9
→ 0ïðè n → +∞, ñëåäîâàòåëüíî, fε(t) ∈ F (t) ïðè âñåõ t ∈ T. Åñëè t ∈ T, òî âûïîëíÿþòñÿîöåíêè

ρ(fε(t), g(t)) 6

6

+∞∑

n= 1

ρ(xj(t), j1(t), ... , jn(t), jn+1(t) , xj(t), j1(t), ... , jn(t)) + ρ(xj(t), j1(t) , yj(t)) + ρ(yj(t), g(t)) <

<

+∞∑

n = 1

2−n−1 ε

3
+ ρ(yj(t) , F

(1)
j1(t)) +

3ε

4
+

ε

36
6

6 ρ(yj(t), g(t)) + ρ(g(t), F (t)) + dist ρ ′(F
(1)
j1(t), F (t)) +

17

18
ε < ρ(g(t), F (t)) + ε .Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òàêæå F ∈ M∗

p (R, cl b U), p > 1. Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû 3 ñëå-äóåò, ÷òî F ∈ W̃ c (R, cl b U) ∩ M∗
p (R, cl b U) ⊆ W̃ c

p (R, cl b U) (è P
(dist)
p (·;F ) ≺ P

(dist ′)
1 (·;F ) =

P
(dist ρ ′ )

1 (·;F ), ïîýòîìó P
(dist)
p (·;F ) ≺ T (·) ). Òàê êàê ρ(fε, x0) 6 dist (F (t), {x0}) ï. â., òîñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå fε ∈ M∗

p (R, U) è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. òåîðåìó 3), fε ∈ W̃ c (R, U) ∩

M∗
p (R, U) ⊆ W̃ c

p (R, U) (è P
(ρ)
p (·; fε) ≺ P

(ρ ′)
1 (·; fε), ïîýòîìó P

(ρ)
p (·; fε) ≺ T ′(·) ). Òåîðåìà 2 äî-êàçàíà.Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåíçåíòó çà ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé è ïðåäëîæåíèé.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Andres J. Bounded, almost-periodi and periodi solutions of quasilinear di�erential inlusions //Di�erential Inlusions and Optimal Control (ed. by J. Andres, L. G�orniewiz and P. Nistri). LetureNotes in Nonlin. Anal. � 1998. � Vol. 2. � P. 35�50.
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