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Lx

.
= x(n) + p1(t)x

(n−1) + . . . + pn(t)x = 0, t ∈ I
.
= (α, β) ⊂ R, (0.1)â êîòîðîì îñíîâíûå �àêòû ýòîé òåîðèè èçëîæåíû â åäèíûõ òåðìèíàõ è îáîçíà÷åíèÿõ. Ââåäå-íèå ýòî, äîñòàòî÷íî êðàòêîå, íàïèñàíî â îñíîâíîì ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîò [1�4℄. Íåêîòîðûå èçóòâåðæäåíèé ñíàáæåíû íîâûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíûíîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåîñöèëëÿöèè (ñì. � 6, ï. 5). Ñäåëàíà ïîïûòêà ïåðåíîñà íåêîòîðûõîïðåäåëåíèé íà ñèñòåìó óðàâíåíèé

x′ − A(t)x = 0, t ∈ I, x ∈ R
n. (0.2)Çäåñü pi, i = 1, 2, . . . , n, è ýëåìåíòû n×n -ìàòðèöû A ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå íà I �óíêöèè.Óðàâíåíèå (0.1) íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëÿöèîííûì íà ïðîìåæóòêå J ⊂ I, åñëè ëþáîå åãîíåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå íå áîëåå n − 1 íóëåé, êîòîðûå ïîäñ÷è-òûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî èìååò ìåñòî íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (0.1), èëè ÷òî J � ïðîìåæóòîê íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (0.1). Íàïðèìåð, óðàâíå-íèå

x(n) = 0 (0.3)íåîñöèëëÿöèîííî íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òàê êàê ëþáîå åãî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå åñòü ïîëèíîìñòåïåíè íå âûøå n − 1, êîòîðûé ìîæåò èìåòü íå áîëåå n − 1 íóëåé; òàê ÷òî (−∞, +∞) �ïðîìåæóòîê íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (0.3).Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà íåîñöèëëÿöèÿ â óêàçàííîì ñìûñëå â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå îò-íîñèòñÿ ê êîíöó 1950-õ ãîäîâ (ââåäåí ýòîò òåðìèí, ïî-âèäèìîìó, Í.Â. Àçáåëåâûì). Ñîîòâåò-ñòâóþùèé àíãëèéñêèé òåðìèí dis
onjuga
y ïðèíàäëåæèò À. Âèíòíåðó [5℄.Âñþäó, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèè pi, i = 1, 2, . . . , n, ëî-êàëüíî ñóììèðóåìû íà I.Ïóñòü T(J) � êëàññ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé L, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå(0.1) íåîñöèëëÿöèîííî íà ïðîìåæóòêå J,

Φ(x, J)
(
Φ(x, τ)

)



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 47ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1� ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé �óíêöèè x íà ïðîìåæóòêå J ⊂ I
(â òî÷êå τ ∈ I

)
.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ íåîñöèëëÿöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1). Äî-êàçàòåëüñòâî ñ�îðìóëèðîâàííûõ íèæå óòâåðæäåíèé áóäåò ïðèâåäåíî ïîçäíåå.1. Âåùåñòâåííàÿ �àêòîðèçàöèÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ L (G.Polia [6℄,G. Mammana [7℄).Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàçëîæåíèå

L = hn
d

dt
hn−1

d

dt
· · ·

d

dt
h0, t ∈ (a, b) ⊂ I, (0.4)ãäå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè hi : I → R, i = 0, 1, . . . , n, íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà (a, b),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L ∈ T

(
(a, b)

)
.2. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà �îëëÿ (G.Polia [9℄).Ïóñòü L ∈ T(J), �óíêöèÿ Lx íåïðåðûâíà íà J, Φ(x, J) > n + 1. Òîãäà Φ(Lx, J) > 1.3. �àçðåøèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîé êðàåâîé çàäà÷è (íàçûâàåìîé òàêæå çàäà÷åé Âàëëå Ïóñ-ñåíà) è çíàêîîïðåäåëåííîñòü å¼ �óíêöèè �ðèíà.�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

(Lx)(t) = f(t), t ∈ [a, b] ⊂ I, (0.5)
x(i)(tj) = cj (0.6)

(i = 0, . . . , kj − 1; j = 1, . . . ,m; a = t1 < . . . < tm = b; k1 + k2 + . . . + km = n).Óñëîâèå L ∈ T([a, b]) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè âñåõ çàäà÷(0.5)�(0.6) è ñóùåñòâîâàíèÿ èõ �óíêöèè �ðèíà G(t, s). Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Ïóñòü π(t)
.
= sign (t − t1)

k1(t − t2)
k2 · · · (t − tm)km .Åñëè L ∈ T([a, b]), òî

π(t)G(t, s) > 0, t, s ∈ [a, b] (0.7)(×è÷êèí Å.Ñ. [10℄, Ëåâèí À.Þ. [1℄).Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ óñëîâèé ñ�îðìó-ëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà, âêîòîðîé îáùåå ÷èñëî êðàåâûõ óñëîâèé áîëüøå ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ, k1 + k2 + . . . + km > n (ñì.[11℄�[13℄).Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î äè��åðåíöèàëüíîìíåðàâåíñòâå ÷àïëûãèíñêîãî òèïà.Åñëè L ∈ T([a, b]) è
v(i)(tj) = u(i)(tj), i = 0, . . . , kj − 1; j = 1, . . . ,m, (Lv)(t) > (Lu)(t), t ∈ [a, b],òî π(t)v(t) > π(t)u(t), t ∈ [a, b].Òåîðåìà Ñ.À.×àïëûãèíà (ñì. [14℄) ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïðè m = 1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àåçàäà÷à (0.5)�(0.6) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó Êîøè (k1 = n, π(t) = 1 ïðè t > a) (ñì. òàêæå[38, 16℄).4. �àçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (R.Bellman [17℄).�àññìîòðèì êðàåâûå óñëîâèÿ

lix
.
=

∫ b

a

x(t) gi(t) dt = ci, i = 1, 2, . . . , n. (0.8)Åñëè L ∈ T([a, b]) è �óíêöèè g1, g2, . . . , gn îáðàçóþò ÷åáûøåâñêóþ ñèñòåìó íà [a, b] (ñì.íèæå), òî çàäà÷à (0.5), (0.8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.Íåîñöèëëÿöèÿ ïîëåçíà è ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ òèïîâ êðàåâûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè ïåðè-îäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è [18℄�[23℄.



48 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 15. Ñâÿçü ìåæäó íåîñöèëëÿöèåé è òåîðèåé îñöèëëÿöèîííûõ ïî �àíòìàõåðó�Êðåéíó ÿäåð [24℄.ßäðî G(t, s) íàçûâàåòñÿ îñöèëëÿöèîííûì (â ñìûñëå �àíòìàõåðà è Êðåéíà), åñëè
G(t, s) > 0 (a 6 t, s 6 b) è

det (G(tj , sj))
m
1 > 0

(
a < t1 < . . . < tm < b
a < s1 < . . . < sm < b

) (0.9)
(m = 1, 2, . . .), ïðè÷åì ïðè ti = si (i = 1, . . . ,m) íåðàâåíñòâà (0.9) ñòðîãèå.Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé îñöèëëÿöèîííûì ÿäðîì, îáëàäàåò ìíîãèìè ¾õîðî-øèìè¿ ñâîéñòâàìè; â ÷àñòíîñòè, îí íå ïîâûøàåò ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà; åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëàâñå âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, à m -ÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ èìååò â (a, b) ðîâíî m − 1 íóëü[24, 25℄ (ñì. òàêæå [26, 27℄). Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà íåðàâåíñòâ (0.9)� çàäà÷à äî-ñòàòî÷íî òðóäíàÿ. Ìåæäó òåì åñëè ÿäðî G(t, s) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé�ðèíà óðàâíåíèÿ (0.1) ïðè èíòåðïîëÿöèîííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ Φ(x, a) > n − k, Φ(x, b) > k,òî äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (0.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L ∈ T([a, b]) [25℄.6. Â ðàáîòàõ [28, 29℄ âîïðîñ î ÷èñëå ïåðåêëþ÷åíèé îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâ-ëåíèÿ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ñâîäèòñÿ ê íåîñöèëëÿöèèíåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî (êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî) óðàâíåíèÿ.Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîäòâåðæäàþò àêòóàëüíîñòü ïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâïðîâåðêè íåîñöèëëÿöèè. Êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Øòóðìà î ðàçäåëåíèè íóëåé è òåîðåìà ñðàâ-íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè. Öåíòðàëüíûì ðå-çóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé À.Þ. Ëåâèíà�Ô. Õàðòìàíà [1℄�[4℄ (ñì. � 5.)� 1. Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà1. �àññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0 (1.1)
 ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè íà I
.
= (α, β) êîý��èöèåíòàìè p, q. Ïðè ýòîì âñå ðàâåíñòâà èíåðàâåíñòâà ìåæäó ñóììèðóåìûìè �óíêöèÿìè ïîíèìàþòñÿ âûïîëíÿþùèìèñÿ ïî÷òè âñþäóîòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.Â äàëüíåéøåì íàì ïðèäåòñÿ ññûëàòüñÿ íà ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû Øòóðìà (ñì. [30, 
. 252℄,[31, 
. 81℄, [32, 
. 225℄, [33, ò. 1, ñ. 166℄), êîòîðûå ìû ñ�îðìóëèðóåì â óäîáíûõ äëÿ íàñ òåðìèíàõ.Õîòÿ â ïðîöèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü êîý��èöèåíòîâ p, q, äîêà-çàòåëüñòâà îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ p, q.Òåîðåìà 1 (òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Øòóðìà). Ïóñòü

Li y
.
= y′′ + p(t) y′ + qi(t) y = 0, i = 1, 2, è q1(t) 6 q2(t) (t ∈ I).Òîãäà, åñëè L2 ∈ T(J), òî è L1 ∈ T(J) (J ⊂ I � ïðîìåæóòîê).Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Øòóðìà î ðàçäåëåíèè íóëåé). Ïóñòü x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1)òàêîå, ÷òî x(t1) = x(t2) = 0, x(t) 6= 0 (t ∈ (t1, t2)). Òîãäà ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå y ýòîãîóðàâíåíèÿ, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñ x, èìååò ðîâíî îäèí íóëü íà (t1, t2).Èç òåîðåìû 2 ñðàçó ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 3. 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), íå îáðàùàþùååñÿ â íóëü íà

[a, b] ⊂ I
(
(a, b) ⊂ I

)
, òî L ∈ T([a, b])

(
L ∈ T((a, b))

)
.2. Åñëè L ∈ T([a, b])

(
L ∈ T([a, b))

)
, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), íå îáðàùà-þùååñÿ â íóëü íà [a, b]

(
(a, b)

)
.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 49ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 2. Ïóñòü J = [a, b]. Îïðåäåëèì ðåøåíèÿ y1(t) è y2(t) íà÷àëüíû-ìè óñëîâèÿìè y1(a) = 0, y′1(a) = 1 è y2(b) = 0, y′2(b) = −1. Òàê êàê L ∈ T([a, b]), òî
y1(t) > 0 (t ∈ (a, b]), y2(t) > 0 (t ∈ [a, b)).�åøåíèå y1(t) + y2(t) � òðåáóåìîå.Åñëè L ∈ T([a, b)), òî òðåáóåìûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå y1. ��åøåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî çíàê íà [a, b), ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Òàê, L

.
= d2

dt2
+ 1 ∈ T([0, π)).Îäíàêî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Lx = 0 èìååò â [0, π) â òî÷íîñòè îäèí íóëü.Òåîðåìà 3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð íåý��åêòèâíîãî êðèòåðèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííîãî â òåð-ìèíàõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1), à íå â òåðìèíàõ ñàìîãî óðàâíåíèÿ. �ÿä íèæåñëåäóþùèõ óòâåð-æäåíèé � ýòî ý��åêòèâíûå (ò. å. âûðàæåííûå ÷åðåç êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ) äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (1.1), íå ÿâëÿþùèåñÿ íåîáõîäèìûìè. Íàïðèìåð, íåïîñðåä-ñòâåííî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òîåñëè q(t) 6 0 â J ⊂ I, òî L ∈ T(J).Òî, ÷òî ýòîò ïðèçíàê íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, âèäíî èç ïðèìåðà: L = d2

dt2
+ λ ∈ T([a, b]),åñëè λ < π2

(b−a)2
.2. Ïðèâåäåì çäåñü ëèøü íåñêîëüêî äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ íåîñöèëëÿöèè; áîëüøîå ÷èñëîäðóãèõ ìîæíî íàéòè â [3, 21, 22, 23, 34, 35, 36℄.Ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå (1.1) óìíîæåíèåì íà r(t)

.
= exp

(∫ t

α

p(s) ds

) ìîæíî ïðåîáðàçî-âàòü ê ñàìîñîïðÿæåííîìó âèäó (ry′)′ + rqy = 0, à ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîäõîäÿùåé çàìåíîéíåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (ñì. öèòèðîâàííûå âûøå ðàáîòû)� ê âèäó
Ly

.
= y′′ + q(t)y = 0 (1.2)ñ ñîõðàíåíèåì íåîñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ; ïîýòîìó çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåìóðàâíåíèÿ (1.2).Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåòÒåîðåìà 4. Åñëè ess sup

t∈[a,b]
q(t) <

π2

(b − a)2
, òî L ∈ T([a, b]).Äàëåå, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Ly
.
= y′′ + λ

y

t2
= 0ïðè λ < 1

4 èìååò âèä:
y(t) = t

1

2
(1−

√
1−4λ)(c1 + c2t

√
1−4λ),à ïðè λ = 1

4 �
y = t

1

2 (c1 + c2 ln t),ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè λ 6 1
4 L ∈ T

(
(0,∞)

)
. Ýòîâìåñòå ñ òåîðåìîé 1 îïÿòü äàåò íàì ý��åêòèâíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåîñöèëëÿöèè (íà ýòîòðàç íà ïîëóîñè (0,+∞) ).Òåîðåìà 5. Åñëè q(t) 6

1

4t2
, t ∈ (0,+∞), òî L ∈ T

(
(0,∞)

)
.Òåîðåìà 6 (À.Ì. Ëÿïóíîâ, ñì. [3℄). Åñëè q(t) > 0 è ∫ b

a
q(t) dt 6 4

b−a
, òî L ∈ T([a, b]).



50 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.2) èìååò òàêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(t),÷òî Φ(y, [a, b]) = 2. Òàê êàê y íå ìîæåò èìåòü êðàòíûõ íóëåé, òî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
y(a) = y(b) = 0. (1.3)Ôóíêöèÿ y êàê ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.3) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

y(t) = −

∫ b

a

G(t, s)q(s)y(s) ds, (1.4)ãäå
G(t, s) =





−
(b − t)(s − a)

b − a
, åñëè a 6 s < t,

−
(t − a)(b − s)

b − a
, åñëè t 6 s 6 b,� �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ y′′ = 0 ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (1.3). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè t 6= s

|G(t, s)| <
(b − s)(s − a)

b − a
. (1.5)Ïóñòü max

s∈[a,b]
|y(s)| = |y(t∗)|. Òîãäà èç (1.4) è (1.5) ñëåäóåò

|y(t∗)| =

∣∣∣∣
∫ b

a

G(t∗, s)q(s)y(s) ds

∣∣∣∣ 6

∫ b

a

|G(t∗, s)| |y(s)|q(s) ds <

< |y(t∗)|

∫ b

a

(b − s)(s − a)q(s)

b − a
ds 6

b − a

4

∫ b

a

q(s) ds,òàê êàê (b − s)(s − a) 6
(b − a)2

4
äëÿ s ∈ [a, b]. Îòñþäà 1<

b − a

4

∫ b

a

q(s) ds, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòóñëîâèþ. �Çàìå÷àíèå 1. Êîíñòàíòà 4 â óñëîâèè òåîðåìû 6 íåóëó÷øàåìà.Ýòî âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.Ïóñòü �óíêöèÿ v äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà íà [0, 1] è v(t) = t (0 6 t 6 1
2−δ),

v(t) = 1 − t

(
t >

1

2
+ δ

)
, v(t) > 0, v′′(t) < 0

(
1

2
− δ < t <

1

2
+δ

)
.Ïîëîæèì

q(t) =

{
−v′′(t)

v(t) , åñëè t ∈ (0, 1),

0, åñëè t = 0, t = 1.Î÷åâèäíî, ÷òî q íåïðåðûâíà, q(t) > 0 íà [0, 1]; L
.
= d2

dt2
+ q(t) /∈ T([0, 1]), òàê êàê óðàâíåíèå

Ly = 0 èìååò ðåøåíèå y = v(t) è Φ(v, [0, 1]) = 2. Îäíàêî
v′′

v
=

(
v′

v

)′
+

(
v′

v

)2

>

(
v′

v

)′
,ïîýòîìó èíòåãðàë

∫ 1

0
q(t) dt = −

∫ 1

2
+δ

1

2
−δ

(
v′

v

)′
dt = −

v′

v

∣∣∣∣

1

2
+δ

1

2
−δ

=
4

1 − 2δìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê 4 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ.Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçûâàåò íèæåñëåäóþùèé ïðèìåð, óñëîâèå òåîðåìû 6 íå ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 51ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ïî òåîðåìå 4 óðàâíåíèå y′′ + (1 − ε) sin t y = 0 ïðè 0 < ε < 1 − 2
π

íåîñöèëëÿöèîííî íà
[0, π] (òàê êàê (1 − ε) sin t < 1 = π2

π2 ), íî
∫ π

0
(1 − ε) sin t dt = 2(1 − ε) >

4

π
.Â ñèëó òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå òåîðåìû 6.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ∫ b

a

q+(t) dt 6
4

b − a
,òî L ∈ T([a, b]) (q+(t) = q(t) ïðè q(t) > 0, q+(t) = 0 ïðè q(t) 6 0) .Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 6 L+

.
= d2

dt2
+ q+ ∈ T([a, b]), à òàê êàê q(t) 6 q+(t), òî è

L ∈ T([a, b]).Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ âèäíî, ÷òî è óñëîâèå òåîðåìû 4 òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü
Ly

.
= y′′ − (1 + ε) cos 2t y = 0

(
0 < ε <

4 − π

π

)
.Çäåñü max

t∈[0,π]
|(1 + ε) cos 2t| = 1 + ε > 1 =

(
π2

π2

)
. Îäíàêî

∫ π

0

(
−(1 + ε) cos 2t

)
+

dt = −

∫ 3π
4

π
4

(1 + ε) cos 2t dt = 1 + ε <
4

π
,ò. å. L ∈ T([0, π]).3. Ïðèâåäåì òåïåðü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (êðèòåðèé) íåîñöèëëÿöèè óðàâíå-íèÿ (1.2), êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîëóý��åêòèâíûì [1℄, òàê êàê îí õîòÿ è íå âûðàæàåòñÿ÷åðåç êîý��èöèåíò óðàâíåíèÿ (1.2), íî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêèíåîñöèëëÿöèè, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ýòîò êîý��èöèåíò.Òåîðåìà 7 (Ch. I. de la Valee Poussin [37℄). Ïóñòü [a, b] ⊂ I. Äëÿ òîãî ÷òîáû L∈ T([a, b]),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà �óíêöèÿ v, èìåþùàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-íóþ íà [a, b] ïðîèçâîäíóþ, òàêàÿ, ÷òî

v(t) > 0, Lv 6 0 (a < t 6 b). (1.6)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû 3. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòüóñëîâèé òåîðåìû. Åñëè v(a) = 0, òî ïîëîæèì ṽ(t) = v(t) + εu(t), ãäå ε > 0, à u(t) � ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (1.2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(a) = 1, u′(a) = 0. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε
ṽ(t) > 0 íà [a, b]. Ïîýòîìó ìîæíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî óæå ñ ñàìîãî íà÷àëà
v(t) > 0 íà [a, b]. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

Mx
.
= x′′ −

v′′

v
x = 0. (1.7)Ïî òåîðåìå 3, M ∈ T([a, b]) (òàê êàê óðàâíåíèå (1.7) èìååò ïîëîæèòåëüíîå íà [a, b] ðåøåíèå

v ). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, v′′ + q(t)v 6 0, ò. å. −v′′

v
> q(t). Óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåé òåîðåìûòåïåðü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. ��àññóæäàÿ òàê æå, êàê â âûøåïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óòâåð-æäåíèþ.



52 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 8. Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ v, èìåþùàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ íà [a, b) ïðî-èçâîäíóþ, òàêàÿ, ÷òî
v(t) > 0, Lv 6 0 (a < t < b), (1.8)òî L ∈ T

(
[a, b)

)
.Âûáèðàÿ êîíêðåòíûå ¾ïðîáíûå¿ �óíêöèè v, ïîëó÷èì ý��åêòèâíûå ïðèçíàêè íåîñöèëëÿ-öèè.À. Åñëè q(t) 6

2

(b − t)(t − a)
(a < t < b), òî L ∈ T

(
[a, b)

)
.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü v(t) =

(b − t)(t − a)

2
è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 8.Èç ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåì:Á. Åñëè ess sup

t∈[a,b]
q(t) 6

8

(b − a)2
, òî L ∈ T

(
[a, b)

)
.Ýòî óòâåðæäåíèå õóæå òåîðåìû 3, òàê êàê 8 < π2 ; ìû ïðèâåëè åãî êàê èëëþñòðàöèþ ïðèìå-íåíèÿ òåîðåìû 8; áëèçêîå ê òåîðåìå 3 óòâåðæäåíèå ïîëó÷èì, åñëè âîçüìåì v(t) = sin π(t−a)

b−a
èâîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 8; òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþÂ. Åñëè ess sup

t∈[a,b]
q(t) 6

π2

(b − a)2
, òî L ∈ T

(
[a, b)

)(ñòðîãèé çíàê â òåîðåìå 3 îñëàáëåí äî íåñòðîãîãî, çàòî íåîñöèëëÿöèÿ óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî íàïîëóèíòåðâàëå [a, b) ).4. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ïîëóý��åêòèâíûé êðèòåðèéÍ.Â.Àçáåëåâà�Ç.Á.Öàëþêà�Â.À.Êîíäðàòüåâà [38℄ äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà
Ly

.
= y′′′ + p1(t)y

′′ + p2(t)y
′ + p3(t)y = 0, t ∈ I ⊂ [a, b).Ïóñòü pi èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íà I ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà 2 − i, i = 1, 2, 3,

L+z
.
= −z′′′ +

(
p1(t)z

)′′
−
(
p2(t)z

)′′
+
(
p3(t)z

)� �îðìàëüíî ñîïðÿæåííîå â ñìûñëå Ëàãðàíæà âûðàæåíèå [30, 
.205℄.Òåîðåìà 9. Äëÿ òîãî ÷òîáû L ∈ T
(
[a, b)

)
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-âàëè �óíêöèè v1, v2, èìåþùèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íà I ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà,òàêèå, ÷òî

vi(a) = 0, vi(t) > 0 â (a, b) (i = 1, 2), Lv1 6 0, L+v2 > 0 â (a, b).� 2. Óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà. Ìàðêîâñêèå ñèñòåìû ðåøåíèéÂñþäó, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (0.1) ñ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìèíà I
.
= (α, β) êîý��èöèåíòàìè pi, i = 1, 2, . . . , n. Ýòîò �àêò áóäåì êðàòêî çàïèñûâàòü òàê:

L ∈ Lloc(I); åñëè �èêñèðîâàí ïðîìåæóòîê J ⊂ I, òî ïèøåì L ∈ L(J).1. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé è âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.Ïóñòü J ⊂ I � ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê, m ∈ N, m > 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm−1
∗ (J)ìíîæåñòâî �óíêöèé u :J →R, èìåþùèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà m−1.Ñèñòåìà �óíêöèé

{uk}
m
k=1, uk ∈ Cm−1

∗ (J) (2.1)íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêîé íà J, åñëè Φ

(
m∑

k=1

ckuk, J

)
6 m − 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ck. Íà-ïðèìåð, ñèñòåìà �óíêöèé

{tk−1}m
k=1 (2.2)ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêîé íà R.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 53ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Èç îïðåäåëåíèÿ íåîñöèëëÿöèè ñëåäóåò, ÷òî L ∈ T(J) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëèóðàâíåíèå (0.1) èìååò ÷åáûøåâñêóþ íà J ÔÑ� (òîãäà è ëþáàÿ äðóãàÿ ÔÑ� ýòîãî óðàâíåíèÿáóäåò ÷åáûøåâñêîé íà J ).Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé íà J (MJ -ñèñòåìîé), åñëè ëþáàÿ å¼ ïîäñèñòåìà âèäà
{ui}

k
i=1 (k = 1, . . . ,m) ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêîé íà J. Òàê, ñèñòåìà (2.2)� ìàðêîâñêàÿ íà R.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé.Ëåììà 1. Åñëè óðàâíåíèå (0.1) îáëàäàåò MJ -ñèñòåìîé ðåøåíèé, òî L ∈ T(J).Ïóñòü

[u1, . . . , uk](t) = [u; 1, . . . , k](t) = det
(
u

(i−1)
j (t)

)îçíà÷àåò âðîíñêèàí ñèñòåìû {uj}
k
j=1 .Ëåììà 2 (ñì. [9, 
. 126℄). Ïóñòü uk ∈ Cm−1

∗ (J), k = 1, . . . ,m, J � ïðîìåæóòîê èç
I, u1(t) 6= 0 íà J. Òîãäà

[(
u2

u1

)′
, . . . ,

(
uk+1

u1

)′]
=

[u1, u2, . . . , uk+1]

uk
1

, k = 1, 2, . . . ,m − 1.Ëåììà 3 (ñì. [9, 
. 126℄). Ïóñòü uk, y ∈ Cm−1
∗ (J), k = 1, . . . ,m, J � ïðîìåæóòîê èç

I, [u1, . . . , uk](t) 6= 0 íà J äëÿ k = 1, 2, . . . ,m. Òîãäà
d

dt

(
[u1, . . . , uk, y]

[u : 1, . . . , k + 1]

)
=

[u; 1, . . . , k][u1, . . . , uk+1, y]

[u; 1, . . . , k + 1]2
(t ∈ J, 1 6 k 6 m − 1). (2.3)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè òîæäåñòâà (2.3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëè-íåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ ïîðÿäêà k + 1 ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì

[u; 1, . . . , k] (t)

[u; 1, . . . , k + 1] (t)
6= 0â J ñ îäíîé è òîé æå ÔÑ� u1, . . . , uk+1 ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèéè ïîýòîìó ñîâïàäàþò. �Ëåììà 4. Ñèñòåìà (2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé íà J, êîãäà

[u; 1, . . . , k](t) 6= 0 (t ∈ J, k = 1, . . . ,m). (2.4)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (2.1) � MJ -ñèñòåìà è íàéäóòñÿ òàêèå t0 ∈ J è k0, 1 6

k0 6 m, ÷òî [u; 1, . . . , k](t0) = 0. Òîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
k∑

j=1

cju
(i−1)
j (t0) = 0 (i = 1, . . . , k)èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (c∗1, . . . , c

∗
k); â ñèëó ýòîé ñèñòåìû

Φ

(
k∑

i=1

c∗i ui, J

)
> Φ

(
k∑

i=1

c∗i ui, t0

)
> k,÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ MJ -ñèñòåìû.Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.4). Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî äëÿ âñåõñèñòåì, ñîäåðæàùèõ îäíó �óíêöèþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå [u; 1] = u1(t) 6= 0 íà J. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ p (1 6 p < m) �óíêöèé è ÷òî



54 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1âîïðåêè òîìó, ÷òî íóæíî äîêàçàòü, ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ y =
p+1∑
i=1

ciui, îáëàäà-þùàÿ ñâîéñòâîì Φ(y, J) > p + 1. Ýòî îçíà÷àåò òàêæå, ÷òî Φ
(

y
u1

, J
)

> p + 1. Ïî òåî-ðåìå �îëëÿ Φ

((
y
u1

)′
, J

)
> p. Îáîçíà÷èì (

ui+1

u1

)′
= zi (i = 1, . . . , p). Òàê êàê ïî ëåì-ìå 2 [z; 1, . . . , k] =

[u; 1, . . . , k + 1]

uk
1

6= 0 (k = 1, . . . , p), òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
Φ

(
p∑

k=1

αkzk, J

)
6 p − 1 äëÿ ëþáûõ αk. Íî ( y

u1

)′
=

p∑
k=1

ck+1zk è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäûäóùååíåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Φ(y, J) > p + 1. Ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíîäëÿ ëþáîãî ÷èñëà �óíêöèé. �Åñëè ñèñòåìà (2.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
[u; 1, . . . , k](t) > 0 (t ∈ J, k = 1, . . . ,m), (2.5)òî áóäåì íàçûâàòü åå M+

J -ñèñòåìîé. Óìíîæèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþïðîèçâîëüíîé MJ -ñèñòåìû íà −1, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû îíà ñòàëà M+
J -ñèñòåìîé.2. Äàëåå ðå÷ü â îñíîâíîì áóäåò èäòè î ñèñòåìàõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1), òàê ÷òî â (2.1)

m = n.Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî τ ∈ I ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî h > 0, ÷òî L ∈ T
(
[τ − h, t + h]

)
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì ñèñòåìó {x̂k}

n
k=1 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1) íà÷àëüíû-ìè óñëîâèÿìè

x̂
(i−1)
k (τ) = δik (i, k = 1, . . . , n), (2.6)ãäå δik � ñèìâîë Êðîíåêåðà, δik = 0 ïðè i 6= k, δkk = 1. Òîãäà âðîíñêèàíû

ŵk(τ)
.
= [x̂; 1, . . . , k](τ) = 1 (k = 1, . . . , n).Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ŵk(t) > 0 (t ∈ (τ − h1, τ + h1), k = 1, . . . , n) ïðè íåêîòîðîì h1 > 0.Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ëåìì 4 è 1 ïðè 0 < h < h1. �Ëåììà 6. Ïóñòü am → τ−, bm → τ+ ïðè m → ∞ (τ ∈ I), {x̂τ, k}

n
k=1 � ñèñòåìà ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2.6),

um =

n∑

k=1

ckm x̂τ, k, u =

n∑

k=1

ck x̂τ, k, ckm → ck (2.7)ïðè m → ∞ (k = 1, . . . , n). Òîãäà Φ(u, τ) > l
.
= lim

m→∞
Φ(um, τ).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 5 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m L ∈ T

(
[am, bm]

)
,ïîýòîìó l < n. Ïóñòü r

.
= min

16k6n
{k : ck 6= 0}. Åñëè r = 1, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

m c1m 6= 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè um(t) 6= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè τ ; ýòî çíà÷èò,÷òî l = 0 è óòâåðæäåíèå ëåììû òðèâèàëüíî. Ïóñòü r > 2. Òîãäà
wm

.
= [x̂τ,1, . . . , x̂τ,r−1, um] = crm[x̂τ,1, . . . , x̂τ,r] +

n∑

k=r+1

ckm[x̂τ,1, . . . , x̂τ,r−1, x̂τ,k].Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî wm(τ) 6= 0, à â ñèëó íåïðåðûâíîñòè um(t) 6= 0, t ∈ (τ −
h, τ +h) ïðè íåêîòîðîì h > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {x̂τ,1, . . . , x̂τ,r−1, um} � M(τ−h, τ+h) -ñèñòåìà.Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

Φ
(
um, (τ − h, τ + h)

)
6 r − 1.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 55ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m [am, bm] ⊂ (τ − h, τ + h), òî
r − 1 > lim

m→∞
Φ
(
um, (τ − h, τ + h)

)
> l.Ïî îïðåäåëåíèþ r, u =

n∑
k=r

ck x̂τ, k, ïîýòîìó Φ(u, τ) > l. �3. Ïóñòü Us (U−s, U+s) � îêðåñòíîñòü (ëåâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü, ïðàâàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü)òî÷êè s ∈ I.Ëåììà 7. Ïóñòü x è y èìåþò íåïðåðûâíûå â Us ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà m âêëþ÷è-òåëüíî è Φ(x, s) = m, Φ(y, s) > m − 1. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| Φ(x + εy, Us) > m.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè Φ(y, s) > m − 1, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïóñòü
Φ(y, s) = m − 1. Òîãäà x è y ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè s èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, à ïîäðóãóþ � ðàçëè÷íûå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî �óíêöèÿ x + εy ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì |ε| èìååò ïîêðàéíåé ìåðå îäèí íóëü â Us \ {s} è, êðîìå òîãî, Φ(x + εy, s) = m − 1. �Òåîðåìà 10. Ïóñòü a, b ∈ I; òîãäà

T
(
(a, b)

)
= T

(
(a, b]

)
= T

(
[a, b)

)
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (A.Þ. Ëåâèí [1℄). Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ïðîâå-ðèòü, íàïðèìåð, âêëþ÷åíèå T

(
(a, b)

)
⊂ T

(
(a, b]

)
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé x óðàâíåíèÿ (0.1), îáëàäàþùèõñâîéñòâîì

Φ(x, (a, b)) > i, Φ(x, b) > n − i (i = 1, . . . , n).Íàäî äîêàçàòü, ÷òî Mi = ∅ (i = 1, . . . , n). Òàê êàê L ∈ T
(
(a, b)

)
, òî Mn = ∅. Ïóñòü óæåäîêàçàíî, ÷òî Mn = Mn−1 = . . . = Mk+1 = ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mk 6= ∅ è v ∈ Mk �ðåøåíèå, èìåþùåå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî r ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé â (a, b). Òàê êàê

Mk+1 6= ∅, òî Φ(v, (a, b)) = k, ïîýòîìó 1 6 r 6 k. Ïóñòü ýòè íóëè íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ
t1 < t2 < . . . < tr è ki = Φ(v, ti) (i = 1, . . . , r); k1 + . . . + kr = k.Åñëè r < k, òî ïóñòü y � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-âèÿì

Φ(y, ti) > ki − 1 (i = 1, . . . , r), Φ(y, b) > n − k − 1, y(sj) = 0 (j = 1, . . . , r) (2.8)( sj � îòëè÷íûå îò ti è äðóã îò äðóãà òî÷êè (a, b) ). Óñëîâèÿ (2.8) îïðåäåëÿþò ïîäïðîñòðàíñòâîðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1) ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå 1, ïîýòîìó òàêîé âûáîð y(t) 6≡ 0 âîçìîæåí.Åñëè r = k, òî ïóñòü y óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
Φ(y, b) = n − k − 1, y(n−k−1)(b) = 1. (2.9)Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî â (2.9) âûïîëíÿåòñÿ è â ñëó÷àå r < k.Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ki áîëüøå 1 è y èìååò â (a, b) íåìåíåå r+1 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé, à òàê êàê ïðè ýòîì Φ(y, (a, b)) > k, òî íåðàâåíñòâî

Φ(y, b) > n − k îçíà÷àëî áû, ÷òî y ∈ Mk. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ v.Âûáåðåì îêðåñòíîñòè Ut1 , . . . , Utr , U−b òàê, ÷òîáû îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü, ðåøåíèå yíå èìåëî íóëåé â U−b, è ïîëîæèì
zs(t) = v(t) −

v(s)

y(s)
y(t) (s ∈ U−b).Â ñèëó (2.9) Φ(v, b) > n − k > Φ(y, b), òàê ÷òî v(s)

y(s) →0 ïðè s →b − 0. Ñîãëàñíî ëåììå 7 è (2.8)
Φ(z, Uti) > ki, ïîýòîìó Φ

(
z, (a, b)

)
> k + 1. Ïîñêîëüêó

Φ(z, b) = Φ(y, b) = n − k − 1, òî z ∈ Mk+1 = ∅.Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. �



56 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 11. Åñëè L ∈ T([a, b]) (a, b ∈ I), òî íàéäåòñÿ òàêîå a1 < a
(
b1 > b

)
, ÷òî

L ∈ T([a1, b])
(
L ∈ T([a, b1])

)
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå a1 < a. Ïóñòü L ∈ T([a, b]),íî L /∈ T([a1, b]) ïðè ëþáîì a1 < a. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m ñóùåñòâóþòðåøåíèÿ um óðàâíåíèÿ (0.1), îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè

Φ

(
um,

[
a −

1

m
, b

])
> n, Φ(um, [a, b]) 6 n − 1. (2.10)Ïóñòü t1, . . . , tkm

� ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå íóëè um. Ïðåäñòàâèì um ñîãëàñíî (2.7) è íîð-ìèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um}∞m=1 òàê, ÷òîáû n∑
k=1

c2
km = 1. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîéñ�åðû â R

n íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü umν → u ïðè ν → ∞. Ïåðåéäÿ åùå ðàç, åñëèýòî ïîòðåáóåòñÿ, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî ti,mν → ti ïðè ν → ∞. Ïðè ýòîìíåêîòîðûå èç ti ìîãóò ñîâïàñòü. Ïóñòü t̃1, . . . , t̃l � ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà
ti. Ïðèìåíèì ê êàæäîé òî÷êå t̃i ëåììó 6 (ïðè τ = t̃i ). Òîãäà

Φ(um, [a, b]) >

l∑

i=1

Φ(u, t̃i) > n.Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.10) äîêàçûâàåò òåîðåìó. �4. �àíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî íåîñöèëëÿöèÿ óðàâíåíèÿ (0.1) íà ïðîìåæóòêå J ⊂ I ýêâèâà-ëåíòíà òîìó, ÷òî âñÿêàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà åãî ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêîé íà J.Íèæåñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò ýòî ïîëîæåíèå.Òåîðåìà 12. Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ (α, β). Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû
L ∈ T(J), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (0.1) èìåëî ìàðêîâñêóþ íà J ÔÑ�.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü îáîñíîâàíà ëåììîé 1. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòüóñëîâèé òåîðåìû.Ïóñòü J = [a, b]. Ïî òåîðåìå 11 íàéäóòñÿ òàêèå a1 < a, b1 > b, ÷òî L ∈ T

(
[a1, b1]

)
.Îïðåäåëèì ñèñòåìó ðåøåíèé {ũk}

n
1 óðàâíåíèÿ (0.1) óñëîâèÿìè

Φ(ũk, a1) = k − 1, ũ
(k−1)
k (a1) = 1, Φ(ũk, b1) = n − k (k = 1, . . . , n). (2.11)Òàê êàê L ∈ T

(
[a1, b1]

)
, òî òàêèå ũk ñóùåñòâóþò. Äðóãèõ íóëåé, êðîìå óêàçàííûõ â (2.11),

ũk íà [a1, b1] íå èìåþò è ũk(t) > 0 â (a1, b1). Ïðè ýòîì [ũ; 1, . . . , n](a1) = 1, òàê ÷òî ñèñòåìà
{ũk}

n
1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà è [ũ; 1, . . . , n](t) > 0 (t ∈ [a1, b1]).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ k0 (1 < k0 < n) è t0 ∈ (a1, b1) òàêèå, ÷òî [ũ; 1, . . . , k0](t0) = 0.Â ýòîì ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (0.1) u∗(t) =

k0∑
i=1

c∗i ũi òàêîå, ÷òî Φ(u∗, t0) > k. Òàê êàê Φ(u∗, b1) = n − k0, òî
Φ (u∗, [a1, b1]) > n. Èòàê, ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðèíàäëåæíîñòüþ L ∈ T([a1, b1]);ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî [ũ; 1, . . . , k](t) 6= 0 (t ∈ (a1, b1)) . À òàê êàê [ũ; 1, . . . , k](a1) = 1, òî
[ũ; 1, . . . , k](t) > 0 (t ∈ (a1, b1)) è, çíà÷èò, ñèñòåìà {ũk}

n
1 � ìàðêîâñêàÿ íà [a1, b1), à ñëå-äîâàòåëüíî, ìàðêîâñêàÿ è íà [a, b].Åñëè J = (a, b), òî ïî òåîðåìå 10 L ∈ T([a, b)); îïðåäåëèì ñèñòåìó {uk}

n
k=1 ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (0.1) íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Φ(uk, a)=n − k, u(n−k)(a) = 1 (îñòàëüíûå óñëîâèÿíåñóùåñòâåííû). Òî÷íî òàê æå, êàê è âûøå, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà {uk}

n
k=1 ìàðêîâñêàÿíà (a, b) (íî íå íà [a, b)! ). Ýòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ. �Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ J =[a, b) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 12 íå èìååò ìåñòà.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 57ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå x′′ + x = 0 íåîñöèëëÿöèîííî íà [0, π), íî ìàðêîâñêîé íà [0, π)ñèñòåìû ðåøåíèé íå èìååò: ñèñòåìà {sin t, cos t} ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ëèøü íà (0, π).Çàìå÷àíèå 3. Íà ñàìîì äåëå ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé òåîðåìû 12 áûëîïîêàçàíî, ÷òî åñëè L ∈ T(J), òî óðàâíåíèå (0.1) èìååò ÔÑ� {ũk}
n
1 , îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì(2.5). Òàêèì îáðàçîì, ÔÑ� óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.11), åñòü M+

[a,b] -ñèñòåìà.5. Ïóñòü L /∈ T(I). Íàçîâåì ïîëóèíòåðâàë [a, b)
(
(a, b]

) òî÷íûì ïðîìåæóòêîì íåîñöèëëÿ-öèè óðàâíåíèÿ (0.1) ñ íà÷àëîì â òî÷êå a (êîíöîì â òî÷êå b ), åñëè
L ∈ T

(
[a, b)

)
\ T
(
[a, b]

) (
L ∈ T

(
(a, b]

)
\ T
(
[a, b]

))
.Ïóñòü [a, b)

(
(a, b]

) � òî÷íûé ïðîìåæóòîê íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (0.1). Íàçîâåì
ρ+(a)

.
= b

(
ρ−(b)

.
= a

)ïðàâîé ñîïðÿæåííîé ê òî÷êå a (ëåâîé ñîïðÿæåííîé ê òî÷êå b ) òî÷êîé äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1)(îòñþäà àíãëèéñêèé òåðìèí dis
onjuga
y, îçíà÷àþùèé íåîñöèëëÿöèþ).Ïî ëåììå 5, ρ+(a) > a, ρ−(b) < b, à èç îïðåäåëåíèÿ íåîñöèëëÿöèè ñëåäóåò, ÷òî îáå �óíêöèèíåóáûâàþùèå íà (α, γ)
(
(δ, β)

)
, ãäå

γ
.
=sup {t : t>a, L∈T([a, t))} (6β)

(
δ

.
=inf {t : t<b, L∈T((t, b])} (>α)

)
.Òåîðåìà 13. Ïóñòü L /∈ T(I). Òîãäà ρ+(a)

(
ρ−(b)

) åñòü âîçðàñòàþùèé ãîìåîìîð�èçì èç
(α, γ) â (δ, β)

(èç (δ, β) â (α, γ)
)
, îáðàòíûé ê êîòîðîìó åñòü ρ+(b)

(
ρ−(a)

)
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ a1, a2 ∈ (α, γ), a2 > a1, äëÿ êî-òîðûõ ρ+(a1) = ρ+(a2)

.
= b. Çíà÷èò, L ∈ T([ai, b)), i = 1, 2, íî L /∈ T([a2, b]). Îäíàêî ïîòåîðåìå 10 L ∈ T((a1, b]) ⊂ T([a2, b]). Ñëåäîâàòåëüíî, ρ+ � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ.Òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèì è äëÿ �óíêöèè ρ−.Åñëè b = ρ+(a) (a ∈ (α, γ)), òî L ∈ T([a, b))\T([a, b]). Ïî òåîðåìå 10 L ∈ T([a, b))\T((a, b]),ïîýòîìó a = ρ−(b), òî åñòü b ∈ (δ, β). Òî÷íî òàê æå, åñëè a = ρ−(b) (b ∈ (δ, β)), òî b = ρ+(a),òî åñòü a ∈ (α, γ). Òàêèì îáðàçîì, ρ+ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò èíòåðâàë (α, γ) íà

(δ, β). Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îáåèõ �óíêöèé. �6. Òåîðåìà 12 è å¼ äîêàçàòåëüñòâî ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿòî÷íîãî ïðîìåæóòêà íåîñöèëëÿöèè ñ íà÷àëîì â çàäàííîé òî÷êå a ∈ I.1. Íàõîäèì ÔÑ� {ua,k}
n
k=1 óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

u
(i−1)
a,k (a) = δk,n−i+1 (k, i = 1, . . . , n); (2.12)�àêòè÷åñêè íóæíî íàéòè ëèøü ïåðâûå n − 1 ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèòåëè

wa,k = [ua; 1, . . . , k] (k = 1, . . . , n − 1) ðàâíû íóëþ â òî÷êå a.2. Íàõîäèì ïåðâûå ïîñëå a íóëè t∗k �óíêöèé wa,k, ò. å.
t∗k

.
= min {t : wa,k(t) = 0, t > a}, k = 1, . . . , n − 1(åñëè wa,k â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, òî ïîëàãàåì t∗k = β ).3. Ïîëàãàåì b = ρ+(a) = min

16k6n−1
{t∗k}.Â ñàìîì äåëå, ïî ïîñòðîåíèþ wa,k(t) 6= 0 (k=1, . . . , n−1) ïðè t∈(a, b), è òàê êàê wa,n(t) 6= 0ïðè t ∈ I, òî ïî ëåììå 4 {ua,k}

n
k=1 � M(a,b) -ñèñòåìà. Ïî òåîðåìå 12, L ∈ T((a, b)), à ïî òåîðåìå10, L ∈ T([a, b)). Åñëè æå b 6= β, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë wa,k(b) = 0, ïîýòîìó L /∈ T([a, b]).



58 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1� 3. Ôàêòîðèçàöèÿ Ïîéÿ�Ìàììàíû. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà �îëëÿ1. Ôàêòîðèçàöèÿ Ïîéÿ� Ìàììàíû ([6, 7℄).Òåîðåìà 14. Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ I. Äëÿ òîãî ÷òîáû íà J èìåëî ìåñòîïðåäñòàâëåíèå (0.4), ãäå hk(t) > 0, t ∈ J, hk àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà J (k = 1, . . . , n− 1), hnëîêàëüíî ñóììèðóåìà íà J, hn(t) > 0 ï. â., íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L ∈ T(J).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü L ∈ T(J). Â ñèëó òåîðåìû 12 è çàìå÷àíèÿ3 óðàâíåíèå (0.1) èìååò M+
J -ñèñòåìó ðåøåíèé {uk}

n
k=1, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.5).Îáîçíà÷èâ wk

.
= [u; 1, . . . , k], k = 1, . . . , n, ïîëîæèì

h0
.
=

1

w1
, hk

.
=

w2
k

wk−1wk+1
(k = 1, . . . , n − 1), hn

.
=

wn

wn−1
,

Lku
.
=

[u1, . . . , uk, u]

wk
(k = 1, . . . , n), L0u

.
= h0u.Ôóíêöèè hk è Lku àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, ïðè÷åì hk(t) > 0 íà J (k = 1, . . . , n − 1),�óíêöèè hn è Lnu ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà J, ïðè÷åì hn(t) > 0 ï. â. íà J. Ïðåäñòàâëåíèå(0.4) ïîëó÷àåòñÿ n -êðàòíûì ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâà (2.3) è î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà Lnu ≡ Lu.Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (0.4). Îáîçíà÷èì

L0u
.
= h0 u, Lku

.
= hk

d

dt
Lk−1u, k = 1, . . . , n (3.1)è ïîëîæèì

u1(t)
.
=

1

h0(t)
, uk(t)

.
=

1

h0(t)

∫ t

a

dt1
h1(t1)

∫ t1

a

· · ·

∫ tk−2

a

dtk−1

hk−1(tk−1)
(3.2)

(a ∈ J, 2 6 k 6 n, t0 = t). Íåïîñðåäñòâåííûì ñ÷åòîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî
Lkui = 0 (i = 1, . . . , k, k = 1, . . . , n), Lkuk+1 = 1 (k = 1, . . . , n − 1), (3.3)è òàê êàê Ln = L, òî {uk}

n
k=1 � ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1).Äîêàæåì òîæäåñòâî

[u1, . . . , uk, u] = (h0 · . . . · hk)
−1 wk Lku, k = 1, . . . , n, t ∈ J. (3.4)Ïðè k = 1 îíî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî òîæäåñòâî âåðíî äëÿ

1, 2, . . . , k (1 6 k 6 n − 1). Òîãäà â ñèëó (3.3) ïðè u = uk+1 ïîëó÷àåì
wk+1 = (h0 · . . . · hk)

−1 wk. (3.5)Òàê êàê w1(t) = u1(t) = 1
h0(t)

> 0 (t ∈ J), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
w1(t) > 0, w2(t) > 0, . . . , wk+1(t) > 0 (t ∈ J).Âûðàçèì èç (3.5) h0 · . . . · hk = wk

wk+1
è ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 3:

Lk+1u = hk+1
d

dt
Lku = hk+1 h0 · . . . · hk ·

[u1, . . . , uk, u]

wk

=

= hk+1
d

dt

[u1, . . . , uk+1, u]

wk+1
= h0 · . . . · hk+1

[u1, . . . , uk, u]

wk+1
.Ïî èíäóêöèè (3.4), à çíà÷èò, è (3.5) âåðíî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿíåðàâåíñòâà (2.5), ò. å. ñèñòåìà, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè (3.2), åñòü MJ -ñèñòåìà. Ïî òåîðåìå12, L ∈ T(J). �



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 59ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Çàìå÷àíèå 4. �. Ìàììàíà [7℄ ïðåäëàãàë âìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (0.4) ýêâèâàëåíòíóþ �îðìó
L =

(
d

dt
+ mn

)(
d

dt
+ mn−1

)
. . .

(
d

dt
+ m1

) (3.6)
(mn ∈ Lloc(I), mk ∈ Cn−k

∗ (J), k = 1, . . . , n − 1).Ïåðåõîä îò (0.4) ê (3.6) è îáðàòíî î÷åâèäåí.2. Óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïóñòü êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (0.1)ïîñòîÿííûå: pk(t) ≡ pk ≡ const, k = 1, 2, . . . , n, P(λ)
.
= λn +p1λ

n−1 + . . .+pn−1λ+pn � õàðàê-òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí âûðàæåíèÿ L. Èç òåîðåìû 14 è çàìå÷àíèÿ 4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 15. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (0.1) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè áûëî íåîñ-öèëëÿöèîííûì íà (−∞, +∞), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ P(λ) áûëè âåùåñòâåííûìè.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü λk, k = 1, 2, . . . , n � âåùåñòâåííûå êîðíèõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Òîãäà ðàçëîæåíèþ
P(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2) · · · (λ − λn)ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå
L = (

d

dt
− λ1)(

d

dt
− λ2) · · · (

d

dt
− λn),ò. å. èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (3.6).Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó ñîïðÿæåííûõíåâåùåñòâåííûõ êîðíåé γ ± δi, δ 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (0.1) èìååò ðåøåíèå y = eγtcos δt, äëÿêîòîðîãî Φ

(
y, (−∞, +∞)

)
= ∞.3. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà �îëëÿ (ñð. [9, 
. 63℄).Ïóñòü J ⊂ I � ïðîìåæóòîê. ×èñëî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé íåïðåðûâíîé �óíêöèè

v : J → R íà J îáîçíà÷èì Ψ(v, J); åñëè v(t) ≡ 0 íà îòðåçêå [t1, t2] è îòëè÷íî îò íóëÿ â îêðåñò-íîñòè ýòîãî îòðåçêà, òî ñ÷èòàåì Ψ(v, [t1, t2]) = 1; ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà êóñî÷íî íåïðåðûâíîé�óíêöèè z : J → R îáîçíà÷èì S(z, J).Òåîðåìà 16. Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ I, L ∈ T(J), u ∈ Cn−1
∗ , �óíêöèÿ Luíåïðåðûâíà íà J è Φ(u, J) = m (n 6 m < ∞). Òîãäà Ψ(Lu, J) > m − n.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 14 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (0.4). Îïðåäåëèì Lkïî �îðìóëàì (3.1) è ïîñòðîèì ñèñòåìó {uk}

n
k=1 ñîãëàñíî (3.2). Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.4)ïîëó÷àåì

Lku =
(
(h0 · . . . · hk)/wk

)
[u1, . . . , uk, u] (k = 1, . . . , n). (3.7)Èç (3.7) âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ

(
Φ(u, t0) = ν

)
=⇒

(
(Lju)(t0) = 0, j = 0, . . . , ν − 1, ν > 2

)
. (3.8)Ïóñòü t1 < . . . < tl � ðàçëè÷íûå íóëè u, ki = Φ(u, ti),

l∑
i=1

ki = m. Åñëè l = 1, òîóòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî (ïðè m = n íå÷åãî äîêàçûâàòü, ïðè m > n + 1 óòâåðæäåíèåòåîðåìû ñëåäóåò èç (3.7)). Ïóñòü l > 2, lj � ÷èñëî íóëåé u êðàòíîñòè j, k
.
= max

06i6l
{ki}. Òîãäà

l1 + . . . + lk = l, l1 + 2l2 + . . . klk = m. (3.9)



60 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Â ñèëó (3.8) L1u èìååò íóëè â l − l1 òî÷êàõ èç ÷èñëà ti (â òåõ èç íèõ, êîòîðûå íå ÿâëÿ-þòñÿ ïðîñòûìè íóëÿìè u ) è, êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå �îëëÿ íå ìåíåå l − 1 íóëåé â òî÷êàõ
t′i ∈ (ti, ti+1), i = 1, . . . , l − 1. Òàêèì îáðàçîì,

Ψ(L1u, J) > (l − 1) + (l − l1) = 2l − l1 − 1.Àíàëîãè÷íî
Ψ(L2u, J) > (2l − l1 − 1) − 1 + (l − l1 − l2) = 3l − 2l1 − l2 − 2,è âîîáùå, ïðè k > 2 íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ó÷èòûâàÿ (3.9), ÷òî
Ψ(Lk−1u, J) > kl − (k − 1)l1 − . . . − lk−1 − k + 1 = m − k + 1.Ïðè k = n+1 òåîðåìà äîêàçàíà. Ïðè k 6 n â äàëüíåéøåì ïåðåõîä îò Lj ê Lj+1 óìåíüøàåòîöåíêó ñíèçó ÷èñëà íóëåé Lju íà åäèíèöó:
Ψ(Lku, J) > m − k, . . . , Ψ(Lnu, J) = Ψ(Lu, J) > m − n. �Çàìå÷àíèå 5. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 16 âèäíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå m−n íóëåé Luðàñïîëîæåíû ñòðîãî ìåæäó t1 è tl.Ñëåäñòâèå 2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 16 èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ

(
Φ(u, J) > m (k 6 m < ∞)

)
=⇒

(
Ψ(Lku, J) > m − k

)
, 1 6 k 6 n.Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü Lu êóñî÷íî íåïðåðûâíà è âûïîëíåíû îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû

16. Òîãäà S(Lu, J) > m − n.� 4. Äåêàðòîâû ñèñòåìû ðåøåíèé1. Íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèå (â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè) òåîðåìû 12.Ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé íà J (DJ -ñèñòåìîé), åñëè äëÿ ëþáîé íåòðèâèàëüíîéëèíåéíîé êîìáèíàöèè y =
n∑

i=1
ciui(t) Φ(y, J) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ c1, c2, . . . , cn (ïðè ýòîì íóëåâûå ci íå ó÷èòûâàþòñÿ).Ëåììà 8 (ñì. [9, 
. 62℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû (2.1) áûëà DJ -ñèñòåìîé, íåîáõîäèìî è äîñòà-òî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëè

[u; i1, . . . , ik](t), 1 6 i1 < . . . < ik 6 n (4.1)èìåëè â J îäèí è òîò æå ñòðîãèé çíàê, çàâèñÿùèé ëèøü îò k.Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïîäñèñòåìà âèäà {ukj
}r

j=1 (1 6 k1 < . . . < kr 6 n)
DJ -ñèñòåìû {uk}

n
k=1 ñàìà ÿâëÿåòñÿ DJ -ñèñòåìîé.×èñëî âðîíñêèàíîâ, çíàê êîòîðûõ íóæíî ïðîâåðÿòü, ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ïîñðàâíåíèþ ñ (4.1).Ëåììà 9 (ñì. [24, 
. 307℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû (2.1) áûëà DJ -ñèñòåìîé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáûîïðåäåëèòåëè [u; i, . . . , j](t), 1 6 i < j 6 n èìåëè â J îäèí è òîò æå ñòðîãèé çíàê, çàâèñÿ-ùèé ëèøü îò ïîðÿäêà îïðåäåëèòåëÿ.Åñëè [u; i, . . . , j](t) > 0, 1 6 i < j 6 n íà J äëÿ îïðåäåëèòåëåé âñåõ ïîðÿäêîâ, òî ñèñòåìàíàçûâàåòñÿ D+

J -ñèñòåìîé.Íàáîð ýêñïîíåíò {
eλkt

}n

k=1
(λ1 < . . . < λn) (4.2)
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(−∞,+∞) -ñèñòåìîé, òàê êàê çäåñü

[u; i1, . . . , ik](t) = eλi1
t · . . . · eλik

t · det
(
λj−1

il

)k

j,l=1
> 0äëÿ âñåõ t ∈ R è k = 1, 2, . . . , n, (det

(
λj−1

il

)k

j,l=1
� îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà).Òî÷íî òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàáîð ñòåïåííûõ �óíêöèé {tk−1}n

k=1 ÿâëÿåòñÿ D+
(0,+∞) -ñèñòåìîé.2. Ïðèâåäåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïàðàãðà�à.Òåîðåìà 17. Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ I. Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû L ∈ T(J),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (0.1) èìåëî äåêàðòîâó íà J ÔÑ�.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âñÿêàÿ DJ -ñèñòåìà åñòü â òî æå âðåìÿ è MJ -ñèñòåìà,òî äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 12. Äîêàæåì èõ íåîáõîäèìîñòü. Äî-ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé J = [a, b].Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12 ñèñòåìà {ũk}

n
k=1 ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.11), åñòü D+

(a1,b1) -ñèñòåìà (ñì. îáîçíà÷åíèÿ äîêàçà-òåëüñòâà òåîðåìû 12); ñîãëàñíî ëåììå 9 íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
[ũ; i, . . . , j](t) > 0 (t ∈ (a1, b1), 1 6 i < j 6 n).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå t0 ∈ (a1, b1), ÷òî

[ũ; i0, . . . , j0](t0) = 0 (1 6 i0 < j0 6 n).Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1) �
yi0j0 =

j0∑
k=i0

ckũk òàêàÿ, ÷òî Φ
(
yi0j0, t0

)
> j0 − i0 + 1. À òàê êàê

Φ
(
yi0j0, a1

)
> i0 − 1, Φ

(
yi0j0, b1

)
> n − j0, òî Φ (yi0j0 , [a1, b1]) > n,÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (0.1).Èòàê, [ũ; i, . . . , j](t) 6= 0 (t ∈ (a1, b1), 1 6 i < j 6 n). Èç ëåììû 3 èìååì

d

dt

(
[ũ; i, . . . , j]

[ũ; i − 1, . . . , j − 1]

)
=

[ũ; i, . . . , j − 1] [ũ; i − 1, . . . , j]

[ũ; i − 1, . . . , j − 1]2
. (4.3)Òàê êàê u1(t) > 0 â (a1, b1), òî {ũ1} − D+

(a1,b1)
-ñèñòåìà. Ïîêàæåì, ÷òî

[ũ; i, . . . , p + 1](t) > 0 (1 6 i 6 p, t ∈ (a1, b1)). (4.4)Ïðè i = 1 ýòî âåðíî â ñèëó (2.5). Ïóñòü (4.4) âåðíî äëÿ i − 1. Òàê êàê [ũ; i, . . . , p + 1](a1) = 0,òî èç (4.3) ïðè j = p + 1 ïîëó÷èì (4.4). Çíà÷èò, {ũk}
p+1
1 � D+

(a1,b1)
-ñèñòåìà, ñëåäîâàòåëüíî, è

D+
[a,b] -ñèñòåìà. �Çàìå÷àíèå 6. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, íåîñöèëëÿöèîííîå íà J óðàâíåíèåîáëàäàåò D+

J -ñèñòåìîé ðåøåíèé.3. Ââåäåì åùå îäèí êëàññ ñèñòåì �óíêöèé, ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó êëàññàìè ìàðêîâñêèõè äåêàðòîâûõ ñèñòåì (ñì. [1℄).Ïóñòü uk ∈ Cm
∗ (J), k = 1, . . . ,m, è [u; i1, . . . , ip \ j1, . . . , jq] îçíà÷àåò âðîíñêèàí ñèñòåìû�óíêöèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû {ui1 , . . . , uip} óäàëåíèåì ïîäñèñòåìû {uj1 , . . . , ujp}.
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M+

J -ñèñòåìà (2.1) íàçûâàåòñÿ S+
J -ñèñòåìîé, åñëè äëÿ k = 1, . . . ,m − 1 ñèñòåìû �óíêöèé

{u1, . . . , um} \ {uk} ÿâëÿþòñÿ M+
J -ñèñòåìàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà �óíêöèé (2.1) áóäåò

S+
J -ñèñòåìîé, åñëè

[u; 1, . . . , j](t) > 0, j = 1, . . . ,m; [u; 1, . . . , j \ k](t) > 0 äëÿ âñåõ j = 2, . . . m,

k = 1, . . . j − 1 (t ∈ J). Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ S+
J -ñèñòåìàÿâëÿåòñÿ M+

J -ñèñòåìîé, à âñÿêàÿ D+
J -
èñòåìà åñòü S+

J -ñèñòåìà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì èçòåîðåì 12 è 17Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ I. Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû L ∈ T(J),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (0.1) èìåëî S+
J -ñèñòåìó ðåøåíèé.Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå S+

J -ñèñòåìû ïðè m > 2 øèðå, ÷åì ïîíÿòèå D+
J -ñèñòåìû. Òàê, íà-ïðèìåð, �óíêöèè 1, t + 1, (t + 1)2 − c ïðè 1 < c < 4 îáðàçóþò S+

[0,1] -ñèñòåìó, òàê êàê ïðè
t ∈ [0, 1]

[u; 1](t) = [u; 1, 2](t) = 1, [u; 1, 2, 3](t) = 2 [u; 2](t) = 1 + t > 0,

[u; 2, 3](t) = (t + 1)2 + c > 0, [u; 1, 3](t) = 2(t + 1) > 0,îäíàêî ýòè �óíêöèè íå îáðàçóþò D+
[0,1] -ñèñòåìó, òàê êàê îïðåäåëèòåëü

[u; 3](t) = (t + 1)2 − c ìåíÿåò çíàê íà [0, 1].4. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåì íàçûâàòü ëåììîé çàìåùåíèÿ.Ëåììà 10. Ïóñòü {vi}
m
0 � D+

J -ñèñòåìà, 0 6 k 6 m, u ∈ Cm
∗ (J),

u(i)(a) = v
(i)
k (a), i = 0, . . . ,m, (4.5)

[v0, . . . , vk−1, u, vk+1, . . . , vm](t) > 0, t ∈ [a, b]. (4.6)Òîãäà {v0, . . . , vk−1, u, vk+1, . . . , vm} � D+
J -ñèñòåìà.(Ïðè k = 0 âðîíñêèàí â ëåâîé ÷àñòè (4.6) åñòü [u, v1, . . . , vm], ïðè k = m � ýòîò âðîíñêèàíåñòü [v0, . . . , vm−1, u]; àíàëîãè÷íî ïîíèìàþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû �óíêöèé.)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ṽi = vi ïðè i 6= k, ṽk = u. Ñîãëàñíî ëåììå 9 íàäîäîêàçàòü, ÷òî

[ṽ; i, . . . , i + j] (t) > 0, t ∈ [a, b] äëÿ j = m − 1, . . . , 1 è i = 0, . . . ,m − j. (4.7)Ïðè i > k èëè i + j < k íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèé ëåììû. Ïóñòü i 6 k 6 i + j. Ïðè
j = m, i = 0 íåðàâåíñòâî (4.7) âåðíî â ñèëó (4.6). Ïóñòü (4.7) âåðíî äëÿ j = m, . . . , j0 +1 è
i=0, . . . ,m − j0, (16j0 6m − 1).Ñîãëàñíî ëåììå 3

d

dt

[ṽ; i, . . . , i + j0]

[ṽ; i, . . . , i + j0 + 1 \ k]
=

[ṽ; i, . . . , i + j0 \ k][ṽ; i, . . . , i + j0 + 1]

[ṽ; i, . . . , i + j0 + 1 \ k]2
(4.8)

(0 6 i 6 m − j0 − 1) èëè
d

dt

[ṽ; i, . . . , i + j0]

[ṽ; i − 1, . . . , i + j0 \ k]
=

[ṽ; i, . . . , i + j0 \ k][ṽ; i − 1, . . . , i + j0]

[ṽ; i − 1, . . . , i + j0 \ k]2
(4.9)

(1 6 i 6 m − j0). Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4.5)
[ṽ; i − 1, . . . , i + j0](a) = [v; i − 1, . . . , i + j0](a).Êðîìå òîãî,

[ṽ; p, . . . , p + j0 \ k](t) = [v; p, . . . , p + j0 \ k](t) äëÿ p = i − 1 è p = i;
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[ṽ; i, . . . , i + j0 + 1](t) > 0, t ∈ J, 0 6 i 6 m − j0 − 1,èëè

[ṽ; i − 1, . . . , i + j0](t) > 0, t ∈ J, 1 6 i 6 m − j0.Ýòî âìåñòå ñ òîæäåñòâàìè (4.8) è (4.9) îçíà÷àåò, ÷òî
[ṽ; i, . . . , i + j0](t) > 0, t ∈ J.Ïî èíäóêöèè (4.7) âåðíî äëÿ j = m − 1, . . . , 1 è i = 0, . . . ,m − j. �� 5. Ïîëóý��åêòèâíûé êðèòåðèé íåîñöèëëÿöèè1. Êðèòåðèé, î êîòîðîì çäåñü ïîéäåò ðå÷ü, ïîëó÷åí ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî À. Þ. Ëå-âèíûì [1℄ è Ô. Õàðòìàíîì [2℄ (ñì. òàêæå [3, 4℄). Â íàèáîëåå îáùåé ðåäàêöèè (ñì. [1℄ ) ýòîòêðèòåðèé âûãëÿäèò òàê:äëÿ òîãî ÷òîáû L ∈ T([a, b])
(
L ∈ T([a, b))

)
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-âàëà S+

[a,b) -ñèñòåìà (
S+

(a,b) -ñèñòåìà ) �óíêöèé {vk}
n−1
k=1 èç Cn−1

∗ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùàÿíåðàâåíñòâàì (ñð. (1.6), (1.8))
(−1)n−k (Lvk)(t) > 0 ï. â. íà [a, b]; k = 1, . . . , n − 1. (5.1)Çäåñü ýòîò êðèòåðèé äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé íåñêîëüêî ìåíåå øèðîêîé �îðìå (ñì. [2℄).Ýòî, îäíàêî, íå ñëèøêîì ñóçèò ïðèìåíåíèå åãî, òàê êàê âñå â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèìåíÿþùèåñÿ

S+ -ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òàêæå D+ -ñèñòåìàìè.Òåîðåìà 18. Ïóñòü a, b ∈ I. Äëÿ òîãî ÷òîáû
L ∈ T

(
[a, b]

) (
L ∈ T

(
[a, b)

))
,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà D+

[a,b) -ñèñòåìà (D+
(a,b) -ñèñòåìà ) �óíêöèé

{vk}
n−1
k=1 èç Cn−1

∗ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (5.1).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 17; ïðèýòîì �óíêöèè vk, k = 1, . . . , n − 1, � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.1), òî åñòü íåðàâåíñòâà (5.1)âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 11. Ïóñòü J = (a, b) èëè J = [a, b) è ñóùåñòâóåò D+
J -ñèñòåìà vk, k = 1, . . . , n−

1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (5.1). Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ v0 ∈ Cn−1
∗ (J) òàêàÿ,÷òî Lv0 = 0 ï. â. íà [a, b] è {vk}

n−1
k=0 � D+

J -ñèñòåìà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñíà÷àëà J = (a, b) è
q(t)

.
= p1(t) +

[v; 1, . . . , n − 1]′(t)

[v; 1, . . . , n − 1](t)
, Mx

.
= (−1)n+1 [x, v1, . . . , vn−1]

[v; 1, . . . , n − 1]
�ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ïîðÿäêà n−1 ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì,

CM (t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

v1(s) . . . vn−1(s)
. . . . . . . . .

v
(n−3)
1 (s) . . . v

(n−3)
n−1 (s)

v1(t) . . . vn−1(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣

[v; 1, . . . , n − 1](s)
�
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J -ñèñòåìó ðåøåíèé

{vk}
n−1
k=1 , òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 17, M ∈ T(J). Ïîýòîìó CM (t, s) > 0 (a 6 s 6 t < b). Êðîìåòîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâ (5.1)

(LCM )(t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

v1(s) . . . vn−1(s)
. . . . . . . . .

v
(n−3)
1 (s) . . . v

(n−3)
n−1 (s)

(Lv1)(t) . . . (Lvn−1)(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣

[v; 1, . . . , n − 1](s)
6 0.Ôóíêöèè q è (LCM )(·, s), î÷åâèäíî, ñóììèðóåìû íà [a, b] (âòîðàÿ ïðè ëþáîì s ∈ J ), �óíêöèÿ

(LCM )(t, ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà J ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]; ïîëàãàåì
K(t, s) = −

∫ t

s

(LCM )(t, τ)e−
R τ

s
q(σ) dσ dτ, F (t) = (−1)n

∫ t

s

(LCM )(t, τ)e−
R τ

a
q(σ) dσ dτ.Òàê êàê (LCM )(t, s) 6 0 ï. â. íà [a, b], òî K(t, s) > 0, (−1)n+1F (t) > 0 (a 6 t < b). Ïóñòü

g � ðåøåíèå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû g(t) =

∫ t

a

K(t, s)g(s) ds + F (t)â ïðîñòðàíñòâå L[a,b] ñ íåîòðèöàòåëüíûì ÿäðîì è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì F, êîòîðîå ñóùåñòâóåò,ñóììèðóåìî è (−1)n+1g(t) > 0 ï. â. íà [a, b]. Âûáåðåì f êàê ðåøåíèå çàäà÷è
f ′(t) + q(t)f(t) = g(t), f(a) = (−1)n+1.Òîãäà

f(t) = (−1)n+1e−
R t

a
q(σ) dσ +

∫ t

a

e−
R t

τ
q(σ) dσg(τ) dτ ; (5.2)ïðè ýòîì f, î÷åâèäíî, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è (−1)n+1f(t) > 0 íà [a, b]. Íàêîíåö, �óíêöèþ

v0 îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Mv0 = f(t), v

(i)
0 (a) = 0, i = 0, . . . , n − 2.Òîãäà

v0(t) =

∫ t

a

CM (t, s)f(s) ds. (5.3)Ïîñëåäîâàòåëüíî äè��åðåíöèðóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, íàéäåì
v
(k)
0 (t) =

∫ t

a

∂kCM (t, s)

∂tk
f(s) ds, k = 0, . . . , n − 2; (5.4)

v
(n−1)
0 (t) =

∫ t

a

∂n−1CM (t, s)

∂tn−1
f(s) ds + f(t); (5.5)

v
(n)
0 (t) =

∫ t

a

∂nCM (t, s)

∂tn
f(s) ds + f ′(t) +

∂n−1CM (t, t)

∂tn−1
f(t), (5.6)ãäå

∂n−1CM (t, t)

∂tn−1
=

[v; 1, . . . , n − 1]′(t)

[v; 1, . . . , n − 1](t)
.Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ðàâåíñòâ, îïðåäåëåíèé q, g, f, K, F è ïðåäñòàâëåíèÿ (5.2)

(Lv0)(t) =

∫ t

a

(LCM )(t, s)f(s) ds + f ′(t) + q(t)f(t) =

∫ t

a

(LCM )(t, s)f(s) ds + g(t) =

=

∫ t

a

(LCM )(t, s)

(
e−

R s

a
q(σ) dσ +

∫ s

a

e−
R s

τ
q(σ) dσg(τ) dτ

)
ds+

+

∫ t

a

(
−

∫ t

s

(LCM )(t, τ)e−
R τ

s
q(σ) dσ dτ

)
g(s) ds −

∫ t

s

(LCM )(t, τ)e−
R τ

a
q(σ) dσ dτ ≡ 0.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 65ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà ðàâåíñòâ (5.3)�(5.6) â [v; 0, . . . , n−1] ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì
[v; 0, . . . , n − 1](t) = (−1)n+1f(t)[v; 1, . . . , n − 1](t) > 0 íà [a, b]. (5.7)Òàê êàê ñîãëàñíî ëåììå 9 [v; i, . . . , j](t) > 0 (t ∈ J, 1 6 i < j 6 n − 1), òî äîñòàòî÷íîäîêàçàòü, ÷òî

[v; 0, . . . , j](t) > 0 (t ∈ J, 1 6 j 6 n − 1). (5.8)Ïðè j = n−1 ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî (ñì. (5.7)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [v; 0, . . . , j+1](t)> 0
(t ∈ J, 2 6 j 6 n − 2). Ïî ëåììå 3

d

dt

[v; 0, . . . , j]

[v; 1, . . . , j + 1]
=

[v; 1, . . . , j][v; 0, . . . , j + 1]

[v; 1, . . . , j + 1]2
. (5.9)Òàê êàê [v; 0, . . . , j](a) = 0 è ñîãëàñíî (5.9) è èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ [v; 0, . . . , j]

[v; 1, . . . , j + 1]
�âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, òî [v; 0, . . . , j](t) > 0, t ∈ J. Ïî èíäóêöèè âûïîëíåíû âñå íåðàâåí-ñòâà (5.8).Ïóñòü òåïåðü J = [a, b). Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ṽ0 òàêàÿ, ÷òî

Lṽ0 = 0 ï. â. íà [a, b] è {ṽ0, vk}
n−1
k=1 � D+

(a,b) -ñèñòåìà. Îïðåäåëèì z êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Lz = 0, z(i)(a) = (−1)iγ, i = 0, . . . , n − 1, ãäå γ > 0 òàêîâî, ÷òî [z, vi, . . . , vj ](a) > 0,
1 6 i < j 6 n − 1. Òîãäà {z, v1, . . . , vn−1} � D+ -ñèñòåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ v0 = ṽ0 + ε z ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 � òðåáóåìàÿ. �Ëåììà 12. Ïóñòü J = (a, b) èëè J = [a, b), 0 6 k 6 n − 2, {uj}

k
j=0 � ñèñòåìà ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (0.1), à ñèñòåìà {vj}

n−1
j=k+1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (5.1) è òàêàÿ, ÷òî

{u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1} � D+
J − ñèñòåìà.Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå uk+1 óðàâíåíèÿ (0.1), ÷òî

{u0, . . . , uk+1, vk+2, . . . , vn−1} � D+
J − ñèñòåìà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î â îñíîâíîì ñëåäóåò êàíâå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 11.Ïóñòü

Nx
.
=

[u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1, x]

[u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1]
�ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå n -ãî ïîðÿäêà ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì,

CN (t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

u0(s) . . . uk(s) vk+1(s) . . . vn−1(s)
. . . . . . . . . . . . . . .

u
(n−2)
0 (s) . . . u

(n−2)
k (s) v

(n−2)
k+1 (s) . . . v

(n−2)
n−1 (s)

u0(t) . . . uk(t) vk+1(t) . . . vn−1(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣

[u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1](s)
��óíêöèÿ Êîøè óðàâíåíèÿ Nx = 0.. Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå èìåeò D+

J -ñèñòåìó ðåøåíèé
{u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1}, òî ïî òåîðåìå 17 N ∈ T(J). Ïîýòîìó CN (t, s) > 0 (a 6 s 6 t < b).Êðîìå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâ (5.1) (LCN )(t, s) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

u0(s) . . . uk(s) vk+1(s) . . . vn−1(s)
. . . . . . . . . . . . . . .

u
(n−2)
0 (s) . . . u

(n−2)
k (s) v

(n−2)
k+1 (s) . . . v

(n−2)
n−1 (s)

(Lu0)(t, s) . . . (Luk)(t, s) (Lvk+1)(t, s) . . . (Lvn−1)(t, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣

[u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1](s)
6 0.



66 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ôóíêöèÿ (LCN )(·, s), î÷åâèäíî, ñóììèðóåìà íà [a, b] ïðè ëþáîì s ∈ J, �óíêöèÿ
(LCN )(t, ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà J ïðè ïî÷òè âñåõ t∈ [a, b]. Ââåäåì �óíêöèè

K(t, s)
.
= −(LCN (t, s) (> 0), g(t)

.
= −(Lvk+1)(t), (−1)n−kg(t) > 0 ï. â. íà [a, b]è îïðåäåëèì f êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû

f(t) =

∫ t

a

K(t, s)f(s) ds + g(t)â ïðîñòðàíñòâå L[a,b] ñ íåîòðèöàòåëüíûì ÿäðîì è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì (−1)n−kg(t) > 0 ï. â. íà
[a, b]; ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìûì è (−1)n−kf(t) > 0 ï. â. íà [a, b].Ôóíêöèþ uk+1 îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå çàäà÷è

(Nuk+1)(t) = f(t), u
(i)
k+1(a) = v

(i)
k+1(a), i = 0, . . . , n − 1.Òîãäà

uk+1(t) = vk+1(t) +

∫ t

a

CN (t, s)f(s) ds. (5.10)Ïîñëåäîâàòåëüíî äè��åðåíöèðóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, íàéäåì
u

(i)
k+1(t) =

∫ t

a

∂iCN (t, s)

∂ti
f(s) ds, i = 0, . . . , n − 1; (5.11)

u
(n)
k+1(t) =

∫ t

a

∂nCN (t, s)

∂tn
f(s) ds + f(t);ñ ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ, îïðåäåëåíèé f, K, g è ïðåäñòàâëåíèÿ (5.10) èìååì

(Luk+1)(t) = (Lvk+1)(t) +

∫ t

a

(LCN )(t, s)f(s) ds + f(t) ≡ 0 ï. â. íà [a, b],ò. å. uk+1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1). Ïîäñòàâèâ ðàâåíñòâà (5.10)�(5.11) â îïðåäåëèòåëü
[u0, . . . , uk+1, vk+2, . . . , vn−1], ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

[u0, . . . , uk+1, vk+2, . . . , vn−1](t) = [u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1](t)×

×

(
1 + (−1)n+k

∫ t

a

[u0, . . . , uk, vk+2, . . . , vn−1](s)

[u0, . . . , uk, vk+1, . . . , vn−1](s)
f(s) ds

)
> 0.Ïî ëåììå çàìåùåíèÿ 10

{u0, . . . , uk+1, vk+2, . . . , vn−1} � D+
J − ñèñòåìà. �Çàâåðøèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ïóñòü J = (a, b) èëè J = [a, b) è èìååòñÿ D+

J -ñèñòåìà {vk}
n−1
k=1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåí-ñòâàì (5.1). Ïî ëåììå 11 èìååì D+

J -ñèñòåìó {vk}
n−1
k=0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì (5.1) èïðè k = 0 (â âèäå ðàâåíñòâà). Ïîëîæèâ u0

.
= v0, ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 12ïðè k = 0. Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u1 óðàâíåíèÿ (0.1) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíîóñëîâèå ëåììû 12 ïðè k = 1. Ïðîäîëæàÿ ýòó öåïî÷êó ðàññóæäåíèé, óñòàíîâèì ñ ïîìîùüþëåììû 12 ñóùåñòâîâàíèå ÔÑ� {uk}

n−1
k=0 óðàâíåíèÿ (0.1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ D+

J -ñèñòåìîé. Ïîòåîðåìå 17 L ∈ T
(
(a, b)

)
, à ïî òåîðåìå 10 L ∈ T

(
[a, b)

)
. Ïðè J = (a, b) ýòèì äîêàçàòåëüñòâîçàâåðøàåòñÿ.Ïóñòü J = [a, b). �àññìîòðèì �óíêöèè

ṽk =

{
vk (t ∈ [a, b)),
uk (t < a),

k = 1, . . . , n − 1,



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 67ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ãäå uk � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.1) ïðè óñëîâèÿõ
u

(i)
k (a) = v

(i)
k (a), i = 0, . . . , n − 1, k = 1, . . . , n − 1.Åñëè a1 < a è äîñòàòî÷íî áëèçêî ê a, òî {ṽk}

n−1
k=1 � D+

[a1,b) -ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðà-âåíñòâàì (5.1). Ïî äîêàçàííîìó
L ∈ T

(
[a1, b)

)
= T

(
(a1, b]

)
⊂ T

(
[a, b]

)
. �� 6. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåîñöèëëÿöèèÇäåñü ìû ïðèâåäåì ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåîñöèëëÿöèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç êðèòå-ðèÿ, äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ñèñòåìû ¾ïðîáíûõ¿�óíêöèé {vk}

n−1
k=1 .�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèìåð. Ïóñòü

L̂x
.
= x′′ + (3 ± 2|sin t|)x′ + (2 ± 3|sin t|)x = 0 (t ∈ I = R) (6.1)(áåðóòñÿ ëèáî âåðõíèå, ëèáî íèæíèå çíàêè). Óðàâíåíèå (6.1) íåîñöèëëÿöèîííî íà R ïî òåîðåìå18, òàê êàê �óíêöèÿ v(t) = e−

3

2
t > 0 è (L̂v)(t) = −1

4e−
3

2
t < 0 íà R.1. Íà÷íåì ñ ñèñòåìû �óíêöèé

vk(t) = (t − a)k(b − t)n−k (a, b ∈ I, k = 1, 2, . . . , n − 1). (6.2)Ñèñòåìà (6.2), áóäó÷è ïîäñèñòåìîé ÔÑ� óðàâíåíèÿ x(n+1) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåé êðàåâûìóñëîâèÿì (2.11), êîòîðàÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 17 åñòü D+
(a,b) -ñèñòåìà, ñàìà ÿâëÿåòñÿ D+

(a,b) -ñèñòåìîé. Íåðàâåíñòâà (5.1) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå
(−1)n−k−1

n!

n∑

i=1

v
(n−i)
k (t)pi(t) 6 1 (a < t < b, k = 1, 2, . . . , n − 1). (6.3)Íåðàâåíñòâà (6.3) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ëåã÷å ïðîâåðÿåìîå íåðàâåíñòâî (ñì. [1, 47℄)

n−1∑

i=1

n − i

i!n
(b − a)i ess sup

t∈(a,b)
|pi(t)| +

(n − 1)n−1(b − a)n

nnn!
ess sup
t∈(a,b)

|pn(t)| 6 1. (6.4)Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì íåîñöèëëÿöèè.Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (6.4) ( íåðàâåíñòâà (6.3) ), òî L ∈ T
(
[a, b)

)
.2. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â � 4, ñèñòåìà ýêñïîíåíò {vk(t) = eλk t}n−1

k=1 (λ1 < λ2 < . . . < λn−1)ÿâëÿåòñÿ D+
(−∞,+∞) -ñèñòåìîé. �àññìîòðèì ¾õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí¿

P(λ, t)
.
= λn + p1(t)λ

n−1 + · · · + pn−1(t)λ + pn(t). (6.5)Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà óñëîâèÿ (5.1) ïðèìóò âèä
(−1)n−kP(λk, t) > 0

(
t ∈ (a, b), k = 1, 2, . . . , n − 1

)
. (6.6)Òàêèì îáðàçîì,åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1 < λ2 < . . . < λn−1 òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (6.6),òî L ∈ T

(
[a, b)

) ; åñëè íåðàâåíñòâà (6.6) âûïîëíÿþòñÿ íà (−∞,+∞), òî L ∈ T
(
(−∞,+∞)

)
.Ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìóëèðîâêà:åñëè ïðè âñåõ t ∈ (a, b)

(
t ∈ (−∞,+∞)

) êîðíè λ1(t), . . . , λn(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-ãî÷ëåíà (6.5) âåùåñòâåííû è ðàçäåëåíû êîíñòàíòàìè ν1 < ν2 < . . . < νn−1, ò. å.
λ1(t) 6 ν1 6 λ2(t) 6 . . . 6 νn−1 6 λn(t),
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(
[a, b)

) (
L ∈ T

(
(−∞,+∞)

))
.Â ðàáîòàõ [1℄�[3℄, [45℄�[49℄ ïðèâåäåíî áîëüøîå ÷èñëî äðóãèõ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ íåîñ-öèëëÿöèè, îñíîâàííûõ íà êðèòåðèè òåîðåìû 18, êîòîðûå ìû çäåñü âîñïðîèçâîäèòü íå áóäåì.3. Äëÿ óðàâíåíèé êîíêðåòíûõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áîëåå ¾òîíêèå¿ äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ íåîñöèëëÿöèè. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà

Lx
.
= x′′ + p1(t)x

′ + p2(t)x = 0, t ∈ I, L ∈ Lloc(I). (6.7)Íà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðèâåäåííûõ â ï.ï. 1, 2 ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (6.7), îñòàíàâ-ëèâàòüñÿ íå áóäåì.
1o. Ïóñòü v(t) = sin π(t−a)

b−a
; î÷åâèäíî, v(t) > 0 (a < t < b). Íåðàâåíñòâî (Lv)(t) 6 0 òåïåðüïðèâîäèò ê

π

b − a
ctg

π(t − a)

b − a
p1(t) + p2(t) 6

π2

(b − a)2
. (6.8)Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ:Ïóñòü p1(t) = O(t − a) ïðè t → a+, p1(t) = O(b − t) ïðè t → b − . Òîãäà åñëè âûïîëíåíîóñëîâèå (6.8), òî L ∈ T

(
[a, b)

)
.Çàìåòèì, ÷òî ïðè p1(t) ≡ 0 ýòî óòâåðæäåíèå óæå ïðèâåäåíî â § 1.

2o. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
L̃x

.
= x′′ + Px′ + Qx = 0 (6.9)ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè P è Q â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëÿöèîí-íûì íà íåêîòîðîì ïîëóèíòåðâàëå [a, b). Ïóñòü v � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

L̃v = −1, v(a) = v(b) = 0,

C̃(t, s) � �óíêöèÿ Êîøè óðàâíåíèÿ (6.9). Òîãäà C̃(t, s) > 0 (a 6 s < t < b) è v(t) =∫ b

a
M(t, s) ds > 0 (t ∈ (a, b)), ãäå

M(t, s)
.
=





C̃(b, t) · C̃(s, a)

C̃(b, a)
, a 6 s 6 t 6 b,

C̃(t, a) · C̃(b, s)

C̃(b, a)
, a 6 t < s 6 b

> 0, (t, s) ∈ ((a, b) × (a, b)).Òàê êàê (Lv)(t) = −1+(p1(t)−P )v′(t)+(p2(t)−Q)v(t), òî íåðàâåíñòâî (Lv)(t) 6 0 âûïîëíÿåòñÿ,åñëè
(p1(t) − P )

∫ b

a

∂M(t, s)

∂t
ds + (p2(t) − Q)

∫ b

a

M(t, s) ds) ds 6 1, t ∈ (a, b). (6.10)Òàêèì îáðàçîì,åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.10), òî óðàâíåíèå (6.7) íåîñöèëëÿöèîííî íà [a, b).Óäà÷íûé âûáîð êîý��èöèåíòîâ P è Q ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèçíàêè íåîñöèëëÿöèè áîëååòîíêèå, ÷åì ïðèâåäåííûå â ï. 1.
3o. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà Q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

M(t, s) =





(1 − e−P (b−t))(1 − e−P (s−a))

P (1 − e−P (b−a))
(s 6 t),

(1 − e−P (t−a))(1 − e−P (b−s))

P (1 − e−P (b−a))
(s > t).
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v(t) =

(1 − e−P (b−t))(t − a − 1
P

(1 − e−P (t−a)))

P (1 − e−P (b−a))
+

+
(1 − e−P (t−a))(b − t − 1

P
(1 − e−P (b−t)))

P (1 − e−P (b−a))
6

2( b−a
2 − 1

P
(1 − e−P b−a

2 ))

P (1 + e−P b−a
2 ))

,

v′(t) =
P
(
(b − t)e−P (t−a) − (t − a)e−P (b−t)

)
+ e−P (b−t) − e−P (t−a)

P
(
1 − e−P (b−a)

) ,

|v′(t)| 6
|P (b − a) + e−P (b−a) − 1|

P (1 − e−P (b−a))
.Òàê êàê óñëîâèå Lv 6 0 òåïåðü ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (p1(t) − P )v′(t) + p2(t)v(t) 6 1, òîïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïðèçíàê.Åñëè

|p1(t)−P |
|P (b − a)+e−P (b−a) − 1|

P (1 − e−P (b−a))
+|p2(t)|

2( b−a
2 − 1

P
(1 − e−P b−a

2 ))

P (1 + e−P b−a
2 ))
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(a < t < b), òî óðàâíåíèå (6.7) íåîñöèëëÿöèîííî íà [a, b).4. Åñëè âìåñòî âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ (6.9) âçÿòü óðàâíåíèå L̃x
.
= x′′ + p1(t)x

′ = 0,à â êà÷åñòâå v � ðåøåíèå çàäà÷è L̃v = −1, v(a) = v(b) = 0, òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìóïðèçíàêó:åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî p2(t)
∫ b

a
M(t, s) ds 6 1, t ∈ (a, b), ãäå

M(t, s) =





∫ b

t
e−

R σ

t
p1(µ) dµdσ ·

∫ s

a
e−

R σ

a
p1(µ) dµdσ

∫ b

a
e−

R σ

a
p1(µ) dµdσ

(s 6 t),

∫ t

a
e−

R σ

a
p1(µ) dµdσ ·

∫ b

s
e−

R σ

s
p1(µ) dµdσ

∫ b

a
e−

R σ

a
p1(µ) dµdσ

(t < s),òî óðàâíåíèå (6.7) íåîñöèëëÿöèîííî íà [a, b).5. Ïðèâåäåì ïðèçíàêè íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà âñåé îñè. �àññìîòðèìóðàâíåíèå
L̃x

.
= x′′ + px′ + qx = 0 (6.11)ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè p è q. Êàê áûëî âûÿñíåíî ðàíåå (ñì. òåîðåìó 15), íåîñöèë-ëÿöèÿ óðàâíåíèÿ (6.11) íà âñåé îñè ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà p2 − 4q > 0.Áóäåì èçîáðàæàòü óðàâíåíèå (6.11) òî÷êîé L̃ = (p, q) ïëîñêîñòè Π ïåðåìåííûõ p, q. Ïóñòü

N
.
= {(p, q) : p2 − 4q > 0}, O

.
= R

2 \ N.Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 15
L̃ ∈ T

(
(−∞, +∞)

)
⇐⇒ L̃ ∈ N.Ïóñòü òåïåðü

Lx
.
= x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0 � (6.12)óðàâíåíèå ñ íåïðåðûâíûìè íà (−∞, +∞) êîý��èöèåíòàìè. Êàæäîå óðàâíåíèå âèäà (6.12)èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè Π æîðäàíîâîé êðèâîé

GL : p = p(t), q = q(t),òî÷íåå, äâèæåíèåì DGL ïî ýòîé êðèâîé. Ïîñòàâèì çàäà÷ó: âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõâêëþ÷åíèå GL ⊂ N îáåñïå÷èâàåò íåîñöèëëÿöèþ óðàâíåíèÿ (6.12) íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.Âîò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è.



70 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1A. Ïóñòü p(t) ≡ p = const . Òîãäà âêëþ÷åíèå GL ⊂ N ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþíåðàâåíñòâà q(t) 6 1
4p2. Ôóíêöèÿ v(t)

.
= e−

p

2
t > 0 (t ∈ R) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(Lv)(t) = e−
p

2
t
(
q(t) − 1

4p2
)

6 0 (t ∈ R). Òàêèì îáðàçîì,åñëè p(t) ≡ p = const, q(t) 6 1
4p2, òî óðàâíåíèå (6.12) íåîñöèëëÿöèîííî íà âñåé îñè.Á. Ïóñòü GL � ïðÿìàÿ (èëè îòðåçîê ïðÿìîé) è GL ⊂ N. Óðàâíåíèå òàêîé ïðÿìîé ëèáîèìååò âèä q(t) ≡ q = const 6 0 (ïðè ëþáîé p(t) ), ëèáî

p = p(t), q = −γ2 + k p(t), ãäå |k| 6 γ (γ > 0)(ïðè k = ±γ ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû q = 1
4p2 ). Â ïåðâîì ñëó÷àå íåîñöèëëÿöèÿ óðàâíå-íèÿ (6.12) íà âñåé îñè ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 (ñì. êîíåö ï. 1 � 1). Âî âòîðîì ñëó÷àå �óíêöèÿ

v(t)
.
= e−kt > 0 (t ∈ R) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (Lv)(t) = e−kt(k2 − γ2) 6 0 (t ∈ R). Òàêèìîáðàçîì,åñëè GL � ïðÿìàÿ â ïëîñêîñòè Π, öåëèêîì ëåæàùàÿ â N, èëè îòðåçîê òàêîé ïðÿìîé,òî óðàâíåíèå (6.12) íåîñöèëëÿöèîííî íà âñåé îñè.Â. Ïóñòü γ > 0. Ââåäåì ìíîæåñòâà

M±(γ) = {(p, q) : q 6 −γ2 ± γ p}.Òàê êàê ïðÿìûå q = −γ2 ± γ p êàñàþòñÿ ïàðàáîëû q = 1
4p2, òî M±(γ) ⊂ N ïðè ëþáîì γ > 0.Èç óòâåðæäåíèé A è Á è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 19. Åñëè ïðè íåêîòîðîì γ > 0

GL ⊂ M+(γ)
(
GL ⊂ M−(γ)

)
,òî óðàâíåíèå (6.12) íåîñöèëëÿöèîííî íà âñåé îñè.

(Ïîëàãàåì v(t) = e−γ t
(
v(t) = eγ t

)
.
)Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû 19 çàâèñèò ëèøü îò êðèâîé GL, à íå îò äâèæåíèÿ DGL ïîýòîé êðèâîé.�. Óñëîâèÿ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì çàâèñÿò è îò äâèæåíèÿ DGL.Òåîðåìà 20. Åñëè p äè��åðåíöèðóåìà, p′(t) > 0 (p′(t) 6 0) íà R è âûïîëíÿåòñÿ íåðà-âåíñòâî q(t) 6

p2(t)
4 (t ∈ R) (ýêâèâàëåíòíîå âêëþ÷åíèþ GL ⊂ N), òî óðàâíåíèå (6.12)íåîñöèëëÿöèîííî íà âñåé îñè.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü p′(t) > 0, L2x

.
= x′′ + p(t)x′ + p2(t)

4 x. Ïîëîæèì
v(t) = exp

(
−1

2

∫ t

0
p(s) ds

)
; òîãäà v(t) > 0, (L2v)(t) = −1

2p′(t) exp

(
−1

2

∫ t

0
p(s) ds

)
6 0, t ∈

R. Ñëåäîâàòåëüíî, L2 ∈ T
(
(−∞, +∞)

)
. Íåîñöèëëÿöèÿ óðàâíåíèÿ (6.12) ñëåäóåò òåïåðü èçòåîðåìû ñðàâíåíèÿ 1.Åñëè p′(t) 6 0, òî, ïîëîæèâ y(t) = x(−t), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ y′′ − p(t)y′ + q(t)y = 0, ò. å.ê óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ.Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå GL ⊂ N íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ(6.12) íà âñåé îñè. Òàê, óðàâíåíèå

(Lx)(t)
.
= x′′ + tx′ +

(
t2

4
+

1

2

)
x = 0,îáëàäàÿ ðåøåíèåì x = e−

t2

4 > 0 (t ∈ R), ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëÿöèîííûì íà âñåé îñè, îäíàêîçäåñü GL ⊂ O. Òî÷íî òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è áîëåå îáùåå óðàâíåíèå
x′′ + p(t)x′ +

(
p2(t)

4
+

1

2
p′(t)

)
x = 0, p′(t) > 0, t ∈ R.Çäåñü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå x = exp

(
−1

2

∫ t

0
p(s) ds

)
> 0, t ∈ R.Èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû 20.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 71ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 21. Åñëè p äè��åðåíöèðóåìà, p′(t) > 0 (p′(t) 6 0) íà R è âûïîëíÿåòñÿ íåðà-âåíñòâî q(t) 6
p2(t)

4 + 1
2p′(t)

(
q(t) 6

p2(t)
4 − 1

2p′(t)
)

(t ∈ R), òî óðàâíåíèå (6.12) íåîñöèëëÿ-öèîííî íà âñåé îñè.� 7. Èåðàðõèÿ ðåøåíèé1. Ñëåäóÿ [1℄, íàçîâåì ÔÑ� {uk}
n
k=1 óðàâíåíèÿ (0.1) èåðàðõè÷åñêîé (ÈÔÑ) ïðè t → s −(

t → s+
)
, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
t→s−

uk(t)

uk+1(t)
= 0

(
lim

t→s+

uk+1(t)

uk(t)
= 0

)
, k = 1, . . . , n − 1. (7.1)Î÷åâèäíî, èåðàðõè÷åñêóþ ÔÑ ïðè t → s−, s ∈ I îáðàçóåò ÔÑ� {us,k}

n
k=1 óðàâíåíèÿ (0.1),óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

Φ(us,k, s) = n − k, u
(n−k)
s,k (s) = 1, k = 1, . . . , n (7.2)(îñòàëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íåñóùåñòâåííû), à èåðàðõè÷åñêóþ ÔÑ ïðè t → s+, s ∈ Iîáðàçóåò ÔÑ� {zs,k}

n
k=1 óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

Φ(zs,k, s) = k − 1, z
(k−1)
s,k (s) = 1, k = 1, . . . , n (7.3)(îñòàëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íåñóùåñòâåííû). Òàê êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.1) ïðèíàäëåæàòêëàññó Cn−1

∗ [a, b], òî âåðíî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå : âñÿêàÿ ÈÔÑ ïðè t → s−
(
t → s+

)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Φ(uk, s) > n − k

(
Φ(uk, s) > k − 1

)
, k = 1, . . . , n.Åñëè {uk}

n
k=1 è {vk}

n
k=1 � äâå ÈÔÑ ïðè t → s −

(
t → s+

)
, òî

vi =

i∑

j=1

cijxj


vn−i+1 =

i∑

j=1

cijxn−j+1


, cii > 0, i = 1, . . . , n,à u1

(
un

) îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ.Ïóñòü [a, b] ⊂ I è L ∈ T
(
[a, b]

)
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÔÑ� {uk}

n
k=1 óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëå-òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

Φ(uk, a) = n − k, u
(n−k)
k (a) = 1, Φ(uk, b) = k − 1, k = 1, . . . , n. (7.4)Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóõòî÷å÷íûå çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà îäíîçíà÷-íî ðàçðåøèìû, ñëåäîâàòåëüíî, uk ñóùåñòâóþò; òàê êàê ñîãëàñíî (7.4) Φ(uk, [a, b]) > n − 1,

u
(n−k)
k (a) = 1, òî ïî �îðìóëå Òåéëîðà uk(t) > 0, t ∈ (a, b), k = 1, . . . , n. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìóâûøå î ñèñòåìàõ (7.2) è (7.3), ñèñòåìà {uk}

n
k=1 ÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêîé è ïðè t → a+, è ïðè

t → b − . Òàêèå ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü äâàæäû èåðàðõè÷åñêèìè (ÄÈÔÑ) íà [a, b].Òåîðåìà 22. Âñÿêàÿ äâàæäû èåðàðõè÷åñêàÿ íà [a, b] ÔÑ� óðàâíåíèÿ (0.1) ÿâëÿåòñÿ D(a,b) -ñèñòåìîé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó óðàâíåíèÿ.Ïðè n = 2 y1, y2 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3) îáðàçóþò ÄÈÔÑ íà [a, b], è òàê êàê
y1(t) > 0, t ∈ (a, b], y2(t) > 0, t ∈ [a, b), [y1, y2](t) 6= 0, t ∈ [a, b],òî îíè îáðàçóþò D(a,b) -ñèñòåìó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n = 2 òåîðåìà âåðíà.



72 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n − 1 è {uk}
n
k=1 � ÄÈÔÑ íà [a, b].Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [u; 1, . . . , n](t) 6= 0, t ∈ [a, b] è {uk}

n−1
k=1 � ÄÈÔÑ íà [a, b]. Ïðåäïîëîæèì,÷òî [u; 1, . . . , n − 1](t0) = 0, t0 ∈ (a, b]. Ñîãëàñíî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u =

n−1∑
k

ukòàêîå, ÷òî Φ(u, t0) > n − 1, è òàê êàê Φ(u, a) > 1, òî Φ(u, [a, b]) > n. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòíåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (0.1). Çíà÷èò, [u; 1, . . . , n − 1](t) 6= 0, t ∈ (a, b], è ñèñòåìó {uk}
n−1
k=1ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÄÈÔÑ íà [a, b] äëÿ óðàâíåíèÿ

Ln−1x
.
=

[u1, . . . , un−1, x](t)

[u; 1, . . . , n − 1](t)
= 0, t ∈ (a, b].Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ è ëåììå 9 [u; i, . . . , j](t) 6= 0, 1 6 i < j 6 n − 1,

t ∈ (a, b), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
[u; i, . . . , n](t) 6= 0, t ∈ (a, b), 1 < i < n. (7.5)Ïóñòü i0 > 1 � íàèìåíüøåå èç i, 1 < i < n, äëÿ êîòîðûõ ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî õîòÿáû â îäíîé òî÷êå. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà i0 [u; i, . . . , n](t) 6= 0, t ∈ (a, b), i < i0. Èç ëåììû3 èìååì

d

dt

[u; i0, . . . , n]

[u; i0 − 1, . . . , n − 1]
=

[u; i0, . . . , n − 1] · [u; i0 − 1, . . . , n]

[u; i0 − 1, . . . , n − 1]2
6= 0, t ∈ (a, b);èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äðîáü, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé â ëåâîé ÷àñòè ñòðîãîìîíîòîííà íà (a, b). Òàê êàê [u; i0, . . . , n](b) = 0, òî [u; i0, . . . , n](t) 6= 0 íà (a, b). Ïî èíäóê-öèè íåðàâåíñòâî (7.5) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ òðåáóåìûõ i, òî åñòü {uk}

n
k=1 � D(a,b) -ñèñòåìà.Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà äëÿ ëþáîãî n. �2. Íàçîâåì êîíåö α (β) èíòåðâàëà I íåñèíãóëÿðíûì, åñëè α > −∞ (β < +∞) è êîý�-�èöèåíòû pk, k = 1, . . . , n, ñóììèðóåìû íà [α, s] ([s, β]) ïðè íåêîòîðîì s ∈ I; â ïðîòèâíîìñëó÷àå íàçîâåì êîíåö α (β) ñèíãóëÿðíûì. Äàëåå, íàçîâåì α (β) íåîñöèëëÿöèîííûì êîíöîìèíòåðâàëà I (ïèøåì ρ+(α) 6= α (ρ−(β) 6= β) ), åñëè L ∈ T(U+α) (L ∈ T(U−β)) äëÿ íåêîòî-ðîé îêðåñòíîñòè U+α (U−β). Åñëè α (β) íå ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëÿöèîííûì êîíöîì èíòåðâàëà

I, òî ïèøåì ρ+(α) = α (ρ−(β) = β). Íåñèíãóëÿðíûé êîíåö ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëÿöèîííûì;ñèíãóëÿðíûé êîíåö ìîæåò áûòü íåîñöèëëÿöèîííûì, à ìîæåò è íå áûòü òàêîâûì.Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â ï. 1, â ñëó÷àå íåñèíãóëÿðíîãî êîíöà ÈÔÑ (ÄÈÔÑ) ìîæíî îïðå-äåëèòü ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ (êðàåâûõ) óñëîâèé. Ïóñòü α (β) �ñèíãóëÿðíûé êîíåö èíòåðâàëà I. Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ðåøåíèé {uk}
n
k=1 óðàâíåíèÿ (0.1) îáðà-çóåò ÈÔÑ ïðè t → α+ (t → β−), åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (7.1), ãäå s = α (s = β) (íà-ïîìíèì: ïðè α = −∞

(
β = +∞

)
t → α +

(
t → β−

) îçíà÷àåò, ÷òî t → −∞
(
t → +∞

) ).Ââåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî íóëÿ (îáîáùåííîé êðàòíîñòè). Ïóñòü {uk}
n
k=1 � ÈÔÑ ïðè

t → α+ (t → β−). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Φ(x, α) = k (Φ(x, β) = k), k > 1, x � íåòðèâèàëüíîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1), åñëè
x =

n∑

i=k+1

ciui, ck+1 6= 0

(
x =

n−k∑

i=1

ciui, cn−k 6= 0

)
. (7.6)Åñëè x(t) íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè t → α + (t → β−), òî ïîëàãàåì Φ(x, α) = 0 (Φ(x, β = 0)).Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå íåñèíãóëÿðíîãî êîíöà îáîáùåííûå êðàòíîñòè Φ(x, α) (Φ(x, β)) ñîâ-ïàäàþò ñ îáû÷íûìè. Îáîáùåííûå êðàòíîñòè ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü ïîäñ÷åò íóëåé íà ðàñøè-ðåííîì ïðîìåæóòêå I

.
= [α, β]. Òàê, ñèñòåìà ýêñïîíåíò (4.2) ïðè λ1 < . . . < λn ÿâëÿåòñÿ ÈÔÑêàê ïðè t → −∞, òàê è ïðè t → +∞, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ÄÈÔÑ íà [−∞, +∞]. Íàáîð ñòåïåííûõ�óíêöèé {tk−1}n

k=1 îáðàçóåò ÈÔÑ òîëüêî ïðè t → +∞.Îáîáùåííûå êðàòíîñòè îáëàäàþò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè îáû÷íûõ êðàòíîñòåé ( x, y � íåòðè-âèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.1)):



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 73ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1à) 0 6 Φ(x, s) 6 n − 1, s ∈ I;á) ìíîæåñòâî {x : Φ(x, s) > r}, 0 6 r 6 n − 1, îáðàçóåò (n − r) -ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâîðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1);â) lim
t→s

x(t)
y(t) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ(x, s) > Φ(y, s).Îäíàêî èìååòñÿ è ðàçëè÷èå: â íåñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó êðàòíîñòüþ è ðîñòîì íåçàâèñèò îò L, òîãäà êàê â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå� çàâèñèò. Íàïðèìåð, åñëè L = d2

dt2
− 1, òî

Φ(et,+∞) = 0, à åñëè L = d2

dt2
− 3 d

dt
+ 2, òî Φ(et,+∞) = 1 (òàê êàê lim

t→+∞
et

e2t = 0 ).Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó, íà êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì íå ññûëà-åìñÿ (ñì. [1, 2℄).Òåîðåìà 23. Åñëè L ∈ T(I), òî óðàâíåíèå (0.1) îáëàäàåò èåðàðõè÷åñêèìè ïðè t → α +
(t → β−) �óíäàìåíòàëüíûìè ñèñòåìàìè ðåøåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû L ∈ T(I), íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ÄÈÔÑ íà I.Â ðàáîòå [1℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû èåðàðõèÿ ðàñïðî-ñòðàíÿåòñÿ è íà âðîíñêèàíû. Íàïðèìåð, ïðè t → β− ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
t→β−

[u; i1, . . . , ik](t)

[u; j1, . . . , jk](t)
= 0èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ äâóõ âîçðàñòàþùèõ íàáîðîâ èíäåêñîâ {iν} è {jν} òàêèõ, ÷òî iν 6

jν , ν = 1, . . . , k, 1 6 k 6 n − 1 (õîòÿ áû ïðè îäíîì ν íåðàâåíñòâî ñòðîãîå).Çàìåòèì, ÷òî Ô. Õàðòìàí (ñì. [2℄) íàçûâàåò ýëåìåíòû ÈÔÑ ãëàâíûìè ðåøåíèÿìè (prin
ipalsolutions).� 8. Ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííîå â ñìûñëå Ëàãðàíæà óðàâíåíèå1. Óñòàíîâèì âíà÷àëå ïîëåçíîå ñâîéñòâî äåêàðòîâûõ ñèñòåì �óíêöèé.Ïóñòü uk ∈ Cm−1
∗ (J), k = 1, . . . ,m. Çà�èêñèðóåì k (1 6 k 6 m − 1) è ν (1 6 ν 6 n − k) èïîëîæèì

zi
.
= [u; ν, . . . , ν + k \ ν + k − i + 1], i = 1, . . . , k + 1.Ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíàòíîãî òîæäåñòâà Ñèëüâåñòðà ([40, 
. 47℄) íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþ-ùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 13 (ñð. 
 ëåììîé 2). Ïðè i < l

(
zi

zl

)′
= −

[u; ν, . . . , ν + k \ ν + k − l + 1, ν + k − i + 1] · [u; ν, . . . , ν + k]

z2
l

,à ïðè i > l

(
zi

zl

)′
=

[u; ν, . . . , ν + k \ ν + k − i + 1, ν + k − l + 1] · [u; ν, . . . , ν + k]

z2
l

.Òåîðåìà 24. Åñëè {ui}
m
i=1 � DJ -ñèñòåìà, òî è {zi}

k+1
i=1 � DJ -ñèñòåìà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ([41℄). Ïðè m = 2, k = ν = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà, òàê êàê

z1 = u1, z2 = u2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû �óíêöèé,ñîäåðæàùåé ìåíåå m �óíêöèé.Ïóñòü F
.
=

k+1∑
i=1

cizi, N(F )
.
= Φ(F, J), W � ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

c1, . . . , ck+1. (8.1)Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ci 6= 0, i = 1, . . . , k + 1.



74 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Åñëè W = 0, òî N(F ) = 0, òàê êàê âñå zi èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîìñëó÷àå íåðàâåíñòâî N(F ) 6 W âûïîëíÿåòñÿ.Ïóñòü W > 0 è l + 1 � ìåñòî ïåðåìåíû çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (8.1) (cl · cl+1 < 0).�àññìîòðèì �óíêöèþ F ∗(t)
.
= d

dt

(
F (t)
zl(t)

)
. Ïî ëåììå 13:

F ∗ =

(
[u; ν, . . . , ν + k]

z2
l

)
·

(
−

l−1∑

i=1

ci[u; ν, . . . , ν + k \ ν + k − i + 1, ν + k − l + 1]+

+

k+1∑

i=l+1

ci[u; ν, . . . , ν + k \ ν + k − l + 1, ν + k − i + 1]

)
.Ïî òåîðåìå �îëëÿ, N(F ∗) > N(F ) − 1.Ïóñòü W ∗ � ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

−c1, . . . , −cl−1, cl+1, . . . , ck+1. (8.2)Òàê êàê {uν , . . . , uν+k−l, uν+k−l+2, . . . , uν+k} � DJ - ñèñòåìà, òî ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùå-íèþ òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è ñèñòåìà
{[u; ν, . . . , ν + k \ ν + k − l + 1, ν + k − i + 1]}, i = 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , k + 1.Çíà÷èò, N(F ∗) 6 W ∗.Ïóñòü l > 1. Òîãäà ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ äâà ñëó÷àÿ: à) cl−1 · cl+1 > 0; â ýòîì ñëó÷àå

cl−1 · cl < 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
c1, . . . , cl−1, cl+1, . . . , ck+1 (8.3)èìååò W −2 ïåðåìåí çíàêà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (8.2)� W −1 ïåðåìåí çíàêà, W ∗ = W −1;è á) cl−1 ·cl+1 < 0; â ýòîì ñëó÷àå cl−1 ·cl > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (8.3) èìååò W ïåðåìåí çíàêà,à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (8.2)� W − 1, ò. å. W ∗ = W − 1.Ïðè l = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (8.2) è (8.3) âûãëÿäÿò òàê: c2, . . . , ck+1, ò. å. ñíîâà

W ∗ = W − 1.Òàêèì îáðàçîì, W − 1 = W ∗ > N(F ∗) > N(F ) > N(F ) − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, N(F ) 6 W,ò. å. {zi}
k+1
i=1 � DJ -ñèñòåìà. Ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî äëÿ ëþáîãî m. �2. Åñëè óðàâíåíèå (0.1) èìååò ãëàäêèå êîý��èöèåíòû, à èìåííî êîý��èöèåíò pk èìååòñóììèðóåìóþ íà J ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n − k, k = 1, . . . , n, òî áóäåì çàïèñûâàòü ýòî òàê:

L ∈ Ad(J); â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î ñîïðÿæåííîì â ñìûñëå Ëàãðàíæà óðàâíåíèè
L+y

.
=(−1)n

(
y(n)−

(
p1(t)y

)n−1
+. . .+(−1)n−1

(
pn−1(t)y

)′
+(−1)npn(t)y

)
=0, (8.4)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ñóììèðóåìûìè íà J êî-ý��èöèåíòàìè. Åñëè L ∈ Ad(J), òî äëÿ L+ ñïðàâåäëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áûëèñ�îðìóëèðîâàíû äëÿ L. Åñëè æå èìååò ìåñòî ëèøü ïðèíàäëåæíîñòü L ∈ L(J), òî óðàâíåíèå(8.4) áóäåò êâàçèäè��åðåíöèàëüíûì (ñì. [13, 43, 29, 44℄).Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó íåîñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèé (8.4) è (0.1) â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî L ∈ Ad(J).Ëåììà 14 (ñì. [30, 
. 210℄). Åñëè {uk}

n
k=1 � ÔÑ� óðàâíåíèÿ (0.1), òî {zk}

n
k=1, ãäå

zk =
[u; 1, . . . , n \ n − k + 1]

[u; 1, . . . , n]
�ÔÑ� óðàâíåíèÿ (8.4); ïðè ýòîì

[z; 1, . . . , k] =
[u; k + 1, . . . , n]

[u; 1, . . . , n]
, k = 1, . . . , n − 1, [z; 1, . . . , n] =

1

[u; 1, . . . , n]
. (8.5)



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 75ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê zk ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/[u; 1, . . . , n] � ìèíîðûïîñëåäíåé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ [u; 1, . . . , n], òî ðàâåíñòâà (8.5) ñëåäóþò èç �îðìóëû, âûðàæà-þùåé ìèíîðû îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç ìèíîðû äàííîé [40, 
. 31℄ (ñì. òàêæå [41, 
. 5℄). �Òåîðåìà 25. Ïóñòü J ⊂ I � ïðîìåæóòîê. Äëÿ òîãî ÷òîáû L ∈ T(J), íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû L+ ∈ T(J).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê (L+)+ = L, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èìïëèêàöèþ
L ∈ T(J) =⇒ L+ ∈ T(J).Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ I, L ∈ T(J), è {uk}

n
k=1 � DJ -ñèñòåìà ðåøå-íèé óðàâíåíèÿ (0.1) (ïî òåîðåìå 17 òàêàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò). Ïî ëåììå 14 ñèñòåìà �óíêöèé

zk =
[u; 1, . . . , n \ n − k + 1]

[u; 1, . . . , n]
, k = 1, . . . n, � ÔÑ� óðàâíåíèÿ (8.4), à ïî òåîðåìå 24 îíà ÿâëÿåòñÿ

DJ -ñèñòåìîé. Ïî òåîðåìå 17 L+ ∈ T(J).Åñëè J = [a, b) èëè J = (a, b], òî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî L ∈ T
(
(a, b)

)
, à çàòåì ñîøëåìñÿíà òåîðåìó 10. �3. Èç íèæåñëåäóþùåé òåîðåìû, êîòîðàÿ èíòåðåñíà è ñàìà ïî ñåáå, ñíîâà ïîëó÷àåì óòâåð-æäåíèå òåîðåìû 25.Òåîðåìà 26. Ïóñòü J = [a, b] èëè J = (a, b), a, b ∈ I, è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå(0.4), ãäå hk(t) > 0, t ∈ J, hk àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà J (k = 1, . . . , n − 1), hn ëîêàëüíîñóììèðóåìà íà J, hn(t) > 0 ï. â. Òîãäà

L+y = (−1)nh0
d

dt
h1

d

dt
. . .

d

dt
hny.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 14 L ∈ T(J), à ïî òåîðåìå 17 óðàâíåíèå (0.1) èìååò

D+
J -ñèñòåìó ðåøåíèé {uk}

n
k=1 (ñì. çàìå÷àíèå 6). Êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14 âïðåäñòàâëåíèè (0.4)

h0
.
=

1

w1
, hk

.
=

w2
k

wk−1wk+1
(k = 1, . . . , n − 1), hn

.
=

wn

wn−1
,ãäå wk

.
= [u; 1, . . . , k], k = 1, . . . , n. Ñîãëàñíî ëåììå 14 {zk}

n
k=1, ãäå zk =

[u; 1, . . . , n\ n−k+1]

[u; 1, . . . , n]
,�ÔÑ� óðàâíåíèÿ (8.4), êîòîðàÿ ïî òåîðåìå 24 ÿâëÿåòñÿ DJ -ñèñòåìîé. Òàêîâîé æå ÿâëÿåòñÿ èñèñòåìà {yk}

n
k=1, ãäå yk = zn−k+1. Îáîçíà÷èì

Wk
.
= [y : 1, . . . , k], Hk

.
=

Wk

Wk−1 · Wk+1
, k = 1, . . . , n − 1, H0

.
=

1

W1
, Hn

.
=

Wn

Wn−1
.Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (8.5) Hk = hn−k, k = 0, . . . , n è ïî òåîðåìå 14

L+y = (−1)nHn
d

dt
Hn−1

d

dt
. . .

d

dt
H0y = (−1)nh0

d

dt
h1

d

dt
. . .

d

dt
hny. �Çàìå÷àíèå 7. Åñëè èìååò ìåñòî ëèøü ïðèíàäëåæíîñòü L ∈ L(J), òî óòâåðæäåíèÿ ëåììû14 è òåîðåì 25 è 26, à òàêæå èõ äîêàçàòåëüñòâà îñòàþòñÿ â ñèëå (ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõîáîçíà÷åíèé è íåñóùåñòâåííûõ äåòàëåé); ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [13, 44℄.� 9. Ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìè óðàâíåíèéÇäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû íåîñöèëëÿöèè è èçó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñî-îòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè íåîñöèëëÿöèîííûõ óðàâíåíèé. Òåîðåìû 10 è 11, óñòàíàâëèâàþùèåñâÿçü ìåæäó íåîñöèëëÿöèåé íà èíòåðâàëå, ïîëóèíòåðâàëå, îòðåçêå, ïðèìûêàþò ê óòâåðæäåíè-ÿì ýòîãî ïàðàãðà�à.



76 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 11. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 15. Åñëè L /∈ T
(
[a, b]

) (
[a, b] ⊂ I

)
, òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà τ ∈ (a, b] è r

(1 6 r 6 n − 1) è òàêîå ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ (0.1), ÷òî
Φ(y, a) > n − r, Φ(y, τ) > r, y(t) > 0 (t ∈ (a, τ)). (9.1)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {ua,k}

n
k=1 �ÔÑ� óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-âèÿì (2.12), xk

.
=ua,k, wk =[x; 1, . . . , k], k =1, . . . , n. Â ñèëó ëåììû 5 è òåîðåìû 12 íàéäåòñÿ hòàêîå, ÷òî h > 0, wk(t) 6= 0, t ∈ [a, a + h], k = 1, . . . , n − 1. Åñëè wk(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [a, b],òî ïîëàãàåì τk ðàâíûì ïðàâîìó êîíöó I; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

τk
.
= min

t∈[a+h,b]
{t : wk(t) = 0}, τ

.
= min

16k6n−1
τk.Ïóñòü r � íàèìåíüøèé èç èíäåêñîâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìèíèìóì. Èç ýòèõ îïðåäå-ëåíèé âûòåêàåò, ÷òî L ∈ T

(
[a, τ)

)
, wr(τ) = 0.Ïðè r = 1 �óíêöèÿ y = x1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (9.1). Ïóñòü r > 2. Òîãäà

wk(t) 6= 0 (t ∈ (a, τ ], k = 1, . . . , r − 1). (9.2)Ïîëàãàåì
u(t)

.
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xr(t)
x1(τ) · · · xr(τ)
· · · · · · · · ·

x
(r−2)
1 (τ) · · · x

(r−2)
r (τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Φ(u, a) > n − r, Φ(u, τ) > r, (9.3)à òàê êàê u = c1x1 + . . . + crxr, ãäå cr = wr−1 6= 0, òî u(t) 6= 0, t ∈ [a, τ ]. Ïîëîæèì
Lr−1x

.
=

[x1, . . . , xr−1, x]

wr−1
. Òàê êàê Lr−1xk = 0 (k = 1, . . . , r − 1), òî â ñèëó (9.2) è òåîðåìû 14

Lr−1x = hr−1
d
dt

. . . h1
d
dt

h0 x, ãäå hi(t) > 0 (t ∈ (a, τ), i = 1, . . . , r − 1).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(c) = 0 ïðè íåêîòîðîì c ∈ (a, τ). Â ñèëó (9.3) Φ(u, [c, τ ]) > r +1, à ïîñëåäñòâèþ 2 íàéäåòñÿ òî÷êà d ∈ (c, τ), â êîòîðîé (Lr−1u)(d) = 0. Íî Lr−1u=wr−1Lr−1xr =wr,ïîýòîìó wr(d) = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì τ è r îçíà÷àåò, ÷òî u(t) 6= 0äëÿ t ∈ (a, τ).Åñëè u(t) > 0, òî ïîëàãàåì y = u, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå y = −u. �Çàìå÷àíèå 8. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, â (9.3) (à çíà÷èò, è â (9.1)) íà ñàìîì äåëå èìååòìåñòî ðàâåíñòâî: Φ(u, a) = n − r,
(
Φ(u, a) = n − r

)
.2.Ïóñòü J ⊂ I � ïðîìåæóòîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T(k1, . . . , km; J)

(
m∑

i=1
ki > n

) ìíîæåñòâîâûðàæåíèé L (ñì. (0.1)), îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: íè äëÿ êàêèõ t1, . . . , tm (t1 < . . . < tm) íåñóùåñòâóåò òàêèõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé u óðàâíåíèÿ (0.1), ÷òî
Φ(u, ti) > ki (i = 1, . . . ,m)(ñì. [50℄). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ k1, . . . , km òàêèõ, ÷òî m∑

i=1
ki > n,

T(J) ⊂ T(k1, . . . , km; J). (9.4)Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå L ∈ T(n − 1, 1; J) äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè �óíêöèèÊîøè óðàâíåíèÿ (0.1).



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 77ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 27. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå T(J) =
n−1⋂
k=1

T(n − k, k; J).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé J = [a, b]. Ñîãëàñíî (9.4) îñòàëîñüäîêàçàòü âêëþ÷åíèå n−1⋂
k=1

T(n − k, k; J) ⊂ T(J). Ïóñòü L ∈
n−1⋂
k=1

T(n − k, k; J). Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî L /∈ T(J). Òîãäà ïî ëåììå 15 ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ (0.1), ÷òî
Φ(y, a)>n − r, Φ(y, τ)>r ïðè íåêîòîðûõ τ ∈ [a, b] è r (1 6 r 6 n − 1). Îäíàêî ýòî ïðîòèâî-ðå÷èò ïðèíàäëåæíîñòè L ∈ T(n − r, r; J). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå.Ïðè J = (a, b) óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ

T((a, b)) =
∞⋂

k=p

T

([
a +

1

k
, b −

1

k

])ïðè íåêîòîðîì p ∈ N. Òî÷íî òàê æå ðàññóæäàåì è ïðè J = [a, b) èëè J = (a, b]. �3. Ïóñòü J ⊂ I � ïðîìåæóòîê. Îáîçíà÷èì
T̂(J)

.
= {L : Lx = 0, x(t) 6= 0, Ψ(x, J) 6 n − 1}.Òàêèì îáðàçîì, L ∈ T̂(J), åñëè ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1) èìååò íà J íåáîëåå n − 1 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé.Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé âèäèì: T(J)⊂ T̂(J)=T(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

; J).Òåîðåìà 28. Ïóñòü J⊂I � îòêðûòûé èëè ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë. Òîãäà T̂(J)=T(J).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îñòàëîñü äîêàçàòü âêëþ÷åíèå T̂(J) ⊂ T(J).Ïóñòü ñíà÷àëà J = (a, b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ∈ T̂(J), íî L /∈ T(J). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé x óðàâíåíèÿ (0.1) òàêèõ, ÷òî Φ(x, J) > n. Ïóñòü
r

.
= max

x∈M

Ψ(x, J), Ψ(v, J) = r, v ∈ M; (a <) t1, . . . , tr (< b) �ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå íóëè v, ki
.
= Φ(v, ti),

r∑
i=1

ki > n. Î÷åâèäíî, r 6 n − 1. Ïóñòü t0è tr+1 òàêîâû, ÷òî a < t0 < t1, tr < tr+1 < b.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé r = n − 1.Ïóñòü ki0 (1 6 i0 6 n − 1) � ÷åòíîå ÷èñëî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî v(ki0
)(ti0) > 0. Òîãäà v(t) > 0 âáëèçè ti0, t 6= ti0. Îïðåäåëèì ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ (0.1)êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Φ(y, ti) > 1, i = 1, . . . , r + 1, i 6= i0, y(ti0) = 1. (9.5)Íåðàâåíñòâà çäåñü îïðåäåëÿþò ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå 1, ïðè ýòîìðàâåíñòâî y(ti0) = 0 îçíà÷àëî áû, ÷òî Ψ(y, J) > n, òî åñòü L /∈ T̂(J). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîðåøåíèå çàäà÷è (0.1), (9.5) ñóùåñòâóåò.Ïîëîæèì zµ
.
= v − µy, µ > 0. Òîãäà Φ(zµ, ti) > 1, i = 1, . . . , r, i 6= i0. Ñîïîñòàâëÿÿ

zµ(ti0) = −µ < 0 ñî çíàêîì v(t) âáëèçè ti0, âèäèì, ÷òî zµ èìååò ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì µ íåìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ íóëåé âáëèçè ti0 . Â èòîãå Φ(zµ, J) > r − 1 + 2 = n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èòïðèíàäëåæíîñòè L ∈ T̂(J).Ïóñòü âñå ki íå÷åòíûå. Òîãäà õîòÿ áû îäíî èç íèõ > 3; ïóñòü ki0 > 3. Òåïåðü ïîä÷èíèìðåøåíèå y íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
y(j)(ti0) = 0, j = 0, 1, . . . , n − 1, j 6= ki0 − 1, y(ki0

−1)(ti0) = 1. (9.6)



78 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òàê êàê v ìåíÿåò çíàê âî âñåõ ti, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì µ zµ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: zµèìååò íå ìåíåå ÷åì ïî îäíîìó íóëþ â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê ti è, êðîìå òîãî, ki0 -êðàòíûé íóëü â òî÷êå ti0 . Òàêèì îáðàçîì, Φ(zµ, J) > n− 2 + ki0 > n; ýòî çíà÷èò, ÷òî zµ ∈ M,ïðè÷åì Ψ(zµ, J) > n − 1 + 1 = n. Ýòî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò ïðèíàäëåæíîñòè L ∈ T̂(J).�àññìîòðèì ñëó÷àé r < n − 1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ki = 1, i = 1, . . . , r, i 6= i0, , ki0 > 1(ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ki0 > 3 ). Ïóñòü y ñíîâà åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (0.1),(9.6). Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîìàëîì µ zµ ∈ M, íî Ψ(zµ, J) > r + 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëà r ãîâîðèò îíåâîçìîæíîñòè ïðåäïîëîæåííîãî.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç ki áîëüøå 1. Ïóñòü ki0 > 2.Îïðåäåëèì ÷èñëà li, i = 1, . . . , r + 1 óñëîâèÿìè

1 6 li 6 ki, i = 1, . . . , r, i 6= i0, li0 = ki0 − 2k, (k > 1), lr+1 = 1,
r+1∑

i=1

li = n − 1è ïîñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.1), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
Φ(y, ti) > li, i = 1, . . . , r + 1, y(li0 )(ti0) = 1. (9.7)Íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (0.1) ðàçìåðíîñòè > 1. Åñëèáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî y(li0 )(ti0) = 0, òî îêàçàëîñü áû, ÷òî y ∈ M, Ψ(y, J) > r + 1.Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëà r îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à (0.1), (9.7) ðàçðåøèìà. Òåïåðü

zµ = v−µy ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì µ > 0 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: r∑
i=1

Φ(zmu, ti)> n − 2; zµ èìååòâ îêðåñòíîñòè ti0 äâà ðàçëè÷íûõ è îòëè÷íûõ îò ti0 íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(zmu, J) > n, ò. å.
zmu ∈ M. Ïðè ýòîì Ψ(zµ, J) > r + 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëà rçàâåðøàåò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ J = (a, b).Òàê êàê

T
(
[a, b)

)
⊂ T̂

(
[a, b)

)
⊂ T̂

(
(a, b)

)
⊂ T

(
(a, b)

)
= T

(
[a, b)

)(ñì. òåîðåìó 10), òî T
(
[a, b)

)
= T̂

(
[a, b)

) (
= T̂

(
(a, b)

))
.Òî÷íî òàê æå ðàññóæäàåì â ñëó÷àå J = (a, b]. �Ñëåäñòâèå 5. Åñëè L /∈ T

(
[a, b)

)
, òî óðàâíåíèå (0.1) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, èìå-þùåå íà [a, b] n ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé.Çàìå÷àíèå 9. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, â ñëó÷àå åñëè J = [a, b], óòâåðæäåíèåòåîðåìû íå èìååò ìåñòà.Ïóñòü Lx

.
= xIV +x′′. Ìàðêîâñêóþ íà (0, 2π) ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lx = 0 îáðàçóþò�óíêöèè t−sin t, 1−cos t, t, 1, ïîýòîìó L∈T

(
(0, 2π)

)
=T
(
[0, 2π)

)
. Îäíàêî L /∈T

(
[0, 2π]

)
, òàêêàê ðåøåíèå x(t) = 1− cos t èìååò äâóêðàòíûé íóëü â òî÷êàõ t =0 è t = 2π, Φ(x, [0, 2π]) = 4.Ýòî æå ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî L /∈ T

(
2, 2; [0, 2π]

)
. Òåì íå ìåíåå L ∈ T̂

(
[0, 2π]

)
, òàê êàê íåñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Lx = 0, èìåþùåãî 4 ïðîñòûõ íóëÿ: êðàåâàÿçàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Lx = 0 ñ óñëîâèÿìè

l1x
.
= x(0) = 0, l2x

.
= x(t1) = 0, l3x

.
= x(t2) = 0, l4x

.
= x(2π) = 0

(0 < t1 < t2 < 2π) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïîòîìó ÷òî åå îïðåäåëèòåëü
det(lixk)

4
i,k=1 = 4 sin

t1
2
· sin

t2
2
· sin

t2 − t1
2

> 0



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 79ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1(çäåñü x1(t) = 1, x2(t) = t, x3(t) = cos t, x4(t) = sin t ).Èíòåðåñíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî L ∈ T
(
1, 2, 1; [0, 2π]

)
, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü

det(lixk)
4
i,k=1 = 2π(1 − cos t0) > 0äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (0, 2π) (l2x

.
= x(t0), l3x

.
= x′(t0), l1, l4 òàêèå æå, êàê âûøå).4. Ñâîéñòâî íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (0.1) íà îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì. Ïîêàæåì ýòî.Ïóñòü J = [a, b] ⊂ I. �àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

N(J)
.
= {L : Lx = x(n) +

n∑

k=1

pn−kx
(k), pk ∈ L1[a, b], k = 1, . . . , n}.Îïðåäåëèì íà N(J) ìåòðèêó ðàâåíñòâîì

ρ(L1, L2)
.
=

n∑

k=1

∫ b

a

|pk,1(t) − pk,2(t)| dt

(
Lix=x(n)+

n∑

k=1

pn−k,ix
(k), i=1, 2

)
,êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò N(J) â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.Êàê èçâåñòíî (ñì. [32, 
. 70℄, [42℄), ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Lm}∞m=1 ⊂ N(J) ê

L ∈ N(J) â ñìûñëå ρ(Lm, L) → 0 ïðè m → ∞ âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïðîèçâîäíûõ
x

(j)
m , j = 0, . . . , n − 1, ðåøåíèé óðàâíåíèé Lmx = 0, m = 1, 2, . . . ê ïðîèçâîäíûì ðåøåíèÿ

x(j), j = 0, . . . , n − 1, óðàâíåíèÿ Lx = 0.Òåîðåìà 29. Ïóñòü J = [a, b] ⊂ I. Ìíîæåñòâî T(J) ⊂ N(J) îòêðûòî è ñâÿçíî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T(J) íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è L ∈ T(J).Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò Lm ∈ N(J) òàêîå, ÷òî
ρ(Lm, L) <

1

m
, íî Lm /∈ T(J). (9.8)Ïî òåîðåìå 12 ñóùåñòâóåò M+

J -ñèñòåìà {uk}
n
k=1 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lx = 0. Ñëåäîâàòåëü-íî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà wk(t)

.
= [u; 1, . . . , k](t) > 0, t ∈ J, k = 1, . . . , n. Îïðåäåëèìñèñòåìû {uk,m}n

k=1 ðåøåíèé óðàâíåíèé Lmx = 0, m = 1, 2, . . . íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u

(j)
k,m(a) = u

(j)
k (a) (j = 0, . . . , n − 1, k = 1, . . . , n, m = 1, 2, . . .).Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, u

(j)
k,m(t) → u

(j)
k (t) (m → ∞, j = 0, . . . , n − 1, k = 1, . . . , n) ðàâíîìåð-íî íà J, à çíà÷èò, è [um; 1, . . . , k](t) → wk(t) (m → ∞, k = 1, . . . , n) ðàâíîìåðíî íà J.Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå N, ÷òî ïðè m > N [um; 1, . . . , k](t) > 0,

k = 1, . . . , n, t ∈ J, ò. å. {uk,m}n
k=1 � M+

J -ñèñòåìû ïðè m > N. Ïî òåîðåìå 12 Lm ∈ T(J) ïðè
m > N. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ (9.8) îçíà÷àåò, ÷òî T(J) îòêðûòî â N(J).Åñëè Li ∈ T(J), i = 1, 2, òî ïî òåîðåìå 14

Li = hn,i
d

dt
hn−1,i

d

dt
. . .

d

dt
h0,i,ãäå hk,i(t)>0, t∈J, hk,i àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà J (k = 1, . . . , n− 1), hn,i ñóììèðóåìû íà

J, hn,i(t) > 0 ï. â. (i = 1, 2). Âûðàæåíèÿ Li ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âûðàæåíèåì
L̃λ = gn,λhn,2

d

dt
gn−1,λhn−1,2

d

dt
. . .

d

dt
g0,λh0,2,ãäå

gk,λ
.
=

(
hk,1

hk,2

)λ

, k = 0, . . . , n, 0 6 λ 6 1. �Çàìå÷àíèå 10. Ìíîæåñòâî T
(
[a, b)

) ìîæåò íå áûòü îòêðûòûì.Â ñàìîì äåëå, L
.
= d2

dt2
+1∈T

(
[0, π)

)
, íî Lε

.
= d2

dt2
+(1+ε) /∈T

(
[0, π)

) ïðè ëþáîì ε > 0.



80 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1� 10. Çíàêîîïðåäåëåííîñòü �óíêöèè �ðèíà êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà1. �àññìîòðèì ïîëóîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
(Lx)(t) = f(t), t ∈ [a, b] ⊂ I, (10.1)

Φ(x, ai) > µi, i = 1, . . . , ν + 1,

ν+1∑

i=0

µi = n (10.2)
(0 6 ν 6 n − 1, a 6 a0 < a1 < . . . < aν+1 6 b).Ïðèâåä¼ì äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà (10.1),(10.2) ([39, 
.195℄, ñì. òàêæå, íàïðèìåð, [3℄).Ôóíêöèÿ G : [a, b]2 → R íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà êðàåâîé çàäà÷è (10.1), (10.2), åñëèà) �óíêöèÿ G íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó äîïîðÿäêà n − 2 âêëþ÷èòåëüíî â êâàäðàòå [a, b]2;á) ∂n−1G

∂tn−1
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà â òðåóãîëüíèêàõ a 6 s < t 6 b è a 6 t < s 6 b, ïðè÷åì

∂n−1G(s+, s)

∂tn−1
−

∂n−1G(s−, s)

∂tn−1
= 1;â) LG(·, s) = 0 äëÿ t ∈ [a, s) è t ∈ (s, b];ã) Φ(G(·, s), ai) > µi, i = 1, . . . , ν + 1.Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, åñëè L ∈ T

(
[a, b]

)
, òî çàäà÷à (10.1), (10.2) îäíîçíà÷íî ðàç-ðåøèìà ïðè ëþáîé f, ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé íà I. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò å¼ �óíêöèÿ�ðèíà G; ðåøåíèå x ýòîé çàäà÷è èìååò ïðåäñòàâëåíèå

x(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s) ds. (10.3)2. Îáîçíà÷èì π(t)
.
= sign

ν+1∏
i=0

(t − ai)
µi (t ∈ [a, b]).Ëåììà 16. Ïóñòü L ∈ T

(
[a, b]

)
, f íåïðåðûâíà è f(t) > 0 íà [a, b]. Òîãäà ðåøåíèå xçàäà÷è (10.1), (10.2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

π(t)x(t) > 0 (t ∈ [a, b], t 6= ai, i = 0, . . . , ν + 1). (10.4)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aν+1 < b, èáîâ ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå 11 ìîæíî ïåðåéòè ê îòðåçêó [a, b1], ãäå b1 > b. Òàê êàê
Φ(x, [a, b]) > n, òî ïî òåîðåìå 16 x(t) 6= 0 ïðè t 6= ai è Φ(x, ai) = µi, i = 0, . . . , ν + 1.Íî òîãäà èìåþòñÿ òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (10.4), ëèáî ïðî-òèâîïîëîæíûå ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíàê x â ïðîìåæóòêå
(aν+1, b).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, âîïðåêè òðåáóåìîìó:

x(t) < 0 ïðè aν+1 < t < b. (10.5)Ïóñòü
x(µν+1) = γ (êàê óñòàíîâëåíî âûøå γ 6= 0). (10.6)�åøåíèå çàäà÷è (10.1), (10.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî-ðÿäêà n + 1

Ln+1x
.
=

d

dt

1

f
Lx = 0 (10.7)ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (10.2), (10.6). Âûðàæåíèå Ln+1 ìîæåò áûòü �àêòîðèçîâàíî â âèäå (0.4),ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 14 óðàâíåíèå (10.7) íåîñöèëëÿöèîííî íà [a, b].



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 81ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ïóñòü a0 < τ < aν+1. Óñòðåìèâ a0 → τ−, aν+1 → τ+, îêàæåìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû6, ñîãëàñíî êîòîðîé x → x̃ (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè, îïèñàííîé â ëåììå 6), ãäå x̃ � ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (10.7) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
Φ(x̃, τ) = n, x̃(n)(τ) = (Lx̃)(τ) = f(τ) > 0. (10.8)Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ (10.5) x̃(t) 6 0 ïðè t > τ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåîñöèëëÿöèèóðàâíåíèÿ (10.7) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (10.8) ïîëó÷àåì, ÷òî x̃(t) > 0 ïðè t > τ. Ñëåäîâàòåëüíî,ïðåäïîëîæåíèå (10.5) íå âûïîëíÿåòñÿ, à èìåþò ìåñòî ñòðîãèå íåðàâåíñòâà (10.4). �3. Ïóñòü g(t) = G(t, s) (s ∈ [a, b]) � ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è (10.1),(10.2); åñëè L ∈ T([a, b]), òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (0.4) è ìîæíî îïðåäåëèòü Lk ïî�îðìóëàì (3.1).Ëåììà 17. Åñëè L ∈ T
(
[a, b]

)
, òî

Ψ
(
Ln−2g, [a, b]

)
6 2. (10.9)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òåîðåìû 12 è 14 è îïðåäåëåíèå G(t, s) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óðàâ-íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ v = Ln−2g :

hn
d

dt
hn−1

d

dt
v = 0 (t ∈ [a, s) ∪ (s, b]).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

v(t) = C̃1 +

∫ t

a

C1 dτ

hn−1
(τ), t ∈ [a, s),

v(t) = C̃2 −

∫ b

t

C2 dτ

hn−1
(τ), t ∈ (s, b],ãäå Ci è C̃i � ïîñòîÿííûå.Åñëè C1 = C2 = 0, òî �óíêöèÿ (Ln−1g)(t) ≡ 0 íà [a, b], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ�óíêöèè �ðèíà. Çíà÷èò, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.Åñëè C1 = 0, C2 6= 0, òî v(t) ïîñòîÿííà (èëè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ) íà [a, s), v(t)ìîæåò èìåòü â (s, b] íå áîëåå îäíîãî íóëÿ.Åñëè C1 6= 0, C2 = 0, òî v(t) ìîæåò èìåòü â [a, s) íå áîëåå îäíîãî íóëÿ, v(t) ïîñòîÿííà(èëè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ) íà (s, b].Íàêîíåö, åñëè C1 · C2 6= 0, òî v(t) â [a, s) è â (s, b] ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìóíóëþ.Ñëåäîâàòåëüíî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî îöåíêà (10.9). �Òåîðåìà 30. Ïóñòü L ∈ T

(
[a, b]

)
(a, b ∈ I). Òîãäà

π(t)G(t, s) > 0 (t, s ∈ [a, b]), (10.10)ïðè÷åì
G(t, s) = 0 ïðè a 6 s 6 a0, s 6 t 6 b, (10.11)

G(t, s) = 0 ïðè b > s > aν+1, a 6 t 6 s, (10.12)
π(t)G(t, s) > 0 ïðè s ∈ (a0, aν+1), t 6= ai, i = 0, . . . , ν + 1, (10.13)

G(t, s) > 0 ïðè b > t > s > aν+1, (10.14)
(−1)nG(t, s) > 0 ïðè a 6 t < s 6 a0, (10.15)

Φ(G(·, s), ai) = µi ïðè s ∈ (a0, aν+1), i = 0, . . . , ν + 1(åñëè a0 = a
(
aν+1 = b

)
, òî ñîîòíîøåíèÿ (10.15) ( (10.14) ) îòñóòñòâóþò, à (10.11)( (10.12) ) âûïîëíÿåòñÿ ïðè s = a (s = b) ).



82 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
π(t0)G(t0, s0) < 0 ïðè (t0, s0) ∈ [a, b], t0 6= ai, i = 0, . . . , ν + 1.Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íåðàâåíñòâî π(t0)G(t0, s) < 0 âûïîëíåíî è äëÿ s ∈ (s0−2h, s0 +2h) ïðèíåêîòîðîì h > 0. Âûáåðåì íåïðåðûâíóþ f(t) > 0 òàê, ÷òîáû f(t) = 1 ïðè t ∈ (s0 − h, s0 +

h), f(t) = ε ïðè t /∈ (s0−2h, s0+2h), ε 6 f(t) 6 1 ïðè t ∈ [s0−2h, s0−h]∪[s0+h, s0+2h]. Òîãäàèç ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (10.1), (10.2) ïî �îðìóëå (10.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîìàëîì ε > 0 π(t0)x(t0) < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 16. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ (10.10).Â ñèëó òåîðåìû 11 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a < a0, b > aν+1. Ïóñòü s < a0. Ïðåäïîëîæèì,÷òî G(t0, s) 6= 0 ïðè êàêîì-íèáóäü t0 ∈ (s, b]. Òîãäà ñå÷åíèå g(t) = G(t, s), êàê ðåøåíèåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (0.1) íà (s, b], èìååò íà ýòîì ïîëóèíòåðâàëå íå ìåíåå n íóëåé (ñì. ï.ã) îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà). Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ íåîñöèëëÿöèåé äîêàçûâàåò (10.11).�àâåíñòâî (10.12) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
G(t0, s0) = 0, s0 ∈ (a0, aν+1), t0 ∈ [a, b] \ {a0, . . . , aν+1}.Òîãäà Φ(G(t, s0), [a, b]) > n + 1 è èç ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ(Ln−2G(·, s0), [a, b]) > n − 3;íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 17. Çíà÷èò,

G(t, s) 6= 0, s ∈ (a0, aν+1), t ∈ [a, b] \ {a0, . . . , aν+1}.Ýòî ñîâìåñòíî ñ (10.10) ïðèâîäèò ê (10.13).Òî÷íî òàê æå îïðîâåðãàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå Φ(G(·, s), ai) > µi ïðè êàêîì-íèáóäü i
(0 6 i 6 ν + 1).Ïóñòü s > aν+1, g(t) = G(t, s). Èç ðàâåíñòâà 10.12 è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà ñëåäóåò
g(j)(s) = 0 (j = 0, . . . , n − 2), g(n−1)(s+) = 1. Çíà÷èò, g(t) > 0 ïðè t > s, òî åñòü âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî (10.14).Òî÷íî òàê æå ïîëó÷èì (10.15) (çäåñü g(n−1)(s−) = −1 ). �Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü L ∈ T

(
[a, b]

)
(a, b ∈ I), �óíêöèÿ f ñóììèðóåìà è f(t) > 0 ï. â. â

[a, b], ïðè÷åì f(t) > 0 íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òîãäà ðåøåíèå x çàäà÷è (10.1),(10.2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
π(t)x(t) > 0, t ∈ [a, b] \ {a0, . . . , aν+1},ïðè÷åì Φ(x, ai) = µi (i = 0, . . . , ν + 1).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (10.3).Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü L ∈ T

(
[a, b]

)
(a, b ∈ I),

u, v ∈ Cn−1
∗ ([a, b]), u(j)(ai) = v(j)(ai), j = 0, . . . , ki − 1, i = 0, . . . , ν + 1.Òîãäà åñëè

(Lu)(t) > (Lv)(t) ï. â. íà [a, b], (10.16)òî
π(t)u(t) > π(t) v(t), t ∈ [a, b]. (10.17)Ïðè ýòîì, åñëè íåðàâåíñòâî (10.16) ñòðîãîå íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òî è íåðà-âåíñòâî (10.17) ñòðîãîå äëÿ t ∈ (a, a0) (åñëè a < a0 ), t ∈ (ai, ai+1), i = 0, . . . , ν, t ∈ (aν+1, b)(åñëè aν+1 < b ).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (10.3), ïðèìåíåííîãî êðàçíîñòè η = u − v.



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 83ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1� 11. Òåîðåìà Áåëëìàíà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè êðàåâûìèóñëîâèÿìè1. Îáîáùèì ïîíÿòèå ÷åáûøåâñêîé ñèñòåìû íà íåïðåðûâíûå �óíêöèè. Ñèñòåìà íåïðåðûâ-íûõ �óíêöèé
{uk}

m
k=1 (11.1)íàçûâàåòñÿ ñëàáî ÷åáûøåâñêîé íà J, åñëè Ψ

(
m∑

k=1

ckuk, J

)
6 m − 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ck.Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ÷åáûøåâñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ÷åáûøåâñêîé.Ëåììà 18. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé (11.1) áûëà ñëàáî ÷åáûøåâñêîéíà [a, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆

(
u1 . . . um

t1 . . . tm

)
.
= det (ui(tk))

m
i,k=1 6= 0 äëÿ ëþáîéñèñòåìû òî÷åê ti, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì a 6 t1 < . . . < tn 6 b.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ∆

(
u1 . . . um

t1 . . . tm

) ýêâèâàëåíòíî ñó-ùåñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ c∗1, . . . , c
∗
m ó ñèñòåìû m∑

k=1

ciui(tk) = 0, i = 1, . . . ,m, ÷òîâ ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ m∑
k=1

c∗i ui(t) èìååò íà [a, b] íåìåíåå m ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé (â òî÷êàõ ti, i = 1, . . . ,m ). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòîïðåäåëåíèþ ñëàáî ÷åáûøåâñêîé ñèñòåìû. �Ëåììà 19 ([8, 
. 72℄, [24, 
. 218℄). Ïóñòü {uk}
m
k=1, {vk}

m
k=1 � äâå ñèñòåìû èíòåãðèðóåìûõíà [a, b] (â ñîáñòâåííîì ñìûñëå) �óíêöèé. Òîãäà

det

(∫ b

a

ui(t)vk(t) dt

)m

i,k=1

=
1

m!

∫ b

a

· · ·

∫ b

a︸ ︷︷ ︸
m

∆

(
u1 . . . um

t1 . . . tm

)
· ∆

(
v1 . . . vm

t1 . . . tm

)
dt1 · · · dtm =

=

∫
. . .

∫

a6t1<...<tm6b

∆

(
u1 . . . um

t1 . . . tm

)
· ∆

(
v1 . . . vm

t1 . . . tm

)
dt1 · · · dtm.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâûìóñëîâèÿì

liu
.
=

∫ b

a

gi(t)u(t) dt = γi, i = 1, . . . , n, (11.2)ãäå gi (i = 1, . . . , n) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè.Òåîðåìà 31. Åñëè L ∈ T
(
[a, b]

) è �óíêöèè gi (i = 1, . . . , n) îáðàçóþò ñëàáî ÷åáûøåâñêóþíà [a, b] ñèñòåìó , òî êðàåâàÿ çàäà÷à (10.1), (11.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ ïðàâûõ÷àñòÿõ f, γi, i = 1, . . . , n.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {uk}
n
k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ÔÑ� óðàâíåíèÿ (0.1), u∗ � êà-êîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10.1). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ(10.1) äàåòñÿ �îðìóëîé y =

n∑
k=1

ckuk + u∗; ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì (11.2), íàäî ÷òîáû
liy =

n∑

k=1

ckliuk + liu
∗ = γi, i = 1, . . . , n.



84 Â.ß. ÄåððÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ýòè ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ck, (k =
1, . . . , n), îïðåäåëèòåëü êîòîðîé â ñèëó ëåììû 19 åñòü

Λ
.
= det (liuk)

n
i,k=1 = det

(∫ b

a

gi(t)uk(t) dt

)n

i,k=1

=

=

∫
. . .

∫

a6t1<...<tn6b

∆

(
g1 . . . gn

t1 . . . tn

)
· ∆

(
u1 . . . un

t1 . . . tn

)
dt1 · · · dtn.Òàê êàê L ∈ T

(
[a, b]

)
, òî {uk}

n
k=1 � ÷åáûøåâñêàÿ íà [a, b] ñèñòåìà, à ïî óñëîâèþ òåîðåìû

{gi}
n
i=1 � ñëàáî ÷åáûøåâñêàÿ íà [a, b] ñèñòåìà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Â ñèëó ëåììû 18 Λ 6= 0;ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (c1, . . . , cn). Ýòîýêâèâàëåíòíî îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (10.1), (11.2). �� 12. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Íåîñöèëëÿöèÿ ñèñòåìûÍåâîçìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ íåîñöèëëÿöèè ñêàëÿð-íîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Êðîìå óæå îòìå÷åííûõ, óêàæåìåùå íà ðàáîòó [50℄, à òàêæå íà ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå íåîñöèëëÿöèè êâàçèäè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé [51℄�[55℄, [58℄. �ÿä ðàáîò ïîñâÿùåí ðàçëè÷íûì ìîäè�èêàöèÿì ïîíÿòèÿ íåîñöèëëÿ-öèè (â íèõ âìåñòî ñîïðÿæåííûõ òî÷åê (
onjugate points) ðàññìàòðèâàþòñÿ �îêóñíûå òî÷êè(fo
al points)) [56, 57℄, [59℄�[62℄, â ðàáîòå [63℄ èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ íåîñöèëëÿöèè îäíîðîäíîãî(äè��åðåíöèàëüíîãî èëè ðàçíîñòíîãî) óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû �óíêöèîíàëîâ.Èç áîëüøîãî ÷èñëà ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èñëåäîâàíèþ è ïðèìåíåíèþ íåîñöèëëÿöèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, îòìåòèì ëèøü ñëåäóþùèå: [64℄�[68℄. Îòìåòèì îñîáî, ÷òî â ïîñëåäíåéðàáîòå ïîëó÷åí êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã êðèòåðèÿ Õàðòìàíà�Ëåâèíà (ñì. �5). Îòìåòèì òàê-æå ðàáîòó [69℄, â êîòîðîé ïåðåäîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [64, 65, 67, 68℄.Îñòàíîâèìñÿ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà âîïðîñå î ââåäåíèè ïîíÿòèÿ íåîñöèëëÿöèè äëÿ ñèñòå-ìû (0.2) îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè êîý�-�èöèåíòàìè. Ïîíÿòèå òî÷êè, ñîïðÿæåííîé ê òî÷êå a ∈ I (îòñóòñòâèå êîòîðîé â ïðîìåæóòêå

[a, b] è íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëÿöèåé íà [a, b] ), ââåäåííîå â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [70℄�[75℄)äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì áîëåå âûñîêîãî (â îñíîâíîì ÷åòíîãî) ïîðÿäêà, äëÿ ñèñòåìû (0.2) íå ãî-äèòñÿ, òàê êàê êàæäàÿ ñèñòåìà âèäà (0.2) îêàçûâàåòñÿ íåîñöèëëÿöèîííîé; òàêàÿ íåîñöèëëÿöèÿíè÷åãî íå äàåò.Â ðàáîòå Íåõàðè [76℄ ââîäÿòñÿ ñëåäóùèå ïîíÿòèÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êè.Òî÷êà b > a íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê a ∈ I òî÷êîé (ïåðâîãî ðîäà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîåíåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = (x1, . . . , xn) ñèñòåìû (0.2), ÷òî ïðè íåêîòîðîì k (1 6 k 6 n− 1)

x1(a) = . . . = xk(a) = xk+1(b) = . . . = xn(b) = 0.Äëÿ ñèñòåìû (0.2), ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ (0.1), òàêîå îïðåäåëåíèå áëèçêî êîïðåäåëåíèþ �îêóñíîé òî÷êè.Òî÷êà b > a íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê a ∈ I òî÷êîé (âòîðîãî ðîäà, ñì. [76℄), åñëè ñó-ùåñòâóåò òàêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = (x1, . . . , xn) ñèñòåìû (0.2), ÷òî ïðè íåêîòîðîì
k (1 6 k 6 n − 1)

x1(a) = . . . = xk(a) = 0, x1(b) = . . . = xn−k(b) = 0.Äëÿ ñèñòåìû (0.2), ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ (0.1), îòñóòñòâèå òàêîé òî÷êè íà
[a, b] â ñèëó òåîðåìû 27 îçíà÷àåò íåîñöèëëÿöèþ íà [a, b]. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ íåîñöèëëÿöèþ
N -íåîñöèëëÿöèåé.Ïðåäëàãàåì çäåñü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íåîñöèëëÿöèè ñèñòåìû (0.2).



Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé 85ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ïóñòü t1 < . . . < tm, ti ∈ I. Çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (0.2), óäîâëåòâîðÿ-þùåãî óñëîâèÿì
xi(tj) = 0, i = 1, . . . , µj , j = 1, . . . ,m




m∑

j=1

µj = n


, (12.1)íàçîâåì çàäà÷åé Âàëëå Ïóññåíà. Ñèñòåìó (0.2) íàçîâåì V P -íåîñöèëëÿöèîííîé íà ïðîìåæóòêå

J ⊂ I, åñëè ïðè ëþáîì m (2 6 m 6 n) è ëþáîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê ti ∈ J çàäà÷à ÂàëëåÏóññåíà (0.2), (12.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.Äëÿ ñèñòåìû (0.2), ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ (0.1), òàêîå îïðåäåëåíèå íåîñ-öèëëÿöèè â ñèëó òåîðåìû 27 ýêâèâàëåíòíî îòñóòñòâèþ â J ñîïðÿæåííîé òî÷êè âòîðîãî ðîäà,ò. å. äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïðåäëàãàåìîå îïðåäåëåíèå V P -íåîñöèëëÿöèè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì
N -íåîñöèëëÿöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî îáà îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò äëÿ ëþáûõ ñèñòåì ïðè n = 2. Âîáùåì ñëó÷àå V P -íåîñöèëëÿöèÿ âëå÷åò N -íåîñöèëëÿöèþ. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî êðîìå óæåîòìå÷åííûõ ñëó÷àåâ îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà.Ïóñòü U = (uik) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (0.2), íîðìèðîâàííàÿ â òî÷êå a ∈ Iè

Λ

(
t1 . . . tm
µ1 . . . µm

)
=




u11(t1) . . . u1n(t1)
. . . . . . . . .

uµ1,1(t1) . . . uµ1,n(t1)
u11(t2) . . . u1n(t2)

. . . . . . . . .
uµ2,1(t2) . . . uµ2,n(t2)

. . . . . . . . .
u11(tm) . . . u1n(tm)

. . . . . . . . .
uµm,1(tm) . . . uµm,n(tm)




.

Òåîðåìà 32. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (0.2) áûëà V P -íåîñöèëëÿöèîííîé íà [a, b] ⊂ I,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
∆

(
t1 . . . tm
µ1 . . . µm

)
.
= det Λ

(
t1 . . . tm
µ1 . . . µm

)
6= 0,

a 6 t1 < . . . < tm 6 b, 2 6 m 6 n; â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (0.2) áûëà
N -íåîñöèëëÿöèîííîé íà [a, b] ⊂ I, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆

(
t1 t2
k n − k

)
6= 0,

a 6 t1 < t2 6 b, k = 1, . . . , n − 1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñòàâèì êðàåâûå óñëîâèÿ (12.1) â îáùåå ðåøåíèå x = Uc, ãäå
c ∈ R

n � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Â èòîãå ïðèäåì ê ñèñòåìå Λ

(
t1 . . . tm
µ1 . . . µm

)
c = 0ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà c. Ýòà ñèñòåìà (à âìåñòå ñ íåé è çàäà÷à (0.2),(12.1)) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, ò. å. èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,åñëè ∆

(
t1 . . . tm
µ1 . . . µm

)
6= 0. �Ïðèâåäåì 2 ïðèìåðà, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî N -íåîñöèëëÿöèîííàÿ ñèñòåìà ìîæåò íåáûòü V P -íåîñöèëëÿöèîííîé.1. Ïóñòü A =




1 1 p(t)
0 1 1
0 0 1


, ãäå p áóäåò âûáðàíà ïîçäíåå. Çäåñü

U(t) =




et−a (t − a)et−a
(

(t−a)2

2 +
∫ t

a
p(s) ds

)
et−a

0 et−a (t − a)et−a

0 0 et−a


,
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∆

(
t1 t2
2 1

)
=C1

(
(t2−t1)2

2 +

∫ t2

t1

p(s) ds

)
, ∆

(
t1 t2
1 2

)
=C2

(
(t2−t1)2

2 −

∫ t2

t1

p(s) ds

)
, ãäå C1 > 0, C2 > 0.Ïóñòü 0 < a < c < b, p(t)=−t. Òîãäà

∆

(
t1 t2
2 1

)
= −C1t1(t2 − t1) < 0, ∆

(
t1 t2
1 2

)
= C2t2(t2 − t1) > 0 (a 6 t1 < t2 6 b).Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî N -íåîñöèëëÿöèÿ íà [a, b] ïðè ëþáîì b > a. Òàê êàê

∆

(
a c b
1 1 1

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

ec−a (c − a)ec−a
(

(c−a)2

2 +
∫ c

a
p(s) ds

)
ec−a

eb−a (b − a)eb−a
(

(b−a)2

2 +
∫ b

a
p(s) ds

)
eb−a

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0ïðè p(t) = −t è ëþáîì c ∈ (a, b), òî V P -íåîñöèëëÿöèè íà [a, b] çäåñü íåò.2. Ïóñòü òåïåðü A =




1 p(t) 0
0 1 q(t)
0 0 1


. Çäåñü

U(t) =




et−a et−a
∫ t

a
p(s) ds et−a

∫ t

a
p(s) ds

∫ s

a
q(τ) dτ

0 et−a et−a
∫ t

a
q(τ) dτ

0 0 et−a


,

∆

(
t1 t2
2 1

)
= C1

∫ t2

t1

p(s) ds

∫ s

t1

q(τ) dτ, ∆

(
t1 t2
1 2

)
=

= C2

∫ t2

t1

p(s) ds

∫ t2

s

q(τ) dτ, ∆

(
t1 t2 t3
1 1 1

)
=

= C3

∫ t3

t1

p(s) ds

∫ t2

t1

p(σ) dσ

∫ σ

s

q(τ) dτ, ãäå Ci > 0, i = 1, 2, 3.Åñëè �óíêöèè p è q ñîõðàíÿþò ñòðîãèé çíàê íà [a, b], òî çäåñü èìååò ìåñòî V P -íåîñöèëëÿöèÿ íà [a, b]. Åñëè æå p(t) = q(t) = sin π(t−a)
c−a
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