
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ÓÄÊ 517.977.1© Â.À. ÇàéöåâÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÜ ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß1Óñòàíîâëåí êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ïîëíîé è äè��åðåíöèàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëåáåãó è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè, â ñëó÷àå êîãäàêðèòåðèé Êàëìàíà íåïðèìåíèì. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ äè��åðåíöèàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè êâàçèäè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü, äè��åðåíöèàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü, êâà-çèäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.� 1. Îïðåäåëåíèÿ è êðèòåðèè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòèÏóñòü R
n � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, |x| =

√
x∗x � íîðìà â R

n, ∗ îçíà÷àåòîïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ; Mmn � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ m × n -ìàòðèö ñ íîðìîé
|A| = max

|x|61
|Ax|; Mn := Mnn. Èçâåñòíî [1, ñ. 357℄, ÷òî òàêàÿ íîðìà ìàòðèöû A ∈ Mmn ñîâïàäàåòñ √

Λ(A∗A), ãäå Λ(A∗A) � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A∗A, è ÷òî |A∗| = |A|[1, ñ. 71℄. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ íåñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó
ẋ = A(t)x + B(t)u, (t, x, u) ∈ R × R

n × R
m. (1)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðè÷íûå �óíêöèè A : R → Mn, B : R → Mnm èçìåðèìû è ïîíîðìå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ϑ > 0, τ ∈ R

∫ τ+ϑ

τ
|A(s)| ds < ∞,

∫ τ+ϑ

τ
|B(s)| ds < ∞. (2)Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ èçìåðèìóþ îãðàíè÷åííóþ ïî íîðìå �óíê-öèþ u : R → R

m. Óñëîâèÿ (2) îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷èÊîøè äëÿ ñèñòåìû (1), è ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé �óíêöèåé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t, s) ìàòðèöó Êîøè ñèñòåìû ẋ = A(t)x, òî åñòü ðåøåíèå ìàòðè÷íîé çà-äà÷è Êîøè Ẋ = A(t)X, X(s) = I, I ∈ Mn � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿàáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.Âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èçìåðèìûìè �óíêöèÿìè áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíÿþùèìèñÿïî÷òè âñþäó (ï. â.). Çàïèñü G ∈ L1(T,Mnm), ãäå T = [τ, τ + ϑ], îçíà÷àåò, ÷òî G : T → Mnm,

G(t) = {gij(t)} è gij ∈ L1(T ), òî åñòü ∫ τ+ϑ

τ
|gij(s)| ds < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, n, j = 1,m .Ëåììà 1. |G| ∈ L2(T ) ⇐⇒

∫ τ+ϑ

τ
g2
ij(s) ds < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, n, j = 1,m.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì ìàòðèöó G∗(s)G(s). Ïðè êàæäîì s ∈ T ýòà ìàòðè-öà ñèììåòðè÷åñêàÿ, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå èíåîòðèöàòåëüíûå 0 6 λ1(s) 6 . . . 6 λm(s). Ïóñòü Λ(s) � ýòî íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèåýòîé ìàòðèöû, òî åñòü Λ(s) = λm(s). Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

0 6 Λ(s) 6 λ1(s) + . . . + λm(s) = Sp (G∗(s)G(s)) =
∑

i,j

g2
ij(s) 6 mΛ(s). (3)1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 06�01�00258, 09�01�00403).
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τ
|G(s)|2 ds =

∫ τ+ϑ

τ
Λ(s) ds, òî èç íåðàâåíñòâà (3) âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåð-æäåíèå. �Ñëåäñòâèå 1. |G| ∈ L2(T ) ⇐⇒ G∗G ∈ L1(T,Mm) ⇐⇒ GG∗ ∈ L1(T,Mn).Ëåììà 2. Ïóñòü G ∈ Mn. Òîãäà |G| > (det G)1/n.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü λn > . . . > λ1 > 0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû G∗G.Òîãäà (det G)2 = det(G∗G) = λ1 · . . . · λn. Èìååì |G| =

√
λn = (λn

n)1/(2n) > (λ1 · . . . · λn)1/(2n) =(
(detG)2

)1/(2n)
= (det G)1/n. �Îïðåäåëåíèå 1 (ñì. [2℄). Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé íà îòðåçêå T =

[τ, τ +ϑ], åñëè äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R
n íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·), ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó(1) èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = x0 â ñîñòîÿíèå x(τ + ϑ) = 0.Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó êðèòåðèÿ Êàëìàíà ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà T òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà det W (τ + ϑ, τ) 6= 0, ãäå

W (t, τ) =

∫ t

τ
X(t, s)B(s)B∗(s)X∗(t, s) ds (4)(ñì. [3℄). Îäíàêî åñëè B íå ïðèíàäëåæèò L2(T ), à ïðèíàäëåæèò ëèøü L1(T ), òî ìàòðèöà (4)ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà è êðèòåðèé Êàëìàíà íåïðèìåíèì. Â òàêîì ñëó÷àå êðèòåðèé ïîëíîéóïðàâëÿåìîñòè äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ].

2. Ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t) := X(τ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà T.

3. Ñòðîêè ìàòðèöû B̃(t) := X(τ + ϑ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà T.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå 2 ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ 3 â ñèëó íåâûðîæ-äåííîñòè ìàòðèöû Êîøè X(t, s) äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R.( 1 ⇒ 2 ). Ïóñòü ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ R

n íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå û(t), t ∈ T, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1) èç ñîñòîÿíèÿ
x(τ) = x0 â ñîñòîÿíèå x(τ + ϑ) = 0. Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå x = X(t, τ)y ñèñòåìû (1).Òîãäà ýòà ñèñòåìà ïåðåéäåò â ñèñòåìó

ẏ = X(τ, t)B(t)u = B̂(t)u, (t, y, u) ∈ R × R
n × R

m. (5)Ýòà ñèñòåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé íà T, è óïðàâëåíèå û(t), t ∈ T, ïåðåâîäèòñèñòåìó (5) èç ñîñòîÿíèÿ y(τ) = x(τ) = x0 â ñîñòîÿíèå y(τ + ϑ) = X(τ, τ + ϑ)x(τ + ϑ) = 0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t) ëèíåéíî çàâèñèìû íà T, òî åñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð-ñòðîêà ξ ∈ R
n∗, |ξ| = 1 òàêàÿ, ÷òî ξB̂(t) ≡ 0 ï. â. t ∈ T. Óìíîæèì ðàâåíñòâî (5) ñëåâà íàñòðîêó ξ, ïîëó÷èì, ÷òî ξẏ(t) ≡ 0 ï. â. t ∈ T. Ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé �óíêöèèïî÷òè âñþäó ðàâíà íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ξy(t) ≡ const = ξx0 äëÿ âñåõ t ∈ T. Åñëè ìû âîçüìåì

x0 = ξ∗, òî ξy(t) ≡ 1 äëÿ âñåõ t ∈ T, è êàêîå áû ìû íè âçÿëè óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (5), ðåøåíèåñ ýòèì óïðàâëåíèåì íèêîãäà íå ïîïàäåò â íîëü, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (5), à âìåñòå ñ íåé èñèñòåìà (1) íå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìûìè.( 2 ⇒ 1 ). Ïóñòü ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà T. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà(5) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà T. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü âïîëíå óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (1) íà T.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(τ) = x0 èìååò âèä y(t) = x0 +

∫ t

τ
B̂(s)u(s) ds.



92 Â.À. ÇàéöåâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ïîäñòàâèì óñëîâèå y(τ + ϑ) = 0, ïîëó÷èì x0 +

∫ τ+ϑ

τ
B̂(s)u(s) ds = 0. Òðåáóåòñÿ äëÿ ëþáî-ãî x0 ∈ R

n íàéòè èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå û(t), t ∈ T, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåòðàâåíñòâî ∫ τ+ϑ

τ
B̂(s)û(s) ds = −x0. (6)Ïîñêîëüêó |B| ∈ L1(T ), òî |B̂| ∈ L1(T ), ïîýòîìó �óíêöèÿ |B̂(t)| ï. â. êîíå÷íà. Ââåäåì �óíê-öèþ q : T → R

q(t) =





0, |B̂(t)| = 0,
1√

|B̂(t)|
, |B̂(t)| 6= 0.Ýòà �óíêöèÿ íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ ï. â. íà T. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áû �óíêöèÿ

q(t) ≡ 0 ï. â. t ∈ T, îòñþäà áû ñëåäîâàëî, ÷òî B̂(t) ≡ 0 ï. â. t ∈ T (òàê êàê |B̂(t)| ï. â.êîíå÷íà), ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íà T ñòðîê ìàòðèöû B̂(t). Äàëåå,ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t)q(t) òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà T, ïîñêîëüêó q(t) 6= 0 äëÿ ï. â.
t ∈ T, ãäå B̂(t) 6= 0. Ïîñòðîèì �óíêöèþ V (t) := q2(t)B̂∗(t), t ∈ T (â òåõ òî÷êàõ t ∈ T,ãäå |B̂(t)| = ∞, ïîëàãàåì V (t) := 0 ). Òîãäà V (t) =

B̂∗(t)

|B̂(t)|
äëÿ ï. â. t ∈ T, ãäå B̂(t) 6= 0, è

V (t) = 0, ãäå B̂(t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, V (t) � èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ è |V (t)| 6 1äëÿ âñåõ t ∈ T, ïîñêîëüêó |B̂(t)| = |B̂∗(t)|. Ñëåäîâàòåëüíî, B̂(t)V (t) ∈ L1(T,Mn). Òîãäà â ñèëóñëåäñòâèÿ 1 |B̂(t)q(t)| ∈ L2(T ), ïîñêîëüêó
(B̂(t)q(t))(B̂(t)q(t))∗ = B̂(t)q2(t)B̂∗(t) = B̂(t)V (t) ∈ L1(T,Mn).Ïóñòü Q(τ) =

∫ τ+ϑ

τ
B̂(t)q2(t)B̂∗(t) dt. Ìàòðèöà Q(τ) � ýòî ìàòðèöà �ðàìà äëÿ ñîâîêóïíî-ñòè âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû B̂(t)q(t). Ïîñêîëüêó ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t)q(t) ëèíåéíî íåçàâè-ñèìû íà T, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Q(τ) � ñèììåòðè÷åñêàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ,

detQ(τ) > 0. Ïîëîæèì û(t) = V (t)Q−1(τ) · (−x0). Òîãäà û(t) èçìåðèìàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïîíîðìå íà T �óíêöèÿ (ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì), è îíà îáåñïå-÷èâàåò ðàâåíñòâî (6). Òåîðåìà äîêàçàíà. �Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìîé íà îòðåçêå T =
[τ, τ + ϑ], åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé íà ëþáîì îòðåçêå T1 ⊂ T.Åñëè ñèñòåìà (1) äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ], òî îíà âïîëíåóïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ]; îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.Ñëåäñòâèå 2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñèñòåìà (1) äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ].

2. Ñòðîêè ìàòðèöû B̂1(t) := X(τ1, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ëþáîì îòðåçêå T1 =
[τ1, τ1 + ϑ1] ⊂ T.

3. Ñòðîêè ìàòðèöû B̃1(t) := X(τ1 + ϑ1, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ëþáîì îòðåçêå
T1 = [τ1, τ1 + ϑ1] ⊂ T.� 2. Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòèÏðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (1) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R, òî åñòü

sup
t∈R

∫ t+1

t
|A(s)| ds 6 a < ∞, sup

t∈R

∫ t+1

t
|B(s)| ds 6 b < ∞. (7)



Óïðàâëÿåìîñòü êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 93ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ëåììà 3. Ïóñòü ìàòðèöà A(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà íà R. Òîãäà ìàòðèöà Êîøè
X(t, s) ïî íîðìå ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò íóëÿ è åå îïðå-äåëèòåëü ðàâíîìåðíî îòäåëåí îò íóëÿ íà êàæäîì îòðåçêå, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 ñóùå-ñòâóþò êîíñòàíòû N1 > 0, N2 > 0, l1 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî τ ∈ R è äëÿ ëþáûõ
t, s ∈ [τ, τ + ϑ] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 0 < N1 6 |X(t, s)| 6 N2, 0 < l1 6 det X(t, s).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü t, s ∈ [τ, τ + ϑ] è t > s (ñëó÷àé t 6 s ðàññìàòðèâàåòñÿàíàëîãè÷íî). Èç íåðàâåíñòâà �ðîíóîëëà�Áåëëìàíà ñëåäóåò

|X(t, s)| 6 exp
(∫ t

s
|A(ζ)| dζ

)
6 exp

(
(ϑ + 1)a

)
=: N2,è N2 íå çàâèñèò îò τ ; çäåñü a èç (7). Äàëåå, ïîñêîëüêó |SpA(ζ)| 6 n|A(ζ)|, òî ìû èìååì

det X(t, s) = exp
(∫ t

s
SpA(ζ) dζ

)
> exp

(
− n

∫ t

s
|A(ζ)| dζ

)
> exp

(
− n(ϑ + 1)a

)
=: l1.Íåðàâåíñòâî |X(t, s)| > N1 ñëåäóåò èç ëåììû 2 (ïîëàãàåì N1 := l

1/n
1 ). �Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (1) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R, òîäëÿ ëþáîãî ϑ > 0 ñóùåñòâóåò b1 > 0 òàêîå, ÷òî

sup
τ∈R

∫ τ+ϑ

τ
|X(τ, s)B(s)| ds 6 b1 < ∞.Ëåììà 4. Ïóñòü èçìåðèìûå �óíêöèè λ(t), s(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. λ(t) > 0, 0 6 s(t) 6 1, t ∈ R.
2. Ôóíêöèÿ λ(t) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà íà R, òî åñòü

sup
t∈R

∫ t+1

t
λ(ζ) dζ 6 c < ∞.

3. Ñóùåñòâóþò ϑ > 0 è κ1 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∫ τ+ϑ

τ
λ(t)s(t) dt > κ1.Òîãäà ñóùåñòâóåò ν1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ τ+ϑ

τ
λ(t)s2(t) dt > ν1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå τ ∈ R. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫ τ+ϑ

τ
λ(t) dt 6 c(ϑ+1) =: c1. �àññìîòðèì �óíêöèè f(t) :=

√
λ(t)·s(t), g(t) :=

√
λ(t) íà îòðåçêå

T = [τ, τ +ϑ]. Ïîñêîëüêó λ(t) ∈ L1(T ) è s(t) îãðàíè÷åíà íà T, òî f(t) ∈ L2(T ), g(t) ∈ L2(T ).Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî (∫ b
a f(t)g(t) dt

)2
6

(∫ b
a f2(t) dt

)
·
(∫ b

a g2(t) dt
) ê äàííûì�óíêöèÿì íà îòðåçêå T, ïîëó÷èì

(∫ τ+ϑ

τ
λ(t)s(t) dt

)2

6

(∫ τ+ϑ

τ
λ(t)s2(t) dt

)
·
(∫ τ+ϑ

τ
λ(t) dt

)
. (8)Ïîñêîëüêó ∫ τ+ϑ

τ
λ(t) dt >

∫ τ+ϑ

τ
λ(t)s(t) dt > κ1 > 0, òî, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (8) íà

∫ τ+ϑ

τ
λ(t) dt, ïîëó÷èì

(∫ τ+ϑ

τ
λ(t)s2(t) dt

)
>

(∫ τ+ϑ
τ λ(t)s(t) dt

)2

(∫ τ+ϑ
τ λ(t) dt

) >
κ

2
1

c1
=: ν1.Ëåììà äîêàçàíà. �



94 Â.À. ÇàéöåâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (ϑ > 0 ), åñëèñóùåñòâóåò l > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R
n è äëÿ ëþáîãî τ ∈ R íà îòðåçêå T = [τ, τ +ϑ]íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·), êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ x(τ) = x0 âñîñòîÿíèå x(τ + ϑ) = 0 è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |u(t)| 6 l|x0|, t ∈ T. Äàëåå, ñèñòåìà(1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé [2℄, åñëè ñóùåñòâóåò ϑ > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà(1) ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèàëüíîóïðàâëÿåìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 ñèñòåìà (1) ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàëìàíà ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ϑ > 0, ÷òî ïðè âñåõ τ ∈ R âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 < α1(ϑ)I 6 W0(τ + ϑ, τ) 6 α3(ϑ)I, (9)
0 < α2(ϑ)I 6 W (τ + ϑ, τ) 6 α4(ϑ)I, (10)ïîíèìàåìûå â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ �îðì, ãäå

W0(τ + ϑ, t) =

∫ τ+ϑ

t
X(t, s)B(s)B∗(s)X∗(t, s) ds (11)(ñì. [3℄). Îäíàêî ýòîò êðèòåðèé íåïðèìåíèì, åñëè B íå ïðèíàäëåæèò Lloc

2 (R), à ïðèíàäëåæèòëèøü Lloc
1 (R), ïîñêîëüêó ìàòðèöû (4), (11) ìîãóò áûòü íå îïðåäåëåíû. Â òàêîì ñëó÷àå êðèòåðèéðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (1) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R. Òî-ãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñèñòåìà (1) ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.
2. Ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t) := X(τ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [τ, τ + ϑ] ðàâíîìåðíîîòíîñèòåëüíî τ, òî åñòü ñóùåñòâóåò κ1 = κ1(ϑ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ R è äëÿëþáîé âåêòîð-ñòðîêè ξ ∈ R

n∗, |ξ| = 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∫ τ+ϑ

τ
|ξX(τ, t)B(t)| dt > κ1. (12)

3. Ñòðîêè ìàòðèöû B̃(t) := X(τ + ϑ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [τ, τ + ϑ] ðàâíîìåðíîîòíîñèòåëüíî τ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ( 2 ⇒ 3 ). Ïîëîæèì κ2 := κ1/N2, ãäå N2 èç ëåììû 3. Ïóñòüçàäàíû ïðîèçâîëüíûå τ ∈ R è âåêòîð-ñòðîêà η ∈ R
n∗, |η| = 1. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî ∫ τ+ϑ

τ
|ηX(τ + ϑ, t)B(t)| dt > κ2. (13)Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå 3. Ïîñòðîèì âåêòîð-ñòðîêó ξ1 = ηX(τ + ϑ, τ). Òîãäà

1 = |η| = |ξ1X(τ, τ + ϑ)| 6 |ξ1| · |X(τ, τ + ϑ)|. Ñëåäîâàòåëüíî, |ξ1| > 1/|X(τ, τ + ϑ)| > 1/N2 è
N2 · |ξ1| > 1. Ïîñòðîèì âåêòîð-ñòðîêó ξ = ξ1/|ξ1|. Òîãäà |ξ| = 1 è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 äëÿ
ξ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (12). Òîãäà èìååì

∫ τ+ϑ

τ
|ηX(τ + ϑ, t)B(t)| dt =

∫ τ+ϑ

τ
|ξ1X(τ, t)B(t)| dt =

∫ τ+ϑ

τ

∣∣|ξ1| · ξX(τ, t)B(t)
∣∣ dt =

= |ξ1| ·
∫ τ+ϑ

τ

∣∣ξX(τ, t)B(t)
∣∣ dt > |ξ1| · κ1 = |ξ1| · N2 · κ2 > κ2.Íåðàâåíñòâî (13) è óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî. Èìïëèêàöèÿ ( 3 ⇒ 2 ) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



Óïðàâëÿåìîñòü êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 95ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1( 1 ⇒ 2 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2 íå âûïîëíåíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùå-ñòâóþò τk ∈ R è ξk ∈ R
n∗, |ξk| = 1 òàêèå, ÷òî

∫ τk+ϑ

τk

|ξkX(τk, t)B(t)| dt <
1

k
.Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî ñóùåñòâóåò l > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

xk
0 = −ξ∗k íà îòðåçêå Tk = [τk, τk+ϑ] íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå uk(·), êîòîðîå ïåðåâîäèòñèñòåìó (1) èç ñîñòîÿíèÿ x(τk) = xk

0 â ñîñòîÿíèå x(τk + ϑ) = 0 è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
|uk(t)| 6 l|xk

0 | = l, t ∈ Tk. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîãî óïðàâëåíèÿ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
∫ τk+ϑ

τk

X(τk, t)B(t)uk(t) dt = −xk
0.Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà ñòðîêó ξk ïîëó÷èì

1 = ξkξ
∗
k = |ξk(−xk

0)| =

∣∣∣∣
∫ τk+ϑ

τk

ξkX(τk, t)B(t)uk(t) dt

∣∣∣∣ 6

∫ τk+ϑ

τk

|ξkX(τk, t)B(t)uk(t)| dt 6

6

∫ τk+ϑ

τk

|ξkX(τk, t)B(t)| · |uk(t)| dt 6 l ·
∫ τk+ϑ

τk

|ξkX(τk, t)B(t)| dt <
l

k
→ 0 ïðè k → ∞.Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå 2 âûïîëíåíî.( 2 ⇒ 1 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2 âûïîëíåíî. Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû B̂(t) ëè-íåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ] äëÿ ëþáîãî τ ∈ R, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà êàæäîì îòðåçêå [τ, τ +ϑ]. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-åò êîíñòàíòà l > 0 (èç îïðåäåëåíèÿ 3) ðàâíîìåðíàÿ äëÿ âñåõ τ ∈ R, òî åñòü íå çàâèñÿùàÿîò τ. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (5) ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà. Â ñèëó ëåììû 3 îòñþäàáóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) ϑ -ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëü-íîå τ ∈ R. Áóäåì ñòðîèòü óïðàâëåíèå û(t) íà îòðåçêå T = [τ, τ + ϑ] òàê æå, êàê â òåîðåìå 1,òî åñòü û(t) = V (t)Q−1(τ)(−x0), ãäå Q(τ) =

∫ τ+ϑ

τ
B̂(t)q2(t)B̂∗(t) dt. Ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè

V (t) èìååì Q(τ) =

∫ τ+ϑ

τ
V ∗(t)V (t)|B̂(t)| dt. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ñòðîêè ξ ∈ R

n∗, |ξ| = 1èìååì
ξQ(τ)ξ∗ =

∫ τ+ϑ

τ
ξV ∗(t)V (t)ξ∗|B̂(t)| dt =

∫ τ+ϑ

τ
|ξV ∗(t)|2|B̂(t)| dt.Äëÿ ýòîé âåêòîð-ñòðîêè ξ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (12). Ïîñêîëüêó ξX(τ, t)B(t) = ξB̂(t) =

ξV ∗(t)|B̂(t)| äëÿ ï. â. t ∈ T, òî íåðàâåíñòâî (12) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
∫ τ+ϑ

τ
|ξV ∗(t)| · |B̂(t)| dt > κ1. (14)Ôóíêöèÿ λ(t) := |B̂(t)| = |X(τ, t)B(t)| â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2 ëåììû4. Ôóíêöèÿ s(t) := |ξV ∗(t)| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 6 s(t) = |ξV ∗(t)| 6 |ξ| · |V ∗(t)| 6 1,

t ∈ T. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (14) âûïîëíåíî óñëîâèå 3 ëåììû 4 äëÿ ýòèõ �óíêöèé λ(t) è s(t).Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè λ(t) è s(t) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 4, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëåììå 4 ñóùåñòâóåò ν1 > 0 òàêîå, ÷òî ξQ(τ)ξ∗ =

∫ τ+ϑ

τ
|ξV ∗(t)|2|B̂(t)| dt > ν1 > 0, è ýòî ÷èñëî

ν1 íå çàâèñèò îò τ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(τ) íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Q(τ).Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî µ(τ) > ν1 > 0, τ ∈ R, ñëåäîâàòåëüíî, |Q−1(τ)| 6

µ−1(τ) 6 1/ν1 =: l. Òàêèì îáðàçîì, |û(t)| 6 |V (t)| · |Q−1(τ)| · |x0| 6 l|x0|, t ∈ T. Òåîðåìàäîêàçàíà. �



96 Â.À. ÇàéöåâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Çàìå÷àíèå 3. Â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè a priori ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî �óíêöèè A(·) è B(·) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû. Îòñþäà àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóþò îöåíêè
∫ τ+ϑ

τ
|ξX(τ, t)B(t)| dt 6 κ3(ϑ), (15)

∫ τ+ϑ

τ
|ηX(τ + ϑ, t)B(t)| dt 6 κ4(ϑ) (16)äëÿ íåêîòîðûõ κ3(ϑ), κ4(ϑ) > 0, âñåõ τ ∈ R è âñåõ ξ, η ∈ R

n∗, |ξ| = 1, |η| = 1. Åñëèìàòðèöà B óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñèëüíûì óñëîâèÿì, ÷åì â òåîðåìå 2, à èìåííî |B| ∈ Lloc
2 (R)è B èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà ñ êâàäðàòîì íîðìû, òî åñòü

sup
t∈R

∫ t+1

t
|B(s)|2 ds 6 b2 < ∞, (17)òî òåîðåìà 2 ïðåâðàùàåòñÿ â êðèòåðèé Êàëìàíà è íåðàâåíñòâà (12), (15) áóäóò ýêâèâàëåíò-íû íåðàâåíñòâàì (9) (ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâà (13), (16) áóäóò ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàì(10)). Äåéñòâèòåëüíî, îöåíêà W0(τ + ϑ, τ) 6 α3(ϑ)I ñëåäóåò èç ïåðâîãî óñëîâèÿ (7) è óñëîâèÿ(17), à îöåíêà W0(τ + ϑ, τ) > α1(ϑ)I ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

ξW0(τ + ϑ, τ)ξ∗ =

∫ τ+ϑ

τ
|ξX(τ, s)B(s)|2 ds >

1

ϑ

(∫ τ+ϑ

τ
|ξX(τ, s)B(s)| ds

)2

>
1

ϑ
κ

2
1(ϑ) > 0,âûïîëíåííîãî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R

n∗, |ξ| = 1. (Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî (10).)Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (1) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R.Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
1. Ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.
2. Ñóùåñòâóåò ϑ > 0 òàêîå, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû X(τ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà

[τ, τ + ϑ] ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî τ.
3. Ñóùåñòâóåò ϑ > 0 òàêîå, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû X(τ + ϑ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìûíà [τ, τ + ϑ] ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî τ.Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (1) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R.Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
1. Ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà.
2. Äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 ñòðîêè ìàòðèöû X(τ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [τ, τ + ϑ]ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî τ.
3. Äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 ñòðîêè ìàòðèöû X(τ + ϑ, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [τ, τ + ϑ]ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî τ.� 3. Óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû â �îðìå ÕåññåíáåðãàÏóñòü êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (1) èìåþò âèä

A(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11(t) b1(t) 0 . . . 0
a21(t) a22(t) b2(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . bn−1(t)
an1(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . ann(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, B(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
0...
0

bn(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (18)Ñèñòåìà (1) ñ êîý��èöèåíòàìè âèäà (18) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé â �îðìå Õåññåíáåðãà. Áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèè aij , bi, i = 1, n, j = 1, i, èçìåðèìû è ïî íîðìå ëîêàëüíî èíòå-ãðèðóåìû ïî Ëåáåãó.



Óïðàâëÿåìîñòü êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 97ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 3. Ïóñòü |bi(t)| > 0, i = 1, n äëÿ ï. â. t ∈ T = [τ, τ + ϑ]. Òîãäà ñèñòåìà (1), (18)äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T.Çàìå÷àíèå 4. Â ðàáîòå [4, ñ. 184℄ òåîðåìà 3 áûëà äîêàçàíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà bi(t) ≡ 1,
i = 1, n; aij ≡ 0, i = 1, n − 1, j = 1, i; anj íåïðåðûâíû, òî åñòü êîãäà ñèñòåìà (1), (18) ýêâè-âàëåíòíà îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò �îðìó Ôðîáåíèóñà). Íà ñàìîì äåëå ýòà òåîðåìàâåðíà ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû, òî åñòü êîãäà ñèñòåìà (1), (18)ýêâèâàëåíòíà êâàçèäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (ñì. äàëåå òåîðåìó 4).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà
T1 = [τ1, τ1 + ϑ1] ⊂ T ñòðîêè ìàòðèöû X(τ1, t)B(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà T1. Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò âåêòîð-ñòðîêà ξ ∈ R

n∗, |ξ| = 1 òàêàÿ, ÷òî ξX(τ1, t)B(t) ≡ 0 ï. â.
t ∈ T1. Ïîñêîëüêó bn(t) 6= 0 ï. â. t ∈ T1, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíîòîìó, ÷òî ξX(τ1, t)en ≡ 0 ï. â. t ∈ T1, ãäå en = col (0, . . . , 0, 1) ∈ R

n. Ìàòðèöà Êîøè àáñîëþòíîíåïðåðûâíà, ïîýòîìó ξX(τ1, t)en = 0 äëÿ âñåõ t ∈ T1.Ïóñòü ϕ1(t), . . . , ϕn(t) � âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû X(τ1, t). Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâàñëåäóåò, ÷òî ξϕn(t) ≡ 0, t ∈ T1. Ìàòðèöà X(τ1, t) óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
Ẋ = −XA(t). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-�óíêöèè ϕi(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

ϕ̇1(t) = −
n∑

i=1

ai1(t)ϕi(t),

ϕ̇k(t) = −bk−1(t)ϕk−1(t) −
n∑

i=k

aik(t)ϕi(t), k = 2, n.

(19)Óìíîæèì ðàâåíñòâî (19) ïðè k = n ñëåâà íà ñòðîêó ξ. Ïîñêîëüêó ξϕn(t) ≡ 0, t ∈ T1, òî
ξϕ̇n(t) ≡ 0, t ∈ T1. Ñëåäîâàòåëüíî, bn−1(t)ξϕn−1(t) ≡ 0, t ∈ T1. Ïîñêîëüêó bn−1(t) 6= 0äëÿ ï. â. t ∈ T1, òî ξϕn−1(t) ≡ 0 ï. â. t ∈ T1. Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ϕn−1(t)ïîëó÷àåì, ÷òî ξϕn−1(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ T1. Äàëåå, ïîëîæèì â (19) k = n − 1, óìíîæèìñëåâà ýòî ðàâåíñòâî íà âåêòîð-ñòðîêó ξ è ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷èì, ÷òî
ξϕn−2(t) ≡ 0, t ∈ T1. Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïîëó÷èì, ÷òî ξϕk(t) ≡ 0, t ∈ T1 äëÿâñåõ k = 1, n. Ñëåäîâàòåëüíî, ξX(τ1, t) ≡ 0, t ∈ T1. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîñêîëüêó
detX(τ1, t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ T1 è ξ 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè ìàòðèöû X(τ1, t)B(t) ëèíåéíîíåçàâèñèìû íà T1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �Çàìå÷àíèå 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (1), (18) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå�óíêöèè, òàêèå, ÷òî ï. â. íà èíòåðâàëå J ⊃ T îïðåäåëåíû �óíêöèè q0(t) := B(t), qi(t) :=
A(t)qi−1(t) − q̇i−1(t), i = 1, n − 1, è ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè Q(t) := [q0(t), . . . , qn−1(t)] (ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà èìååò êëàññ n − 1 íà J [4, ñ. 166℄). Òîãäà òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç òåî-ðåìû 12.1 [4℄, ñîãëàñíî êîòîðîé òàêàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà rankQ(t) = n äëÿ ï. â. t ∈ T. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
Q(t) = {qij(t)}, i, j = 1, n, èìååò òðåóãîëüíûé âèä: íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ñòîÿò ýëåìåíòû
qn+1−k,k =

∏k
i=1 bn+1−i(t) 6= 0, k = 1, n ï. â. t ∈ T, à ýëåìåíòû âûøå ïîáî÷íîé äèàãîíàëèðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, detQ(t) 6= 0 ï. â. t ∈ T, è òåîðåìà âåðíà.Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.�èïîòåçà 1. Ïóñòü ìàòðèöû A(·) è B(·) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó è èíòåãðàëü-íî îãðàíè÷åíû íà R. Åñëè ñóùåñòâóåò β òàêîå, ÷òî |bi(t)| > β > 0, i = 1, n äëÿ ï. â. t ∈ R,òî ñèñòåìà (1), (18) ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà.Çàìå÷àíèå 6. Ýòî óòâåðæäåíèå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè n = 2 äîêàçàíî â ðàáîòå [6℄ â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû A(t) ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé.



98 Â.À. ÇàéöåâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ýòî óòâåðæäåíèå íå äîêàçàíî. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü áîëåå ñëàáîåóòâåðæäåíèå, óñèëèâàÿ óñëîâèÿ íà ãëàäêîñòü êîý��èöèåíòîâ A(·) è B(·). Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà A(·) è B(·) èìåþò äîñòàòî÷íî âûñîêèé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè, òàêîé÷òî ñèñòåìa (1), (18) ïðèíàäëåæèò êëàññó E [4, � 17℄ (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû gk(t)âåêòîð-�óíêöèè g(t) := Q−1(t)qn(t), ãäå qn(t) := A(t)qn−1(t) − q̇n−1(t), ÿâëÿþòñÿ k − 1 ðàçíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè, k = 1, n; â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåâûðîæäåí-íûì íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûì ïðåîáðàçîâàíèåì x = G(t)y ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé�îðìå Ôðîáåíèóñà [4, òåîðåìà 17.2℄), ñ�îðìóëèðîâàííàÿ ãèïîòåçà íå ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâðàáîòû [4℄, ïîñêîëüêó ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ G(t), ðàâíî êàê è êîý��èöèåíòû �îðìû Ôðî-áåíèóñà, ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé, à ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé äè��åðåíöèàëüíîé (ïîëíîé)óïðàâëÿåìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûõ ïðå-îáðàçîâàíèé.� 4. Óïðàâëÿåìîñòü êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿÂâåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàçèäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [5℄.Ïóñòü çàäàíà íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà P(t) = {pik(t)}n
i,k=0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäó-þùèå óñëîâèÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå J ⊂ R.Ó1. Ôóíêöèè p00(·) è pnn(·) èçìåðèìû, ï. â. êîíå÷íû è ï. â. îòëè÷íû îò íóëÿ íà J.Ó2. Ôóíêöèè 1

pii(·)
, i = 1, n − 1, èçìåðèìû è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà J.Ó3. Ôóíêöèè pik(·)

pii(·)
, i = 1, n, k = 1, i − 1, èçìåðèìû è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãóíà J.Îïðåäåëèì êâàçèïðîèçâîäíûå k

Px (k = 0, n) �óíêöèè x : J → R ðàâåíñòâàìè
0x := 0

Px := p00(t)x,

kx := k
Px := pkk(t)

d

dt

(
k−1
P x

)
+

k−1∑

ν=0

pkν(t) (ν
Px) , k = 1, n.

(20)Êâàçèäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÊäÓ) n -ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå
nx = f(t), t ∈ J. (21)�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (21) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ �óíêöèÿ x(t), t ∈ J, èìåþùàÿ ëîêàëüíî àá-ñîëþòíî íåïðåðûâíûå êâàçèïðîèçâîäíûå kx, k = 0, n − 1, è ï. â. íà J óäîâëåòâîðÿþùàÿóðàâíåíèþ (21).Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

(kx)(τ) = γk, k = 0, n − 1, τ ∈ J, γk ∈ R. (22)Îáîçíà÷èì γ = (γ0, . . . , γn−1). Ïîñòðîèì ïî ìàòðèöå P(t) ìàòðèöó
A(t) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−p10(t)

p11(t)

1

p11(t)
0 . . . 0

−p20(t)

p22(t)
−p21(t)

p22(t)

1

p22(t)
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− pn−1,0(t)

pn−1,n−1(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

pn−1,n−1(t)

− pn0(t)

pnn(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −pn,n−1(t)

pnn(t)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(23)
è âåêòîð f̂(t) = col

(
0, . . . , 0, f(t)/pnn(t)

)
. Â ðàáîòå [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à Êîøè (21), (22)ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

ż = A(t)z + f̂(t), (24)



Óïðàâëÿåìîñòü êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 99ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(τ) = γ, ãäå z = (Px) = (0Px, . . . , n−1
P x), A(t) � ìàòðèöà (23), è åñëèâûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1�Ó3 è �óíêöèÿ f(·)/pnn(·) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà íà J, òî çàäà÷à(24), z(τ) = γ (à âìåñòå ñ íåé è çàäà÷à (21), (22)) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîìïîíåíòû

kx, k = 0, n − 1, êîòîðîãî ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.�àññìîòðèì óïðàâëÿåìîå ÊäÓ
nx = u, u : J → R. (25)Ýòî ÊäÓ ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå

ż = A(t)z + B(t)u, u ∈ R, (26)ãäå A(t) èìååò âèä (23), B(t) = col
(
0, . . . , 0, 1/pnn(t)

)
, u = u, z = (0x, . . . , n−1x). Äîïóñòèìûåóïðàâëåíèÿ u(·) = u(·) � ýòî èçìåðèìûå îãðàíè÷åííûå �óíêöèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîâûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.Ó4. Ôóíêöèÿ 1

pnn(·) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà J.Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(·) �óíêöèÿ u(·)
pnn(·) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà èâûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ðàáîòû [5℄, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòüðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊäÓ (25) âïîëíå óïðàâëÿåìî íà îòðåçêå T ⊂ J (äè��åðåíöèàëüíîóïðàâëÿåìî íà T, ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìî, ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìî),åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà (26) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1�Ó4 è âûïîëíåíî óñëîâèåÓ5. Ôóíêöèè pii(·), i = 1, n − 1, ï. â. êîíå÷íû íà J.Òîãäà ÊäÓ (25) äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìî íà îòðåçêå T ⊂ J.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (26) èìåþò âèä (18), ãäå

bi(t) =
1

pii(t)
, aij = −pi,j−1(t)

pii(t)
, i = 1, n, j = 1, i. (27)Óñëîâèÿ Ó1�Ó4 îáåñïå÷èâàþò ëîêàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü ìàòðèö A(·) è B(·) è ñóùåñòâîâà-íèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (26). Óñëîâèå Ó5 îáåñïå÷èâàåò ñâîé-ñòâî |bi(t)| > 0, i = 1, n äëÿ ï. â. t ∈ T. Ïî òåîðåìå (3) ñèñòåìà (26) áóäåò äè��åðåíöèàëüíîóïðàâëÿåìîé íà T. �Óòâåðæäåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà 1 âåðíà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1�Ó4íà R è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.Ó6. Ôóíêöèè pik(·)

pii(·)
, i = 1, n, k = 1, i − 1, èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíû íà R.Ó7. Ôóíêöèè pii(·), i = 1, n, îãðàíè÷åíû ï. â. íà R.Òîãäà ÊäÓ (25) ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöû A(·) è B(·) ñèñòåìû (26) èìåþò âèä (18) ñ êîý��è-öèåíòàìè (27). Óñëîâèÿ Ó1�Ó4, Ó6, Ó7 îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé ãèïîòåçû 1, èåñëè îíà âåðíà, òî ñèñòåìà (26) ðàâíîìåðíî äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà. �
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