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© Â. Â. ËóêüÿíîâÄÂÓÕÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ T-ÑÈÑÒÅÌÛ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÈÕ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÎ ÁÛÑÒ�ÎÄÅÉÑÒÂÈÞËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌÄëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà �óíêöèé ââåäåíî ïîíÿòèå TA-ñèñòåìû, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîá-ùåíèåì èçâåñòíîãî ïîíÿòèÿ T-ñèñòåìû äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà �óíêöèé. Ñ�îðìóëèðî-âàí è äîêàçàí ðÿä óòâåðæäåíèé î ñèñòåìàõ �óíêöèé, îáðàçóþùèõ TA-ñèñòåìó. Ïîñòðîåííàÿ òåîðèÿTA-ñèñòåì ïðèìåíåíà äëÿ èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûìóïðàâëåíèåì. Äëÿ óêàçàííûõ âûøå ñèñòåì ðåøåíà çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè â íóëü ïðè óñëîâèè, ÷òîíà÷àëüíàÿ òî÷êà äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâà äîêðèòè÷íîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèè ×åáûø¼âà, ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè, �óíê-öèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ, äîêðèòè÷íîñòü, ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå.ÂâåäåíèåÇàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èçó÷àåìûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ïðèíöèïìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [1℄, áûëà ñîçäàíà â ñåðåäèíå 50-õ ãîäîâ XX âåêà.Íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åíà çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ([1℄�[6℄), äëÿ êîòîðûõ â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå [1, ãë. 1, � 5℄, [2℄.Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî èçó÷åíû äëÿ àâ-òîíîìíûõ ñèñòåì [7℄ (â òîì ÷èñëå äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ âîçìóùåíèåì [8℄), òîãäà êàê äëÿíåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ýòè âîïðîñû èçó÷åíû äîñòàòî÷íî ìàëî [9, ãë. 5, � 20℄, [10℄.Â ðàáîòå Å.Ë. Òîíêîâà [11℄ ðåøåíà çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè â íóëü äëÿ ëèíåéíîé íåñòà-öèîíàðíîé äîêðèòè÷åñêîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ïðèóñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâàäîêðèòè÷íîñòè). Äëÿ ýòîãî àâòîð èñïîëüçîâàë ñâîéñòâà �óíêöèé, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó ×å-áûø¼âà (T-ñèñòåìó) [12℄. Âïîñëåäñòâèè ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû åãî ó÷åíèêàìèÑ.Ô. Íèêîëàåâûì [13℄�[16℄ è Í.Â. Ìèëè÷åì [17℄�[19℄. Îíè èçó÷àëè ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà óïðàâ-ëÿåìîñòè, ñâîéñòâà �óíêöèè áûñòðîäåéñòâèÿ è ïîñòðîèëè ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå ëèíåéíîéíåñòàöèîíàðíîé äîêðèòè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì.Â ýòîé ðàáîòå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [11℄, [13℄�[15℄ ðàñïðîñòðàíåíû íà ëèíåéíûå íåñòà-öèîíàðíûå äîêðèòè÷åñêèå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì óïðàâëåíèåì. Äëÿ ýòîãî àâòîðïîñòðîèë òåîðèþ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ T-ñèñòåì (TA-ñèñòåì) �óíêöèé, êîòîðàÿ èçëàãàåòñÿ âïåðâîì è âî âòîðîì ïàðàãðà�àõ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû. Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�àõïîñòðîåííàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è î áûñòðîäåéñòâèè â íóëü äëÿ ëèíåéíûõíåñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì óïðàâëåíèåì. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ââåäåíîïîíÿòèå äîêðèòè÷íîñòè è îïðåäåëåíî äîêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè ïî àíàëîãèè ññèñòåìàìè ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ([13℄�[15℄). Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿòåîðåìû 7 è 8, ïîçâîëÿþùèå ñèíòåçèðîâàòü îïòèìàëüíîå â ñìûñëå áûñòðîäåéñòâèÿ ïîçèöèîí-íîå óïðàâëåíèå äëÿ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé äîêðèòè÷åñêîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû âíóòðè ååäîêðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè.Íèæå ïðèâåäåíû èñïîëüçóåìûå â ýòîé ðàáîòå îáîçíà÷åíèÿ.
R

n � ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, ýëåìåíòû R
n ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòüñåáå â âèäå âåêòîð-ñòîëáöîâ, äàæå åñëè îíè íàáðàíû â ñòðîêó;
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R

n∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê R
n; ýëåìåíòû R

n∗ � ñóòü âåêòîðû-ñòðîêè;
| · | � íîðìà â R

n, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì;
N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
Z+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;
C(X,Y ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y ;
AC(R, R

n) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé èç R â R
n;

L(Rn, R
m) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç R

n â R
m, äàëåå ýëåìåíòû

L(Rn, R
m) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ èõ ìàòðèöàìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ â R

n è R
m;

AT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå A;
Sn−1 = {x ∈ R

n : |x| = 1} � ñ�åðà ðàçìåðíîñòè n− 1;
On

ε (x) = {y ∈ R
n : |x− y| < ǫ} � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x;

IntA � âíóòðåííîñòü, ∂A � ãðàíèöà ìíîæåñòâà A;
η 7→ c(η,A) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ êîìïàêòíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A.� 1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ T-ñèñòåì �óíêöèé íà�èêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêåÍà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à ïðåäïîëàãàþòñÿ �èêñèðîâàííûìè ïðîìåæóòîê I èäâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé {ξj

i : I → R
}j=1,...,r

i=1,...,n
, ãäå n, r � �èê-ñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîä ïðîìåæóòêîì ìû áóäåì ïîíèìàòü ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâîâåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ (òî åñòü íå âûðîæäàþùååñÿ â òî÷êó).Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíê-öèé {

ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ T-ñèñòåìó (êîðî÷å, TA-ñèñòåìó) íà ïðî-ìåæóòêå I, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà c = (c1, . . . , cn) ∈ R

n îáùåå êîëè÷åñòâî ãåî-ìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ (òî åñòü áåç ó÷åòà êðàòíîñòåé) êîðíåé íà I âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ξj(t; c) = c1ξ

j
1(t) + . . .+ cnξ

j
n(t), j = 1, . . . , r, íå áîëüøå n− 1.Ïðè r = 1 îïðåäåëåíèå 1 ïðåâðàùàåòñÿ â èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå T-ñèñòåìû äëÿ îäíîïà-ðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà �óíêöèé {ξi(·)}n

i=1 ([12, ñ. 50℄). Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåìèñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ξj(t; c) = c1ξ
j
1(t) + . . .+ cnξ

j
n(t), ãäå c = (c1, . . . , cn) ∈ R

n.Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìó òî÷åê τ =
{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì1) τ j

i ∈ I ïðè âñåõ i = 1, . . . , nj , j = 1, . . . , r;2) òî÷êè τ j
1 , . . . , τ

j
nj ïîïàðíî ðàçëè÷íû ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r,áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé íà ïðîìåæóòêå I ñèñòåìîé òî÷åê.Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìàÿ íà ïðîìåæóòêå I ñèñòåìà òî÷åê � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðè-íàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó I è ÿâíî ðàçäåëåííûõ íà r ãðóïï ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïðèýòîì íå èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå ãðóïïû (âîçìîæíî, âñå) ìîãóò áûòü ïóñòûìè.Îáùåå êîëè÷åñòâî òî÷åê â ñèñòåìå τ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì |τ | = n1 + . . .+ nr.Óòâåðæäåíèå 1. Ñåìåéñòâî �óíêöèé {ξj

i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ïðîìåæóòêå

I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé íà I ñèñòåìû òî÷åê τ =
{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
,ãäå |τ | = n, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

Ξ(τ) =




ξ11(τ
1
1 ) ξ12(τ1

1 ) · · · ξ1n(τ1
1 )... ... . . . ...

ξ11(τ
1
n1

) ξ12(τ1
n1

) · · · ξ1n(τ1
n1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξr
1(τ

r
1 ) ξr

2(τ
r
1 ) · · · ξr

n(τ r
1 )... ... . . . ...

ξr
1(τ

r
nr

) ξr
2(τ

r
nr

) · · · ξr
n(τ r

nr
)




(1.1)
íå ðàâåí íóëþ.
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i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ïðîìåæóòêå I,òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé äîïóñòèìîé íà ïðîìåæóòêå I ñèñòåìû òî÷åê τ =

{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, ãäå

|τ | = n− 1, ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c ∈ R
n, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ�óíêöèé ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò íóëè â òî÷êàõ τ j

1 , . . . , τ
j
nj è íå èìååò äðóãèõ íóëåé íàïðîìåæóòêå I. Ýòîò âåêòîð c îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, òîåñòü c = kĉ, k 6= 0, ãäå

ĉ =




ξ11(τ
1
0 ) ξ12(τ

1
0 ) · · · ξ1n(τ1

0 )
ξ11(τ

1
1 ) ξ12(τ

1
1 ) · · · ξ1n(τ1

1 )... ... . . . ...
ξ11(τ

1
n1

) ξ12(τ
1
n1

) · · · ξ1n(τ1
n1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξr
1(τ

r
1 ) ξr

2(τ
r
1 ) · · · ξr

n(τ r
1 )... ... . . . ...

ξr
1(τ

r
nr

) ξr
2(τ

r
nr

) · · · ξr
n(τ r

nr
)




−1

×




1
0...
0
.
0...
0




, (1.2)
à τ1

0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà I, îòëè÷íàÿ îò âñåõ òî÷åê τ1
1 , . . . , τ

1
n1
.Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ñåìåéñòâî �óíêöèé {

ξj
i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ïðîìå-æóòêå I, òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé äîïóñòèìîé íà ïðîìåæóòêå I ñèñòåìû òî÷åê τ ={

τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, ãäå |τ | = n, ñóùåñòâóåò è ïðè òîì åäèíñòâåííûé òàêîé âåêòîð c ∈ R

n, ÷òîêàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé ξj(t; c), j = 1, . . . , r, ïðèíèìàåò â òî÷êàõ τ j
1 , . . . , τ

j
njíàïåðåä çàäàííûå çíà÷åíèÿ ξ̂j

1, . . . , ξ̂
j
nj . Âåêòîð c îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì c = Ξ−1(τ) × ξ̂,ãäå ìàòðèöà Ξ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (1.1), à âåêòîð ξ̂ =

(
ξ̂11 , . . . , ξ̂

1
n1
, . . . , ξ̂r

1 , . . . , ξ̂
r
nr

)T
∈ R

n.Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 1�3 àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäå-íèé äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ TA-ñèñòåì ([12, ñ. 51�53℄), ïîýòîìó ìû èõ íå ïðèâîäèì.Íàïîìíèì ([12, ñ. 53℄), ÷òî èçîëèðîâàííûé êîðåíü íåïðåðûâíîé �óíêöèè ξ(t), ëåæàùèé âîâíóòðåííîñòè ïðîìåæóòêà I, íàçûâàåòñÿ óçëîì, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòîò êîðåíü �óíêöèÿ
ξ(t) ìåíÿåò çíàê, è ïó÷íîñòüþ, åñëè ýòà �óíêöèÿ çíàêà íå ìåíÿåò. Â ñëó÷àå åñëè êîðíåì�óíêöèè ξ(t) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà I, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó ïðîìåæóòêó,òàêîé êîðåíü ñ÷èòàåòñÿ óçëîì.Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé {ξj

i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íàïðîìåæóòêå I, c ∈ R

n � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð, k � îáùåå êîëè÷åñòâî ïó÷íîñòåéíà I âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; c) (j = 1, . . . , r), à l � èõ îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ íà
I. Òîãäà 2k + l 6 n− 1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü c1 ∈ R

n � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Åñëè k = 0, òîóòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ TA-ñèñòåìû �óíêöèé.Ïóñòü k > 0. Îáîçíà÷èì inf I < τ j
1 < . . . < τ j

nj < sup I (j = 1, . . . , r) � êîðíè ëèíåéíîéêîìáèíàöèè ξj(t; c1), ðàñïîëîæåííûå âíóòðè ïðîìåæóòêà I. Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåìòî÷êè ϑj
i ∈

(
τ j
i−1, τ

j
i

)
(i = 1, . . . , nj + 1, j = 1, . . . , r; τ j

0 = inf I, τ j
nj+1 = sup I). Ïîëîæèì

µj
i =

∣∣ξj
(
ϑj

i ; c
1
)∣∣ > 0, i = 1, . . . , nj + 1, j = 1, . . . , r; µ = min

16j6r
min

16i6nj+1
µj

i > 0.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñåìåéñòâî �óíêöèé {
ξj
i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ïðîìåæóò-êå I, ïîýòîìó k + l 6 n − 1. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð

c2 ∈ R
n, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c2), j = 1, . . . , r, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå +µ âïó÷íîñòÿõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1), â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ξj(t, c1) 6 0, è çíà÷åíèå −µ



104 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1â ïó÷íîñòÿõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1), â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ξj(t; c1) > 0, è, êðîìå òîãîîáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ óçëàõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1).Âûáåðåì òåïåðü ïîëîæèòåëüíîå ρ òàê, ÷òîáû ρmax16j6r max16i6nj+1

∣∣ξj
(
ϑj

i ; c
2
)∣∣ < µ.Ïîëîæèì c3 = c1 + ρc2. Âåêòîð c3 íåíóëåâîé, òàê êàê

|ξ1(ϑ1
1; c

3)| = |µ1
1 + ρξ1(ϑ1

1; c
2)| > µ1

1 − µ > 0.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî êîðíåé âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; c3), j = 1, . . . , r,íå ìåíüøå, ÷åì 2k+ l. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà τ ∈ I ÿâëÿåòñÿ óçëîì ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ξj(t; c1), òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî óçëîì) è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ξj(t; c3), à åñëè òî÷êà τ j

i ∈ Int I ÿâëÿåòñÿ ïó÷íîñòüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1), â îêðåñò-íîñòè êîòîðîé, íàïðèìåð, ξj(t; c1) > 0, òî ξj
(
ϑj

i ; c
1
)

= µj
i > µ, ξj

(
ϑj

i+1; c
1
)

= µj
i+1 > µ.Ïîýòîìó

ξj
(
ϑj

i ; c
3
)
> 0 è ξj

(
ϑj

i+1; c
3
)
> 0, è òàê êàê ξj

(
τ j
i ; c3

)
= −ρµ < 0, òî ξj(t; c3) èìååò êîðåíü êàêâ (ϑj

i , τ
j
i

)
, òàê è â (τ j

i , ϑ
j
i+1

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé ïó÷íîñòè êàæäîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ξj(t; c1) ñîîòâåòñòâóþò äâà êîðíÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c3). Èòàê, 2k + l 6 n− 1. �Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçëè÷íûõ óòâåðæäåíèé ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ ñ�îðìóëèðî-âàííûì íèæå ñëåäñòâèåì 1.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé {ξj
i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìóíà ïðîìåæóòêå I, c ∈ R

n � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Åñëè îáùåå êîëè÷åñòâî êîðíåéíà I âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; c), j = 1, . . . , r, â òî÷íîñòè ðàâíî n − 1, òî âñå îíèÿâëÿþòñÿ óçëàìè.Äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ôèêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé {ξj
i : I → R

}j=1,...,r

i=1,...,nîáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà çàäàííîì èíòåðâàëå I.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü c ∈ R
n � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð.1) Âåêòîðîì çíàêîâ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé {ξj(t; c)

}r

j=1
ìû áóäåì íàçûâàòü âåê-òîð δ = (δ1, . . . , δr) ∈ {−1, 1}r , ãäå δj � ýòî çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ξj(t; c) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè ëåâîãî êîíöà èíòåðâàëà I;2) âåêòîðîì èíäåêñîâ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé {
ξj(t; c)

}r

j=1
ìû áóäåì íàçûâàòüâåêòîð i = (i1, . . . , ir) ∈ Z

r
+, à ïîëíûì èíäåêñîì âåëè÷èíó s(i) = i1+. . .+ir, ãäå ij � êîëè÷åñòâîóçëîâ íà I ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c) (ïó÷íîñòè ìû íå ó÷èòûâàåì).Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ââåäåííûõ âûøå ïîíÿòèé ìû îïðåäåëèì òàêæå îòîáðàæåíèÿ

δ : R
n \ {0} → {−1, 1}r è i

− : R
n \ {0} → Z

r
+ (ñìûñë çíàêà ìèíóñ â âåðõíåì èíäåêñå äëÿîáîçíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ i

− ñòàíåò ïîíÿòåí ïîçæå â � 2), ñîïîñòàâëÿþùèå íåíóëåâîìó âåêòîðó
c ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð çíàêîâ δ ∈ {−1, 1}r è âåêòîð èíäåêñîâ i ∈ Z

r
+ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõêîìáèíàöèé {ξj(t; c)

}r

j=1
. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ c ∈ R

n \ {0}, k > 0, l 6= 0 èìåþò ìåñòîñîîòíîøåíèÿ δ(kc) = δ(c), i
−(lc) = i

−(c).Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ TA-ñèñòåìû �óíêöèé ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå c ïîëíûé èí-äåêñ s(i−(c)) íå ïðåâîñõîäèò n− 1. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ èíäåêñîâ îáîçíà÷èì
I = {i = (i1, . . . , ir) ∈ Z

r
+ : i1 + . . . + ir 6 n− 1}. (1.3)Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà c ∈ R

n êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ êîðíåé (óçëîâè ïó÷íîñòåé) íà èíòåðâàëå I ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c) äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü nj(c) èëèáîëåå êðàòêî nj, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì âåêòîðå c èäåò ðå÷ü.Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Λ
− : I → {−1, 1}r ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Λ
−(i) =

⋃

c∈R
n\{0}

i
−(c)=i

{δ(c)}. (1.4)



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 105ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, è ïóñòü íåíóëåâûå âåêòîðû c′, c′′ ∈ R
n òà-êîâû, ÷òî i = i

−(c′) = i
−(c′′) è s(i) = n− 1. Òîãäà δ(c′) = δ(c′′) èëè δ(c′) = −δ(c′′).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì τ ′j1 < . . . < τ ′j

ij
è τ ′′j1 < . . . < τ ′′j

ij
� óçëû ëèíåéíûõêîìáèíàöèé ξj(t; c′) è ξj(t; c′′) íà èíòåðâàëå I, ij = i

−
j (c′) = i

−
j (c′′), i1 + . . .+ ir = s(i) = n− 1.Äðóãèõ êîðíåé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ξj(t; c′) è ξj(t; c′′) íà èíòåðâàëå I èìåòü íå ìîãóò âñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è îïðåäåëåíèÿ 1. Íà èíòåðâàëàõ (inf I, τ ′11
) è (inf I, τ ′′11

) (ëèáî íà âñåìèíòåðâàëå I, åñëè i1 = 0) ïðîèçâîëüíî âûáåðåì ïî òî÷êå τ ′10 ∈
(
inf I, τ ′11

)
, τ ′′10 ∈

(
inf I, τ ′′11

)
.Îáîçíà÷èì ξ1

(
τ ′10 ; c′

)
= ρ 6= 0.Äëÿ i = 1, . . . , ij , j = 1, . . . , r, îïðåäåëèì íåïðåðûâíûå �óíêöèè τ j

i : [0, 1] → I ðàâåíñòâàìè
τ j
i (s) = τ ′ji +

(
τ ′′ji − τ ′ji

)
s, à òàêæå �óíêöèþ τ1

0 (s) = τ ′10 +
(
τ ′′10 − τ ′10

)
s. Ñîñòàâèì äîïóñòèìóþíà I ñèñòåìó òî÷åê τ̂(s) =

{
τ1
i (s)

}i1

i=0
∪
{
τ j
i (s)

}j=2,...,r

i=1,...,ij
, s ∈ [0, 1]. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì

s ∈ [0, 1] êîëè÷åñòâî òî÷åê â ñèñòåìå τ̂(s) ðàâíî |τ̂ (s)| = i1 + . . . + ir + 1 = n è ñîãëàñíîóòâåðæäåíèþ 3 ýòà ñèñòåìà òî÷åê τ̂(s) îïðåäåëÿåò âåêòîð c(s) = Ξ−1(s) × (ρ, 0, . . . , 0)T, ãäå
Ξ(s) =




ξ11(τ1
0 (s)) ξ12(τ

1
0 (s)) · · · ξ1n(τ1

0 (s))
ξ11(τ1

1 (s)) ξ12(τ
1
1 (s)) · · · ξ1n(τ1

1 (s))... ... . . . ...
ξ11(τ1

i1
(s)) ξ12(τ1

i1
(s)) · · · ξ1n(τ1

i1
(s))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξr
1(τ

r
1 (s)) ξr

2(τ
r
1 (s)) · · · ξr

n(τ r
1 (s))... ... . . . ...

ξr
1(τ

r
ir
(s)) ξr

2(τ
r
ir
(s)) · · · ξr

n(τ r
ir
(s))




.

Îòîáðàæåíèå s 7→ Ξ(s) íåïðåðûâíî íà îòðåçêå [0, 1], ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîéìàòðèöû Ξ(s) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè ëþáîì s ∈ [0, 1], ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíûìè íà ýòîìîòðåçêå áóäóò è îòîáðàæåíèÿ s 7→ Ξ−1(s), s 7→ c(s). Êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c(s)),
j = 1, . . . , r, ïðè ëþáîì s ∈ [0, 1] èìååò êîðíè òîëüêî â òî÷êàõ τ j

i (s), i = 1, . . . , ij è íå èìååòäðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå j ∈ {1, . . . , r} è íà èíòåðâàëàõ I1 =
(
inf I, τ ′j1

)
, I2 =

(
inf I, τ ′′j1

)âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè t1 ∈ I1, t2 ∈ I2. Îïðåäåëèì �óíêöèþ t(s) = t1 +(t2 − t1)s. Ôóíê-öèÿ s 7→ ξj
(
t(s); c(s)

) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1] è â íóëü íà íåì íå îáðàùàåòñÿ âñëåäñòâèåòîãî, ÷òî inf I < t(s) < τ j
1 (s) ïðè âñåõ s ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó �óíêöèÿ ξj

(
t(s); c(s)

) ñîõðàíÿåòçíàê íà îòðåçêå [0, 1], à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ξj(t; c(0)) è ξj(t; c(1)) èìåþòîäèíàêîâûå çíàêè íà èíòåðâàëàõ I1 è I2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè j èìååì δ(c(0)) = δ(c(1)).Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ c(0) = c′, à èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî c(1) = kc′′, ãäå k 6= 0 �íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, à âåêòîð èíäåêñîâ i = (i1, . . . , ir) ∈ Ióäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ s(i) = n− 1. Òîãäà:1) ìíîæåñòâî Λ
−(i) ñîñòîèò èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòîâ;2) äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé íà I ñèñòåìû òî÷åê {τ j

i

}j=1,...,r

i=1,...,ij
è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà δ ∈ Λ

−(i)ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òîà) δ(c) = δ;á) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò óçëû òîëüêî â òî÷êàõ
τ j
1 , . . . , τ

j
ij
è íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ íà I ñèñòåìó òî÷åê

τ̂ =
{
τ̂ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,ij
. Ïî óñëîâèþ |τ̂ | = s(i) = n − 1, ïîýòîìó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 ñóùåñòâóåòòàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ĉ ∈ R

n, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r, èìååòêîðíè òîëüêî â âûáðàííûõ òî÷êàõ τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j
ij

è íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I. Ïî



106 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ñëåäñòâèþ 1 âñå ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ óçëàìè. Òîãäà δ(ĉ) = δ̂ ∈ Λ
−(i) è δ(−ĉ) = −δ̂ ∈ Λ

−(i).Åñëè δ ∈ Λ
−(i), òî ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Λ

− (ðàâåíñòâî (1.4)) ñóùåñòâóåò òàêîé íåíó-ëåâîé âåêòîð c, ÷òî δ(c) = δ, i
−(c) = i, è òîãäà ïî ëåììå 1 èìååì δ = δ̂ èëè δ = −δ̂, ïîýòîìó

Λ
−(i) =

{
δ̂,−δ̂

}
. �Çàìå÷àíèå 1. Âåêòîð c, î êîòîðîì øëà ðå÷ü â ïóíêòå 2) ñëåäñòâèÿ 2, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷-íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ, à åñëè ìû áóäåì âûáèðàòü åãî èç ñ�åðû Sn−1, òî òàêîéâåêòîð c áóäåò åäèíñòâåííûì.Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, i = (i1, . . . , ir) ∈ I, δ ∈ Λ

−(i) � ïðîèçâîëü-íûå âåêòîðû. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðû i
′ = (i′1, . . . , i

′
r) ∈ I è δ′ ∈ Λ

−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì:1) s(i′) = n− 1;2) i 6 i
′1;3) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i

′
j .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü i = (i1, . . . , ir) ∈ I, δ ∈ Λ

−(i). Óòâåðæäåíèå òåîðåìûî÷åâèäíî, åñëè s(i) = n − 1, ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü s(i) < n − 1. Ïî îïðåäåëåíèþîòîáðàæåíèÿ Λ
− ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c1 ∈ R

n, ÷òî i = i
−(c1) è δ = δ(c1).Îáîçíà÷èì τ j

1 < . . . < τ j
nj (j = 1, . . . , r) � êîðíè (óçëû è ïó÷íîñòè) íà I ëèíåéíîé êîìáè-íàöèè ξj(t; c1). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n1+. . .+nr < n−1 (åñëè áû èìåëî ìåñòî n1+. . .+nr = n−1,òî ïî ñëåäñòâèþ 1 âñå êîðíè τ j

i ÿâëÿëèñü áû óçëàìè è òîãäà áûëî áû s(i) = n − 1 âîïðåêèíàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ s(i) < n− 1).Îáîçíà÷èì s′ = n − 1 − (n1 + . . . + nr) > 0. Íà êàæäîì èíòåðâàëå (inf I, τ j
1 ), j = 1, . . . , r(ëèáî íà âñåì I, åñëè nj = 0), âûáåðåì ïî òî÷êå ϑj ∈ (inf I, τ j

1 ), à íà èíòåðâàëå (ϑ1, τ1
1 ) ïðîèç-âîëüíî âûáåðåì ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè τ ′1, . . . , τ

′
s′ . Îáîçíà÷èì µi = ξ1(τ ′i ; c

1), i = 1, . . . , s′.Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Γ: R → R
n ðàâåíñòâîì Γ(x) = Ξ−1 × (x, µ1, . . . , µs′ , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n1+...+nr

)T, ãäå
Ξ =




ξ11(ϑ1) ξ12(ϑ
1) · · · ξ1n(ϑ1)

ξ11(τ ′1) ξ12(τ
′
1) · · · ξ1n(τ ′1)... ... . . . ...

ξ11(τ
′
s′) ξ12(τ

′
s′) · · · ξ1n(τ ′s′)

ξ11(τ1
1 ) ξ12(τ

1
1 ) · · · ξ1n(τ1

1 )... ... . . . ...
ξ11(τ1

n1
) ξ12(τ

1
n1

1

) · · · ξ1n(τ1
n1

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξr
1(τ

r
1 ) ξr

2(τ
r
1 ) · · · ξr

n(τ r
1 )... ... . . . ...

ξr
1(τ

r
nr

) ξr
2(τ

r
nr

) · · · ξr
n(τ r

nr
)




.

Îòîáðàæåíèå Γ îïðåäåëåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R : 1) ξ1(ϑ1; Γ(x)
)

= x; 2)
ξ1
(
τ ′i ; Γ(x)

)
= µi ïðè i = 1, . . . , s′; 3) ξj

(
τ j
i ; Γ(x)

)
= 0 ïðè i = 1, . . . , nj, j = 1, . . . , r.Îòîáðàæåíèå Γ íåïðåðûâíî, ïîýòîìó âñþäó íåïðåðûâíîé áóäåò è �óíêöèÿ

x 7→ γ(x) = min
16j6r

∣∣ξj
(
ϑj ,Γ(x)

)∣∣ . (1.5)Ïóñòü α = ξ1(ϑ1, c1) 6= 0, äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü α > 0. Ïîëîæèì
x̂ = max {x ∈ [0, α] : γ(x) = 0} . (1.6)1Çäåñü è â äàëüíåéøåì çàïèñü a 6 b (a, b ∈ R

n) ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì äëÿ çàïèñè ai 6 bi, i = 1, . . . , n.



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 107ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ìíîæåñòâî, ñòîÿùåå âíóòðè �èãóðíûõ ñêîáîê â ðàâåíñòâå (1.6), íåïóñòîå, òàê êàê ïî êðàéíåéìåðå γ(0) = 0, ïîñêîëüêó ξ1
(
ϑ1,Γ(0)

)
= 0. Ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíê-öèè γ(·) íà îòðåçêå [0, α]. Çàìåòèì, ÷òî Γ(α) = c1 è ξj(ϑj, c1) 6= 0 ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r âñèëó âûáîðà òî÷åê ϑj , ñëåäîâàòåëüíî, γ(α) 6= 0, è ïîýòîìó x̂ < α.�àññìîòðèì âåêòîð c2 = Γ(x̂). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:à) c2 6= 0; á) n(c1) 6 n(c2); â) r∑

j=1
nj(c

1) <
r∑

j=1
nj(c

2); ã) ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ
nj(c

1) = nj(c
2), èìååì

δj(c
1) = δj(c

2). (1.7)Íàïîìíèì (ñòð. 104), ÷òî ÷åðåç nj(c) ìû îáîçíà÷èëè êîëè÷åñòâî êîðíåé (óçëîâ è ïó÷íîñòåé)íà èíòåðâàëå I ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c). �àíåå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî s′ > 0, ïîýòîìóìíîæåñòâî òî÷åê {
τ ′1, . . . , τ

′
s′

} íåïóñòî è ξ1(τ ′1, c
2) = µ1 = ξ1(τ ′1, c

1) 6= 0 â ñèëó âûáîðà òî÷-êè τ ′1. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð c2 íåíóëåâîé. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r òî÷êè
τ j
1 , . . . , τ

j
nj ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c2), ïîýòîìó èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî á). Äàëåå, èç ðàâåíñòâà (1.6) è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè γ (ðàâåíñòâî (1.5))ïîëó÷àåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç òî÷åê ϑj (ïî ïîñòðîåíèþ îíè íå ñîâïàäàþò íè ñ îä-íîé èç òî÷åê τ j

i ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c2), ÷òîäîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî â).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà ã) çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ̂ ∈ {1, . . . , r} (åñëèòàêîå ñóùåñòâóåò), ïðè êîòîðîì nb(c1) = nb(c2). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ξb(t; c2) èìååò êîðíè òîëüêî â òî÷êàõ τb1, . . . , τbnb è íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I.Èç ðàâåíñòâà (1.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ (x̂, α] èìååò ìåñòî γ(x) > 0 è, çíà÷èò, ïðèâñåõ j = 1, . . . , r âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∣∣ξj

(
ϑj,Γ(x)

)∣∣ > 0, â ÷àñòíîñòè:
∣∣ξb(ϑb,Γ(x)

)∣∣ > 0, x ∈ (x̂, α]. (1.8)Äàëåå, ξb(ϑb,Γ(α)
)

= ξb(ϑb, c1) 6= 0 â ñèëó âûáîðà òî÷åê ϑj è ξb(ϑb,Γ(x̂)
)

= ξb(ϑb, c2) 6= 0 â ñè-ëó óñëîâèÿ äëÿ âûáðàííîãî ̂. Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ x 7→ ξb(ϑb,Γ(x)
)
,èç íåðàâåíñòâà (1.8) ïîëó÷àåì sign ξb(ϑb, c1) = sign ξb(ϑb, c2). Íî sign ξb(ϑb, c1) = δb(c1) è

sign ξb(ϑb, c2) = δb(c2), îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì (1.7). Óòâåðæäåíèå ïóíêòà ã) äîêàçàíî.Åñëè îáùåå êîëè÷åñòâî êîðíåé íà èíòåðâàëå I âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; c2), j =
1, . . . , r, ìåíüøå n − 1, òî ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ê âåêòîðó c2è ïîëó÷èòü âåêòîð c3 è òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ïîëó÷èì âåêòîð ck, äëÿ êîòîðîãî
r∑

j=1
nj(c

k) = n − 1. Ýòîò âåêòîð ìû ïîëó÷èì ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òàê êàê óêàçàííàÿñóììà r∑
j=1

nj(c
i) ñòðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì i.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ck 6= 0, ïîýòîìó ìîæíî îáîçíà÷èòü i

′ = i
−(ck), δ′ = δ(ck) ∈ Λ

−(i′).Èìååì s(i′) = s(i−(ck)) =
r∑

j=1
nj(c

k) = n − 1 â ñèëó òîãî, ÷òî âñå êîðíè ëèíåéíûõ êîìáèíà-öèé ξj(t; ck) îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ óçëàìè (ñëåäñòâèå 1). Äàëåå, çàïèøåì öåïî÷êó î÷åâèäíûõíåðàâåíñòâ
i 6 n(c1) 6 n(c2) 6 . . . 6 n(ck) = i

−(ck) = i
′. (1.9)Èç (1.9) ñëåäóåò i 6 i

′, ïðè÷åì åñëè ij = i
′
j ïðè íåêîòîðîì j, òî ij = nj(c

1) = . . . = nj(c
k) = i

′
jè òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà ã) ïîëó÷àåì δj = δj(c

1) = . . . = δj(c
k) = δ′j. �Çàìå÷àíèå 2. Â ïîñòðîåííîì ðÿäó âåêòîðîâ c1, . . . , ck, íåñìîòðÿ íà ñîîòíîøåíèå (1.9),íåðàâåíñòâà i

−
j (ci) 6 i

−
j (ci+1) è s(i−(ci)) < s(i−(ci+1)) ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìåòü ìåñòà:ó ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; ci) ìîæåò áûòü ¾ìíîãî¿ óçëîâ è ¾ìàëî¿ ïó÷íîñòåé, â òî âðå-ìÿ êàê ó �óíêöèé ξj(t; ci+1) íàîáîðîò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì îêàçàëîñü äîñòàòî÷íîòîãî �àêòà, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåãî â ýòîì ðÿäó âåêòîðà ck îáùåå êîëè÷åñòâî êîðíåé íà èíòåðâà-ëå I âñåõ �óíêöèé ξj(t; ck), j = 1, . . . , r, ðàâíî n − 1, è ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 òàêèå



108 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1�óíêöèè ïó÷íîñòåé íå èìåþò. Ìîæíî íåìíîãî èçìåíèòü äîêàçàòåëüñòâî, ïîñòðîèâ òàêîé ðÿäâåêòîðîâ c̃1, . . . , c̃l, äëÿ êîòîðûõ áûëî áû i
−
j (c̃i) 6 i

−
j (c̃i+1), j = 1, . . . , r; s(i−(c̃i)) < s(i−(c̃i+1)),

s(i−(c̃l)) = n − 1. Â òàêîì äîêàçàòåëüñòâå èäåÿ ðàññóæäåíèé, âîçìîæíî, áûëà áû áîëåå ïðî-çðà÷íîé, íî çàòî îíî ñòàëî áû äëèííåå.Çàìå÷àíèå 3. Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî �àêòà, ÷òî âåêòîð ci+1 ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì, áûëîñóùåñòâåííûì óñëîâèå s(i−(ci)) < n − 1, èç êîòîðîãî ñëåäîâàëî, ÷òî ìíîæåñòâî {τ ′1, . . . , τ ′s′}íåïóñòî. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïî óêàçàííîìó àëãîðèòìó ïî âåêòîðó ck, äëÿêîòîðîãî s(i−(ck)) = n− 1, ïîñòðîèòü âåêòîð ck+1, òî âåêòîð ck+1 îêàæåòñÿ íóëåâûì.Ëåììà 3. Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, à âåêòîðû i ∈ I, δ ∈ {−1, 1}r òà-êèå, ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû i
′ ∈ I, δ′ ∈ Λ

−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:1) s(i′) = n− 1;2) i 6 i
′;3) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i

′
j .Òîãäà äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé íà èíòåðâàëå I ñèñòåìû òî÷åê {τ j

i

}j=1,...,r

i=1,...,ij
ñóùåñòâóåò òàêîéíåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî:à) δ(c) = δ;á) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò óçëû â òî÷êàõ τ j

1 , . . . , τ
j
ij

èíå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ íà I ñèñòåìó òî÷åê{
τ̂ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,ij
äëÿ çàäàííîãî â óñëîâèè ëåììû âåêòîðà i ∈ I. Åñëè s(i) = n− 1, òî óòâåðæäåíèåëåììû ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s(i) < n− 1.Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , i′j , j = 1, . . . , r âûáåðåì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {τ j

i (k)
}∞

k=1
,÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) ïðè âñåõ i = 1, . . . , i′j , j = 1, . . . , r è êàæäîì k ∈ N τ j

i (k) ∈ I; τ j
s (k) 6= τ j

l (k), s 6= l;2) ïðè òåõ j, ïðè êîòîðûõ ij = i′j , èìååì τ j
i (k) ≡ τ̂ j

i , i = 1, . . . , ij , k ∈ N;3) ïðè òåõ j, ïðè êîòîðûõ ij < i
′
j è δj = δ′j, èìååì τ j

i (k) ≡ τ̂ j
i , i = 1, . . . , ij , k ∈ N,

lim
k→∞

τ j
i (k) = sup I, i = ij + 1, . . . , i′j , k ∈ N;4) ïðè òåõ j, ïðè êîòîðûõ ij < i

′
j , íî δj = −δ′j , èìååì

lim
k→∞

τ j
1 (k) = inf I, k ∈ N, τ j

i (k) ≡ τ̂ j
i−1, i = 2, . . . , ij + 1, k ∈ N,

lim
k→∞

τ j
i (k) = sup I, i = ij + 2, . . . , i′j , k ∈ N.Âîçìîæíîñòü âûáîðà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè ëåììû.Ïî ñëåäñòâèþ 2 (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò òàêîéâåêòîð ck ∈ Sn−1, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ck), j = 1, . . . , r, èìååò êîðíè òîëüêîâ òî÷êàõ τ j

i (k), i = 1, . . . , i′j , êîòîðûå îáÿçàòåëüíî áóäóò ÿâëÿòüñÿ óçëàìè â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1,íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I è ïðè ýòîì δ(ck) = δ′.Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñ�åðû Sn−1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ck}∞k=1 ìîæíî âûäåëèòü ñõî-äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìû ñíîâà îáîçíà÷èì {ck}∞k=1, lim
k→∞

ck = ĉ ∈ Sn−1.Î÷åâèäíî, ÷òî
lim

k→∞
ξj(t; ck) = ξj(t; ĉ) ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r è ëþáîì t ∈ I. (1.10)Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (1.10) è óñëîâèÿìè 1)�4), ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî δ(ĉ) = δ èêàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r, èìååò óçëû òîëüêî â òî÷êàõ τ̂ j

1 , . . . , τ̂
j
ij

èíå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I (õîòÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ξj(t; ĉ) ìîãóò èìåòü êîðíèíà I, îòëè÷íûå îò òî÷åê τ̂ j
i , íî ýòè êîðíè îáÿçàòåëüíî áóäóò ïó÷íîñòÿìè). �



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 109ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ i = (i1, . . . , ir) ∈
I, δ ∈ Λ

−(i) è ëþáîé äîïóñòèìîé íà I ñèñòåìû òî÷åê {
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,ij
ñóùåñòâóåò òàêîéíåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî1) δ(c) = δ;2) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò óçëû â òî÷êàõ τ j

1 , . . . , τ
j
ij

èíå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû δ ∈ Λ
−(i), ïîýòîìó ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóþòâåêòîðû i

′ ∈ I, δ′ ∈ Λ
−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)�3) ëåììû 3. �Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, i ∈ I, δ ∈ {−1, 1}r � ïðîèçâîëüíûå âåê-òîðû. Äëÿ òîãî ÷òîáû δ ∈ Λ

−(i), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè âåêòîðû
i
′ ∈ I è δ′ ∈ Λ

−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:1) s(i′) = n− 1;2) i 6 i
′;3) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i

′
j .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü ñîñòàâëÿåò óòâåðæäåíèå ðàíåå äîêàçàííîé ëåì-ìû 2, à äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 3. �Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, i ∈ I, δ ∈ {−1, 1}r � ïðîèçâîëüíûåâåêòîðû. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû i

′ ∈ I è δ′ ∈ Λ
−(i′), ÷òî i 6 i

′ è δj = δ′j ïðèòåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i
′
j , òî δ ∈ Λ

−(i).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ. Ïî òåîðåìå 3 ñóùåñòâóþòòàêèå âåêòîðû i
′′ ∈ I è δ′′ ∈ Λ

−(i′′), ÷òî1) s(i′′) = n− 1;2) i
′ 6 i

′′;3) δ′j = δ′′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ i
′
j = i

′′
j .Òåïåðü èç óñëîâèé ñëåäñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî4) i 6 i

′′;5) δj = δ′′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i
′′
j .Òîãäà èç óñëîâèé 1), 4), 5) ïî òåîðåìå 3 ñëåäóåò δ ∈ Λ

−(i). �Âûøå ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I âûïîëíåíî óñëîâèå s(i) = n − 1,òî ìíîæåñòâî Λ
−(i) ñîñòîèò èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåäñòâèå 2). Ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå ïðîäîëæàåò ýòîò ðåçóëüòàò.Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1. Òîãäà ìíîæåñòâî Λ

−(i) íåïóñòîïðè ëþáîì i ∈ I, ïðè÷åì Λ
−(i) ⊆ Λ

−(i′), åñëè i > i
′.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 3. �Äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìíî-æåñòâà Λ

−(i) ïðè ëþáîì i ∈ I.Ïóñòü ñíà÷àëà i = (i1, . . . , ir) ∈ I, s(i) = n − 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ íà Iñèñòåìó òî÷åê {τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,ij
, äîïîëíèì åå ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé τ1

0 èíòåðâàëà I, îòëè÷íîé îòâñåõ òî÷åê τ1
1 , . . . , τ

1
ij
. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (1.2) (ñ çàìåíîé nj íà ij), íàõîäèì âåêòîð ĉ 6= 0.Òåïåðü ëåãêî íàéòè δ̂ = δ(ĉ) íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ 3. Èìååì δ̂ ∈ Λ

−(i) è ñîãëàñíîñëåäñòâèþ 2 Λ
−(i) =

{
δ̂,−δ̂

}
. Òàê ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Λ

−(i) äëÿ òåõ i ∈ I, äëÿ êîòîðûõ
s(i) = n − 1. Äëÿ òåõ i ∈ I, äëÿ êîòîðûõ s(i) < n − 1, ìíîæåñòâî Λ

−(i) ëåãêî ïîñòðîèòü,ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 3.
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π/2 π t

ξ ξ1(t; c)ξ2(t; c)

�èñ. 1. �ðà�èêè �óíêöèé ξ1(t; c) è ξ2(t; c) äëÿ ïðèìåðà 1Ïðèìåð 1. Ïóñòü n = r = 2 è
(
ξ11(t) ξ21(t)
ξ12(t) ξ22(t)

)
=

(
sin t cos t
cos t − sin t

)
.Èìååì ξ1(t; c) =

√
c21 + c22 sin(t+φ), ξ2(t; c) =

√
c21 + c22 cos(t+φ), ãäå φ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.Íà ëþáîì èíòåðâàëå Iα = (α, α+π/2) (α � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà) ïðè ëþáîìíåíóëåâîì âåêòîðå c ∈ R

2 îäíà èç �óíêöèé ξ1(t; c), ξ2(t; c) èìååò ðîâíî îäèí óçåë íà èíòåðâàëå
Iα, â òî âðåìÿ êàê äðóãàÿ �óíêöèÿ íå èìååò íà ýòîì èíòåðâàëå íè îäíîãî êîðíÿ (êîòîðàÿ èç�óíêöèé èìååò êîðåíü çàâèñèò, ðàçóìååòñÿ, îò α è îò c) è ïî îïðåäåëåíèþ 1 ýòà ñèñòåìà�óíêöèé îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ëþáîì èíòåðâàëå Iα, α ∈ R (ðèñ. 1). Íà ëþáîì èç òàêèõèíòåðâàëîâ, èñïîëüçóÿ âûøåîïèñàííûé àëãîðèòì, ëåãêî íàéòè çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ Λ

−
Iα

(i)äëÿ êàæäîãî i ∈ I = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Λ
−
Iα

(i)çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé i è íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî èíòåðâàëà Iα :
Λ
−(1, 0) = {(+1,−1), (−1,+1)}, Λ

−(0, 1) = {(+1,+1), (−1,−1)}, (1.11)
Λ
−(0, 0) = {(+1,−1), (−1,−1), (−1,+1), (+1,+1)}. (1.12)Â ýòîì ïðèìåðå Λ

−(0, 0) = {−1,+1} × {−1,+1}.Ïðèìåð 2. Ïóñòü n = 2, r = 3 è
(
ξ11(t) ξ21(t) ξ31(t)
ξ12(t) ξ22(t) ξ32(t)

)
=

(
1 1 1
t 2t 4t

)
.Ýòî ñåìåéñòâî �óíêöèé îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ëþáîì èíòåðâàëå Iα = (α, 2α), α > 0. Âýòîì ïðèìåðå (êàê è â ïðåäûäóùåì) çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Λ

−
Iα

(i) òàêæå çàâèñèò òîëüêî îòïåðåìåííîé i è íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî èíòåðâàëà Iα :
Λ
−(1, 0, 0) = {(+1,−1,−1), (−1,+1,+1)}, Λ

−(0, 1, 0) = {(+1,+1,−1), (−1,−1,+1)},
Λ
−(0, 0, 1) = {(+1,+1,+1), (−1,−1,−1)}.Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 3, íàõîäèì ìíîæåñòâî Λ

−(0, 0, 0) :
Λ
−(0, 0, 0) = {(+1,+1,+1), (−1,+1,+1), (+1,+1,−1), (+1,−1,−1), (−1,−1,+1), (−1,−1,−1)}.Â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 1 çäåñü (+1,−1,+1) /∈ Λ

−(0, 0, 0), (−1,+1,−1) /∈ Λ
−(0, 0, 0).� 2. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé èç � 1. Ôóíêöèÿ σ(·) è ååñâîéñòâàÂâåäåííûõ ïîíÿòèé è äîêàçàííûõ â ïàðàãðà�å 1 óòâåðæäåíèé íàì äîñòàòî÷íî äëÿ èçó÷åíèÿòàê íàçûâàåìûõ äîêðèòè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì óïðàâëåíèåì, êîòîðûå
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i : I → R

}j=1,...,r

i=1,...,n
, êîòîðûå îáðàçóþò íà ýòîìèíòåðâàëå TA-ñèñòåìó. Ëèøü â êîíöå ïàðàãðà�à ìû êðàòêî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãîïðîìåæóòêà I è ââåäåì ñïåöèàëüíóþ �óíêöèþ σ.Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü c ∈ R

n � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. �àñøèðåííûì âåêòîðîìèíäåêñîâ äëÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé {
ξj(t; c)

}r

j=1
ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîð i =

(i1, . . . , ir) ∈ Z
r
+, ãäå ij = 2kj + lj, à kj è lj (j = 1, . . . , r) � êîëè÷åñòâà ïó÷íîñòåé è óçëîâñîîòâåòñòâåííî íà I ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c).Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå i

+ : R
n \{0} → Z

r
+, àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ i

−. Äëÿ ðàñøèðåí-íîãî âåêòîðà èíäåêñîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî è äëÿ âåêòîðà èíäåêñîâ,íî âåëè÷èíó s(i) = i1 + . . . + ir â òàêèõ ñëó÷àÿõ áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííûì ïîëíûì èí-äåêñîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 íå òîëüêî ïîëíûé èíäåêñ, íî è ðàñøèðåííûé ïîëíûé èíäåêñ íåïðåâîñõîäèò n − 1 ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå êîý��èöèåíòîâ c, è ïîýòîìó ìíîæåñòâî Iêðîìå âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ èíäåêñîâ ñîäåðæèò òàêæå è âñåâîçìîæíûå ðàñøèðåííûå âåêòî-ðû èíäåêñîâ.Ïî àíàëîãèè ñ îòîáðàæåíèåì Λ
− (ðàâåíñòâî (1.4)) ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîãîçíà÷íîå îòîá-ðàæåíèå Λ

+ : I → {−1, 1}r ðàâåíñòâîì
Λ

+(i) =
⋃

c∈R
n\{0}

i
+(c)=i

{δ(c)}.Äëÿ ââåäåííûõ âûøå îòîáðàæåíèé i
+ è Λ

+ ìû ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì óòâåðæäåíèÿàíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 2 è 3, íî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, i ∈ I, δ ∈ Λ
+(i) � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû.Òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðû i

′ ∈ I è δ′ ∈ Λ
−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:1) s(i′) = n− 1;2) i 6 i

′;3) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i
′
j .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Λ

+ ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîéâåêòîð c1, ÷òî i = i
+(c1), δ ∈ δ(c1).Îáîçíà÷èì inf I < τ j

1 < . . . < τ j
nj < sup I � êîðíè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξj(t; c1) íà èíòåð-âàëå I. Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì òî÷êè ϑj

i ∈
(
τ j
i−1, τ

j
i

)
, i = 1, . . . , nj + 1, j = 1, . . . , r;

τ j
0 = inf I, τ j

nj+1 = sup I. Ïîëîæèì
µj

i =
∣∣ξj
(
ϑj

i ; c
1
)∣∣ > 0, i = 1, . . . , nj + 1, j = 1, . . . , r; µ = min

16j6r
min

16i6nj+1
µj

i > 0.Ïî óòâåðæäåíèþ 3 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c2 ∈ R
n, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ ξj(t; c2), j = 1, . . . , r, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå +µ â ïó÷íîñòÿõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ξj(t; c1), â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ξj(t, c1) 6 0, è çíà÷åíèå −µ â ïó÷íîñòÿõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ξj(t; c1), â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ξj(t; c1) > 0, è, êðîìå òîãî, îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ óçëàõëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1).Âûáåðåì òåïåðü ïîëîæèòåëüíîå ρ òàê, ÷òîáû ρmax16j6r max16i6nj+1

∣∣ξj
(
ϑj

i ; c
2
)∣∣ < µ.Ïîëîæèì c3 = c1 + ρc2. Âåêòîð c3 íåíóëåâîé, òàê êàê

|ξ1(ϑ1
1; c

3)| = |µ1
1 + ρξ1(ϑ1

1; c
2)| > µ1

1 − µ > 0,
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′′ = i

−(c3), δ′′ = δ(c3) ∈ Λ
−(i′′). Åñëè òî÷êà τ j

i ÿâëÿåòñÿ óçëîìëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1), â êîòîðîì ýòà �óíêöèÿ ìåíÿåò çíàê, íàïðèìåð, ñ ïëþñà íàìèíóñ, òî èìååì
ξj
(
ϑj

i ; c
3
)
> µj

i − µ > 0, ξj
(
ϑj

i+1; c
3
)
< −µj

i+1 + µ 6 0,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ξj(t; c3) èìååò íà èíòåðâàëå (ϑj
i , ϑ

j
i+1

) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí óçåë.À åñëè òî÷êà τ j
i ÿâëÿåòñÿ ïó÷íîñòüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1), â îêðåñòíîñòè êîòîðîé,íàïðèìåð, ξ(t; c1) > 0, òî

ξj
(
ϑj

i ; c
3
)
> µj

i − µ > 0, ξj
(
ϑj

i+1; c
3
)
> µj

i+1 − µ > 0, ξj
(
τ j
i ; c3

)
= ρξj

(
τ j
i ; c2

)
= −ρµ < 0,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ξj(t; c3) èìååò íà êàæäîì èíòåðâàëå (ϑj

i , τ
j
i

)
,
(
τ j
i , ϑ

j
i+1

) ïî êðàé-íåé ìåðå ïî îäíîìó óçëó.Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó óçëó �óíêöèè ξj(t; c1) ñîîòâåòñòâóåò óçåë �óíêöèè ξj(t; c3), àêàæäîé ïó÷íîñòè �óíêöèè ξj(t; c1) ñîîòâåòñòâóþò äâà óçëà �óíêöèè ξj(t; c3) (ïðè÷åì âñå ýòèóçëû �óíêöèè ξj(t; c3) ïî ïîñòðîåíèþ ïîïàðíî ðàçëè÷íû). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè j íåðàâåí-ñòâî ij 6 i
′′
j äîêàçàíî ïðè âñåõ j = 1, . . . , r.Òåïåðü çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå j, ïðè êîòîðîì ij = i

′′
j . Èç ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäå-íèé ñëåäóåò, ÷òî sign ξj

(
ϑj

1; c
3
)

= sign ξj
(
ϑj

1; c
1
)
, à èç óñëîâèÿ ij = i

′′
j ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëå(

inf I, ϑj
1

) �óíêöèÿ ξj(t; c3) óçëîâ èìåòü íå ìîæåò. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì δj = δ′′j .Èòàê, ìû ïîñòðîèëè âåêòîð èíäåêñîâ i
′′ ∈ I è âåêòîð δ′′ ∈ Λ

−(i′′), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:à) i 6 i
′′;á) δj = δ′′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i

′′
j .Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 2 ê âåêòîðàì i

′′ è δ′′. Ïî ýòîé ëåììå äëÿ âåêòîðîâ i
′′ è δ′′ ñóùåñòâóþòâåêòîðû i

′ ∈ I, δ′ ∈ Λ
−(i′), îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:â) s(i′) = n− 1;ã) i

′′ 6 i
′;ä) δ′′j = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ i

′′
j = i

′
j .Èç ñîîòíîøåíèé à)�ä) ëåãêî ïîëó÷àåì:à′) s(i′) = n− 1;á′) i 6 i

′;â′) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i
′
j . �Îïðåäåëåíèå 5. Ïàðó τ = (τ, τ ′), ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñåìåéñòâ òî÷åê τ =

{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
,

τ ′ =
{
τ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′

j

, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì1) τ j
i ∈ I ïðè âñåõ i = 1, . . . , nj , j = 1, . . . , r;2) τ ′ji ∈ I ïðè âñåõ i = 1, . . . , n′j , j = 1, . . . , r;3) òî÷êè τ j

1 , . . . , τ
j
nj , τ

′j
1 , . . . , τ

′j
n′

j

ïîïàðíî ðàçëè÷íû ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r,áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé íà ïðîìåæóòêå I ïàðîé ñèñòåì òî÷åê (èëè, êîðî÷å, äîïóñòèìîéïàðîé ñèñòåì òî÷åê).Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3. Òîãäà äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé íà èíòåðâàëå
I ïàðû ñèñòåì òî÷åê τ = (τ, τ ′), ãäå τ =

{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, τ ′ =

{
τ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′

j

, òàêîé, ÷òî 2nj +

n′j = ij ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r, ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî1) δ(c) = δ;2) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ j
1 , . . . ,

τ j
nj , óçëû â òî÷êàõ τ ′j1 , . . . , τ

′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I.
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I ñèñòåìû òî÷åê τ = (τ, τ ′), τ =

{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, τ ′ =

{
τ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′

j

, òàêîé, ÷òî 2nj + n′j = ijïðè êàæäîì j = 1, . . . , r, ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî1) δ(c) = δ;2) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ j
1 , . . . ,

τ j
nj , óçëû â òî÷êàõ τ ′j1 , . . . , τ

′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I.Óñëîâèÿ ëåìì 5 è 6 îäèíàêîâûå, íî óòâåðæäåíèå ëåììû 6 ñëàáåå: â íåé äëÿ ëèíåéíûõêîìáèíàöèé ξj(t; c) ìû äîïóñêàåì ñóùåñòâîâàíèå ïó÷íîñòåé íà èíòåðâàëå I, îòëè÷íûõ îòòî÷åê τ j
1 , . . . , τ

j
nj . Èòàê, äîêàçûâàåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó 6.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ íà èíòåðâàëå I ïàðó ñèñòåì òî÷åê τ̂ = (τ̂ , τ̂ ′)(

τ̂ =
{
τ̂ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, τ̂ ′ =

{
τ̂ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′

j

)
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ëåììû äëÿ çàäàííîãî âåê-òîðà i ∈ I.Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , i′j , j = 1, . . . , r âûáåðåì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {τ j

i (k)
}∞

k=1
,÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) ïðè âñåõ i = 1, . . . , i′j , j = 1, . . . , r è êàæäîì k ∈ N èìååì

τ j
i (k) ∈ I; τ j

s (k) 6= τ j
l (k), s 6= l;2) ïðè òåõ j, ïðè êîòîðûõ ij = i

′
j , èìååì

lim
k→∞

τ j
2i−1(k) = lim

k→∞
τ j
2i(k) = τ̂ j

i , i = 1, . . . , nj, k ∈ N,

τ j
i+2nj

(k) ≡ τ̂ ′ji , i = 1, . . . , n′j , k ∈ N;3) ïðè òåõ j, ïðè êîòîðûõ ij < i
′
j è δj = δ′j, èìååì

lim
k→∞

τ j
2i−1(k) = lim

k→∞
τ j
2i(k) = τ̂ j

i , i = 1, . . . , nj, k ∈ N,

τ j
i+2nj

(k) ≡ τ̂ ′ji , i = 1, . . . , n′j , k ∈ N,

lim
k→∞

τ j
i (k) = sup I, i = ij + 1, . . . , i′j , k ∈ N;4) ïðè òåõ j, ïðè êîòîðûõ ij < i

′
j , íî δj = −δ′j , èìååì

lim
k→∞

τ j
1 (k) = inf I, lim

k→∞
τ j
2i(k) = lim

k→∞
τ j
2i+1(k) = τ̂ j

i , i = 1, . . . , nj , k ∈ N,

τ j
i+2nj+1(k) ≡ τ̂ ′ji , i = 1, . . . , n′j , k ∈ N,

lim
k→∞

τ j
i (k) = sup I, i = ij + 2, . . . , i′j , k ∈ N.Âîçìîæíîñòü âûáîðà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè ëåììû.Ïî ñëåäñòâèþ 2 (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò òàêîéâåêòîð ck ∈ Sn−1, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ck), j = 1, . . . , r, èìååò êîðíè òîëüêîâ òî÷êàõ τ j

i (k), i = 1, . . . , i′j , êîòîðûå îáÿçàòåëüíî áóäóò ÿâëÿòüñÿ óçëàìè â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1,íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I è ïðè ýòîì δ(ck) = δ′.Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñ�åðû Sn−1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ck}∞k=1 ìîæíî âûäåëèòü ñõî-äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìû ñíîâà îáîçíà÷èì {ck}∞k=1, lim
k→∞

ck = ĉ ∈ Sn−1.Î÷åâèäíî, ÷òî
lim

k→∞
ξj(t; ck) = ξj(t; ĉ) ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r è ëþáîì t ∈ I. (2.1)



114 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (2.1) è óñëîâèÿìè 1)�4), ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî δ(ĉ) = δ è êàæäàÿëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j
nj , óçëû â òî÷êàõ

τ̂ ′j1 , . . . , τ̂
′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I. Ëåììà 6 äîêàçàíà.Ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Äëÿ çàäàííîãî â óñëîâèè ëåììû âåêòîðà i ∈ I çà-�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ íà èíòåðâàëå I ïàðó ñèñòåì òî÷åê τ̂ = (τ̂ , τ̂ ′), ãäå
τ̂ =

{
τ̂ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, τ̂ ′ =

{
τ̂ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′

j

, òàêóþ, ÷òî 2nj + n′j = ij ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r. Ïîëåììå 6 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c1, ÷òîà) δ(c1) = δ;á) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c1), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j
nj ,óçëû â òî÷êàõ τ̂ ′j1 , . . . , τ̂

′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I.Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c1), j = 1, . . . , r, íå èìååò íà èí-òåðâàëå I ïó÷íîñòåé, îòëè÷íûõ îò òî÷åê τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j
nj , òî âåêòîð c1 � èñêîìûé. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå îáîçíà÷èì n1

j (j = 1, . . . , r) � êîëè÷åñòâî âñåõ ïó÷íîñòåé (âêëþ÷àÿ òî÷êè τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j
nj )ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1) íà èíòåðâàëå I. Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , rïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì íà èíòåðâàëå I òî÷êè τ̂ j

nj+1, . . . , τ̂n1
j
, îòëè÷íûå îò âñåõ êîðíåéëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c1) íà èíòåðâàëå I. Äîáàâèâ âûáðàííûå òî÷êè ê ñèñòåìå òî÷åê τ̂ ,ñ�îðìèðóåì ñèñòåìó òî÷åê τ̂1 =

{
τ̂ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,n1
j

è ñîñòàâèì ïàðó ñèñòåì òî÷åê τ̂
1 = (τ̂1, τ̂ ′).Âåêòîð c1 íåíóëåâîé, è ìû èìååì

i
+(c1) = i

1 = (2n1
1 + n′1, . . . , 2n

1
r + n′r), δ(c1) = δ ∈ Λ

+
(
i
1
)
.Ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóþò âåêòîðû i

′1 ∈ I, s
(
i
′1
)

= n − 1 è δ′1 ∈ Λ
−
(
i
′1
) òàêèå, ÷òî i

1 6 i
′1è δj = δ′1j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ i

1
j = i

′1
j . Âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 6äëÿ âåêòîðîâ δ, i

1 è äîïóñòèìîé ïàðû ñèñòåì òî÷åê τ̂
1. Ïî ýòîé ëåììå ñóùåñòâóåò òàêîéíåíóëåâîé âåêòîð c2, ÷òîà) δ(c2) = δ;á) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c2), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ̂ j

1 , . . . , τ̂
j

n1
j

,óçëû â òî÷êàõ τ̂ ′j1 , . . . , τ̂
′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I.Åñëè êàêàÿ-íèáóäü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c2) èìååò íà èíòåðâàëå I ïó÷íîñòè, îòëè÷-íûå îò òî÷åê τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j

n1
j

, òî àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîñòðîåí íåíóëåâîé âåêòîð c3 è òàê äà-ëåå äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåí íåíóëåâîé âåêòîð ck, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíî
i
+(ck−1) = i

+(ck).Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðîâ c1, c2, . . . îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øà-ãîâ, òàê êàê ïîëíûé ðàñøèðåííûé èíäåêñ â ðÿäó âåêòîðîâ c1, c2, . . . ñòðîãî âîçðàñòàåò, íî îííå ìîæåò áûòü áîëüøå n− 1 :
s
(
i
+(c1)

)
< s
(
i
+(c2)

)
< . . . < s

(
i
+(ck−1)

)
= s
(
i
+(ck)

)
6 n− 1.Èòàê, ìû ïîñòðîèëè êîíå÷íûé ðÿä íåíóëåâûõ âåêòîðîâ c1, . . . , ck, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè:1) δ(ci) = δ ïðè âñåõ i = 1, . . . , k;2) ïðè êàæäîì i = 1, . . . , k è êàæäîì j = 1, . . . , r ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ci) èìååòóçëû â òî÷êàõ τ̂ ′j1 , . . . , τ̂

′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I;3) ïðè êàæäîì i = 1, . . . , k− 1 è êàæäîì j = 1, . . . , r ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ci) èìååòïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j

ni−1

j

(n0
j = nj) è íå èìååò ïó÷íîñòåé â òî÷êàõ τ̂ j

ni−1

j +1
, . . . , τ̂ j

ni
j

;4) ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ck) èìååò ïó÷íîñòè òîëüêî â òî÷êàõ
τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j

nk−1

j

è íå èìååò äðóãèõ ïó÷íîñòåé íà èíòåðâàëå I.Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ĉ = c1 + . . .+ ck � èñêîìûé. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿâåêòîðà ĉ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 115ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1à) ĉ 6= 0;á) δ(ĉ) = δ;â) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r, èìååò óçëû â òî÷êàõ τ̂ ′j1 , . . . , τ̂
′j
n′

j

èíå èìååò äðóãèõ óçëîâ íà èíòåðâàëå I;ã) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ̂ j
1 , . . . , τ̂

j
njè íå èìååò äðóãèõ ïó÷íîñòåé íà èíòåðâàëå I.Èç 1)�2) ñðàçó ñëåäóåò à)�â) è óòâåðæäåíèå: ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r è ëþáîì t ∈ I èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî

ξj(t; cs) ξj(t; cl) > 0, s 6= l. (2.2)Äàëåå, èç 3)�4) è íåðàâåíñòâà (2.2) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà τ ∈ Int I ÿâëÿåòñÿ ïó÷íîñòüþ íåêîòî-ðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξ(t; ĉ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïó÷íîñòüþ âñåõëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ξ(t; ci), i = 1, . . . , k. Òåïåðü èç 3)�4) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà ã).Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ i = (i1, . . . , ir) ∈
I, δ ∈ Λ

+(i) è ëþáîé äîïóñòèìîé íà èíòåðâàëå I ïàðû ñèñòåì òî÷åê τ = (τ, τ ′), ãäå
τ =

{
τ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
, τ ′ =

{
τ ′ji
}j=1,...,r

i=1,...,n′

j

, òàêîé, ÷òî 2nj + n′j = ij ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r,ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð c, ÷òî1) δ(c) = δ;2) êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; c), j = 1, . . . , r, èìååò ïó÷íîñòè â òî÷êàõ τ j
1 , . . . ,

τ j
nj , óçëû â òî÷êàõ τ ′j1 , . . . , τ

′j
n′

j

è íå èìååò äðóãèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå I.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû δ ∈ Λ
+(i), ïîýòîìó ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóþòâåêòîðû i

′ ∈ I, δ′ ∈ Λ
−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)�3) ëåììû 3. Òåïåðü ïðèìåíÿåìëåììó 5, ïîñêîëüêó åå óñëîâèÿ òàêèå æå, êàê ó ëåììû 3. �Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1, i ∈ I, δ ∈ {−1, 1}r � ïðîèçâîëüíûå âåê-òîðû. Äëÿ òîãî ÷òîáû δ ∈ Λ

+(i), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè âåêòîðû
i
′ ∈ I è δ′ ∈ Λ

−(i′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:1) s(i′) = n− 1;2) i 6 i
′;3) δj = δ′j ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i

′
j .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü ñîñòàâëÿåò óòâåðæäåíèå ðàíåå äîêàçàííîé ëåì-ìû 4, à äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 5. �Òåîðåìà 6. Λ

−(i) = Λ
+(i) äëÿ ëþáîãî i ∈ I.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü i ∈ I. Äëÿ δ ∈ {−1, 1}r ðàññìîòðèì óòâåðæäåíèÿ:1) δ ∈ Λ

−(i);2) ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû i
′ ∈ I, δ′ ∈ Λ

−(i′), ÷òî i 6 i
′, s(i′) = n− 1 è δj = δ′j ïðè òåõ

j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ ij = i
′
j ;3) δ ∈ Λ

+(i).Ñîãëàñíî òåîðåìàì 3 è 5 èìååì 1) ⇔ 2), 2) ⇔ 3) ñîîòâåòñòâåííî. �Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå äîêàçàííîé òåîðåìû 6, ìû íå áóäåì â äàëüíåéøåì óêàçûâàòü âåðõ-íèé èíäåêñ ó îòîáðàæåíèÿ Λ : I → {−1, 1}r , ïîëîæèì Λ = Λ
− = Λ

+.Ìû äàëè îïðåäåëåíèå TA-ñèñòåìû �óíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå
I, íî äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè èõ ñâîéñòâà òîëüêî íà èíòåðâàëå. Áûëî áû èíòåðåñíî ïðîâå-ðèòü, êàêèå èç ýòèõ ñâîéñòâ ñîõðàíÿþò ñèëó íà ïðîèçâîëüíîì ïðîìåæóòêå. Íî ïðåæäå íåîáõî-äèìî óòî÷íèòü îïðåäåëåíèå 3, èìåííî êàê ìû áóäåì ïîíèìàòü êîîðäèíàòó δj âåêòîðà çíàêîâ δâ ñëó÷àå, åñëè ëåâûé êîíåö çàìêíóòîãî ñëåâà ïðîìåæóòêà I ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñîîòâåòñòâóþùåéëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c).
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n � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð, íåâûðîæäåííûé ïðî-ìåæóòîê I çàìêíóò ñëåâà, t0 � ëåâûé êîíåö ïðîìåæóòêà I. Âåêòîðîì çíàêîâ ñåìåéñòâàëèíåéíûõ êîìáèíàöèé {

ξj(t; c)
}r

j=1
ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîð δ = (δ1, . . . , δr) ∈ {−1, 1}r ,êîîðäèíàòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δj =

{
−δ′j, åñëè ξj(t0; c) = 0,

δ′j â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,ãäå δ′j � çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; c) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.Òåîðåìà 1 áûëà äîêàçàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà I. Óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1 è ñëåä-ñòâèÿ 2 ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà I, à óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3,òåîðåìû 3 è óòâåðæäåíèÿ 4 â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà I ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâåðíûìèäàæå äëÿ ñëó÷àÿ r = 1, ÷òî èëëþñòðèðóþò ïðèìåðû íèæå.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì äâå �óíêöèè ξ1(t) = sin t, ξ2(t) = cos t. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëè-íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ �óíêöèé èìååò âèä ξ(t; c) = c1 sin t + c2 cos t =
√
c21 + c22 sin(t + φ),ãäå φ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå c ∈ R

2 �óíêöèÿ ξ(t; c) èìååòðîâíî îäèí óçåë íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå Iα = [α, α+π), ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿêîíñòàíòà, è ïî îïðåäåëåíèþ 1 ýòà ñèñòåìà �óíêöèé îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ëþáîì ïîëóèí-òåðâàëå Iα. Ìåæäó òåì íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà c, ïðè êîòîðîì ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ ξ(t; c) íå èìåëà áû íè îäíîãî êîðíÿ íà ïîëóèíòåðâàëå Iα, òî åñòü Λ
−
Iα

(0) = ∅.Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî �óíêöèé {ξj
i (t)
}j=1,2

i=1,2
èç ïðèìåðà 1. Òàì ìû óñòàíîâèëè,÷òî îíî îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ëþáîì èíòåðâàëå (α, α+π/2), α ∈ R. Ýòî ñåìåéñòâî �óíêöèéîáðàçóåò TA-ñèñòåìó òàêæå íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå Iα = [α, α+π/2). Îäíàêî íå ñóùåñòâóåòíè îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà c, ïðè êîòîðîì îáå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ξ1(t; c), ξ2(t; c) íåèìåëè áû íè îäíîãî êîðíÿ íà ïîëóèíòåðâàëå Iα.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ââåäåì ñïåöèàëüíóþ �óíêöèþ σ, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ ïðèèçó÷åíèè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî {ξj

i ∈ C(R,R)
}j=1,...,r

i=1,...,n
� ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåí-íûõ âñþäó íà R, n è r � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òåïåðü ìû íå �èêñèðóåì ïðîìåæóòîê Iè ðàññìàòðèâàåì ýòè �óíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì ïðîìåæóòêå I ⊆ R. Åñëè ñèñòåìà �óíêöèé{

ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò íà íåì TA-ñèñòåìó, òî ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ δ è îòîáðàæåíèå

Λ (ñì. �� 1�2), êîòîðûå áóäóò çàâèñåòü îò ïðîìåæóòêà I. Ìû áóäåì ïîä÷åðêèâàòü ýòî, óêà-çûâàÿ ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ΛI , äëÿîòîáðàæåíèÿ δt, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî óêàçàòü òîëüêî ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà t = inf I. Èçñ�îðìóëèðîâàííîãî íèæå óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî è äëÿ îòîáðàæåíèÿ ΛI äîñòàòî÷íî óêà-çûâàòü òîëüêî ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà Λt, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü â äàëüíåéøåì.Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé {
ξj
i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñ-òåìó íà èíòåðâàëàõ I1 è I2, ïðè÷åì I1 ∩ I2 6= ∅. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà èíäåêñîâ i ∈ Ièìååò ìåñòî ΛI1(i) = ΛI2(i).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü I1 ∩ I2 = I3 6= ∅. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà èíäåêñîâ i ∈ I,

s(i) = n − 1 èìååì î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå Λ
−
I3

(i) ⊆ Λ
−
I1

(i). Ïðèìåíèâ ñëåäñòâèå 2, ïîëó÷èì
Λ
−
I3

(i) = Λ
−
I1

(i). Àíàëîãè÷íî Λ
−
I3

(i) = Λ
−
I2

(i), è ïîýòîìó Λ
−
I1

(i) = Λ
−
I2

(i). Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõçíà÷åíèé i ∈ I ðàâåíñòâî Λ
−
I1

(i) = Λ
−
I2

(i) ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 3.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 6. �Äëÿ êàæäîãî t ∈ R îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(t) òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü òàêèõ σ > 0, ÷òî íàèíòåðâàëå It = (t, t + σ) ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé {ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó (îïðåäå-ëåíèå 1). Åñëè ýòè �óíêöèè íå îáðàçóþò TA-ñèñòåìó íè íà êàêîì èíòåðâàëå It, òî ïîëîæèì

σ(t) = 0. Òàê îïðåäåëåíà �óíêöèÿ σ : R → R+ = [0,+∞) ∪ {+∞}.



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 117ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà �óíêöèé {ξi}n
i=1 àíàëîãè÷íàÿ �óíê-öèÿ σ îïðåäåëÿëàñü è èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ [13, 14℄. Òàì â åå îïðåäåëåíèè âìåñòîèíòåðâàëà (t, t+ σ) èñïîëüçîâàëñÿ ïîëóèíòåðâàë [t, t+ σ). Îäíàêî äëÿ íàøèõ èññëåäîâàíèéáîëåå óäîáíîé îêàçàëàñü èìåííî òà �óíêöèÿ σ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà âûøå.Óòâåðæäåíèå 6. Â êàæäîé òî÷êå t ∈ R �óíêöèÿ σ(·) èìååò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûå) σ(t±0), ïðè÷åì âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå σ(t−0) 6 σ(t) = σ(t+0).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî�óíêöèé {ξj

i

}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà èíòåðâàëå (t1, t2), òî îíî îáðàçóåò TA-ñèñòåìóòàêæå íà ëþáîì èíòåðâàëå (t1+ǫ, t2) ⊆ (t1, t2), ãäå t1+ǫ < t2. Ïîýòîìó �óíêöèÿ s(t) = t+σ(t)ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé è â êàæäîé òî÷êå t ∈ R èìååò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûå) s(t ± 0), ïðè÷åì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî s(t − 0) 6 s(t) 6 s(t + 0).Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ σ(·) â êàæäîé òî÷êå t ∈ R òàêæå èìååò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû èóäîâëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîìó íåðàâåíñòâó σ(t− 0) 6 σ(t) 6 σ(t+ 0).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî σ

(
t̂
)
< σ

(
t̂ + 0

) ïðè íåêîòîðîì t̂ ∈ R. Òîãäà σ
(
t̂ + 0

)
> 0 èíà èíòåðâàëå I =

(
t̂, t̂ + σ

(
t̂ + 0

)) �óíêöèè {ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
íå îáðàçóþò TA-ñèñòåìó. Çíà÷èò,ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ĉ ∈ R

n, ÷òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r,èìåþò íà èíòåðâàëå I â ñîâîêóïíîñòè íå ìåíåå n ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Âûáåðåìèç íèõ ïðîèçâîëüíî n êîðíåé, îáîçíà÷èì èõ {
τ̂ j
i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
⊂ I, n1 + · · · + nr = n. Ïóñòü

t̃ = min
16j6r

min
16i6nj

τ̂ j
i > t̂. Íà èíòåðâàëå ((t̂ + t̃

)
/2, t̂ + σ

(
t̂ + 0

)) �óíêöèè {
ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
ïîîïðåäåëåíèþ íå îáðàçóþò TA-ñèñòåìó, õîòÿ

(
t̂+ t̃

2
, t̂+ σ

(
t̂+ 0

))
⊂
(
t̂+ t̃

2
,
t̂+ t̃

2
+ σ

(
t̂+ t̃

2

))
.Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. �Ôóíêöèÿ σ(·) íåïðåðûâíà ñïðàâà, íî ìîæåò áûòü ðàçðûâíîé ñëåâà. Íàïðèìåð, äëÿ �óíê-öèé ξ1(t) = t, ξ2(t) = t2 èìååì σ(0 − 0) = 0, σ(0) = σ(0 + 0) = +∞.� 3. Ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó áûñòðîäåé-ñòâèÿ â íóëü ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì

ẋ = A(t)x+B(t)u, (3.1)
x(t0) = x0, x(t0 + T ) = 0, T → inf, (3.2)ãäå A ∈ C(R, L(Rn,Rn)), B ∈ C(R, L(Rr,Rn)), x ∈ AC(R, R

n). Ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõóïðàâëåíèé U áóäåì ñ÷èòàòü âñåâîçìîæíûå èçìåðèìûå �óíêöèè u : R → U = [−1, 1]r .�åøåíèåñèñòåìû (3.1), âûõîäÿùåå â ìîìåíò âðåìåíè t0 èç òî÷êè x0 ïîä äåéñòâèåì �èêñèðîâàííîãîóïðàâëåíèÿ û(·) ∈ U , îáîçíà÷èì x̂(t) = x(t; t0, x0, û(·)). Òàêîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå
x̂(t) = X(t, t0)x0 +

∫ t

t0

X(t, s)B(s)û(s) ds, (3.3)ãäå X(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû
ẋ = A(t)x, x ∈ C1(R, R

n). (3.4)Åñëè û(·) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3.1)�(3.2), ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çàìèíèìàëüíîå âðåìÿ T, òî ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [1℄:
max
u∈U

ψ(t)B(t)u = ψ(t)B(t)û(t) ïî÷òè âñþäó íà [t0, t0 + T ], (3.5)
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ψ̇ = −ψA(t), ψ ∈ C1(R, R

n∗). (3.6)Çà�èêñèðóåì
ψ1(t), . . . , ψn(t) (3.7)� íåêîòîðóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6) è îïðåäåëèì ñå-ìåéñòâî �óíêöèé

ξj
i (t) = ψi(t)b

j(t), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r, (3.8)ãäå bj(t) � ñòîëáåö ìàòðèöû B(t) ñ íîìåðîì j. Äëÿ ñåìåéñòâà �óíêöèé (3.8) ñòðîèì �óíêöèþ
σ(·) (ñì. � 2), σ(t;A,B) = σ(t). Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå t0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî σ(t0) > 0,òî ñåìåéñòâî �óíêöèé {ξj

i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà èíòåðâàëå I =

(
t0, t0 + σ(t0)

) è,çíà÷èò, äëÿ ýòîé òî÷êè t0 ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå Λt0 = ΛI (ñì. �� 1�2). Ïðîâåðèì,÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ σ è îòîáðàæåíèå Λt0 íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêàÿêîíêðåòíî �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (3.7) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6) áûëà âûáðàíà.Ïóñòü ψ′
1(t), . . . , ψ

′
n(t) è ψ′′

1(t), . . . , ψ′′
n(t) � äâå �óíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé ñî-ïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6). Îáîçíà÷èì ξ′ji (t) = ψ′

i(t)b
j(t), ξ′′ji (t) = ψ′′

i (t)bj(t), i = 1, . . . , n,
j = 1, . . . , r. �àñïîëàãàÿ âåêòîðû ψ′

i(t) è ψ′′
i (t) ïîñòðî÷íî, ñîñòàâèì èç íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå�óíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû Ψ′(t) è Ψ′′(t) ñèñòåìû (3.6). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåí-íàÿ ìàòðèöà C ∈ L(Rn,Rn) òàêàÿ, ÷òî Ψ′(t) ≡ CΨ′′(t). Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà-ñòðîêè

c′ ∈ R
n∗ è ëþáîãî j = 1, . . . , r èìååì

ξ′j(t; c′) =

n∑

i=1

c′iξ
′j
i (t) =

( n∑

i=1

c′iψ
′
i(t)
)
bj(t) = c′Ψ′(t)bj(t) = c′CΨ′′(t)bj(t) =

= c′′Ψ′′(t)bj(t) =
( n∑

i=1

c′′i ψ
′′
i (t)

)
bj(t) =

n∑

i=1

c′′i ξ
′′j
i (t) = ξ′′j(t; c′′), (3.9)ãäå c′′ = c′C. Òåïåðü íåçàâèñèìîñòü �óíêöèè σ è îòîáðàæåíèÿ Λt0 îò âûáðàííîé �óíäà-ìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé (3.7) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6) ëåãêî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü èõîïðåäåëåíèÿìè è ðàâåíñòâîì (3.9).Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè ñèñòåìà (3.1) àâòîíîìíà, òî �óíêöèÿ t 7→ σ(t) ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-ÿííîé, òî åñòü σ(t) = σ äëÿ ëþáîãî t ∈ R, è åñëè ïðè ýòîì σ > 0 (â òîì ÷èñëå σ = +∞), òîîòîáðàæåíèå Λt îïðåäåëåíî ïðè ëþáîì t è íå çàâèñèò îò t, òî åñòü Λt = Λ : I → {−1, 1}räëÿ ëþáîãî t ∈ R.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (3.1) àâòîíîìíà. Çà�èêñèðóåì ïðîèç-âîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè t′ è t′′, a = t′′ − t′. Îáîçíà÷èì Ψ(t) � �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöóñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6), ñîñòàâëåííóþ ïîñòðî÷íî èç ñèñòåìû âåêòîðîâ ψ1(t), . . . , ψn(t). Ñî-ïðÿæåííàÿ ñèñòåìà òàêæå àâòîíîìíà, ïîýòîìó ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ t 7→ Ψ(t+a) òîæå ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíîé è Ψ(t+ a) = CΨ(t), ãäå C ∈ L(Rn,Rn) � ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàò-ðèöà. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà-ñòðîêè c′ ∈ R

n∗ è ëþáîãî j = 1, . . . , r èìååì
ξj(t+ a; c′) =

n∑

i=1

c′iξ
j
i (t+ a) =

( n∑

i=1

c′iψi(t+ a)
)
bj = c′Ψ(t+ a)bj =

= c′CΨ(t)bj = c′′Ψ(t)bj =
( n∑

i=1

c′′i ψi(t)
)
bj =

n∑

i=1

c′′i ξ
j
i (t) = ξj(t; c′′), (3.10)ãäå c′′ = c′C. Òåïåðü èç (3.10) íåñëîæíî âûâåñòè σ(t′) = σ(t′′) = σ è ââèäó ïðîèçâîëüíîñòèâûáîðà òî÷åê t′ è t′′ ïîëó÷àåì, ÷òî σ(t) = σ äëÿ ëþáîãî t ∈ R.Åñëè σ > 0, òî îòîáðàæåíèå Λt îïðåäåëåíî ïðè ëþáîì t. Íåçàâèñèìîñòü îòîáðàæåíèÿ Λtîò t ëåãêî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü åãî îïðåäåëåíèåì è ðàâåíñòâîì (3.10). �Ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìàìè ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ([13℄) ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 119ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Îïðåäåëåíèå 7. Ñèñòåìó (3.1) íàçîâ¼ì äîêðèòè÷åñêîé â òî÷êå t0 ∈ R, åñëè σ(t0;A,B)>0.Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê t0, â êîòîðûõ ñèñòåìà (3.1) ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé, îáîçíà÷èì
Σ = Σ(A,B) = {t ∈ R : σ(t;A,B) > 0}.Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ∈ R è êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî θ îïðåäåëèì ìíî-æåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D(t0, θ) çà âðåìÿ θ (äëÿ ïðîñòîòû çíàê ìèíóñà ïåðåä èíòåãðàëîìîïóùåí â ñèëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà D(t0, θ)) :

D(t0, θ) =
⋃

u(·)∈U

∫ t0+θ

t0

X(t0, s)B(s)u(s) ds.Åñëè θ = σ(t0), òî ìíîæåñòâî D(t0,σ(t0)) ìû áóäåì íàçûâàòü äîêðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîìóïðàâëÿåìîñòè. Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D(t0) =⋃
θ>0

D(t0, θ) è ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D =
⋃

t0∈R

(
{t0} × D(t0)

)
. Ìíîæåñòâî

D ñîñòîèò èç òàêèõ òî÷åê (t0, x0) ðàñøèðåííîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R
n+1, äëÿ êîòîðûõñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·) â çàäà÷å (3.1)�(3.2), ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çàêîíå÷íîå âðåìÿ. Èçâåñòíî ([1, ãë. 3, òåîðåìà 16℄), ÷òî äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (t0, x0) ∈

D ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)�(3.2). Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå D ìîæíîîïðåäåëèòü �óíêöèþ áûñòðîäåéñòâèÿ â íóëü Θ: D → R+ = [0,+∞) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Θ(t0, x0) = min

u(·)∈U
{T > 0 : x(t0 + T ; t0, x0, u(·)) = 0} .Íèæå ïåðå÷èñëåíû ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D(t0, θ). Ýòèìè ñâîéñòâàìè ìû áóäåì÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ëþáûõ t0 ∈ R, θ > 0, ϑ > 0 ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D(t0, θ)îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ìíîæåñòâî D(t0, θ) âûïóêëî è êîìïàêòíî â R

n;2) 0 ∈ D(t0, θ);3) åñëè ϑ 6 θ, òî D(t0, ϑ) ⊆ D(t0, θ);4) D(t0, θ) = {x0 ∈ D(t0) : Θ(t0, x0) 6 θ};5) åñëè 0 < θ 6 σ(t0), òî ∂D(t0, θ) = {x0 ∈ D(t0) : Θ(t0, x0) = θ};6) åñëè ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0, òî ïðîåêöèÿ �óíêöèè áûñòðîäåé-ñòâèÿ x 7→ Θ(t0, x) íåïðåðûâíà íà âíóòðåííîñòè äîêðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè
IntD(t0,σ(t0)).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 1) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1, ãë. 3℄.Óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 2)�4) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â ïóíêòàõ 5) è 6), âîñïîëüçóåìñÿðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [20℄ è ïðîâåðèì, ÷òî ñèñòåìà (3.1) äè��åðåíöèàëüíî óïðàâëÿåìà íà èí-òåðâàëå I =

(
t0, t0 +σ(t0)

) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé â òî÷êå
t0. Ñîãëàñíî [20, îïðåäåëåíèå 1℄ äëÿ ýòîãî íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (3.1) âûïîëíåíîóñëîâèå (â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå):

0 ∈ IntD(t, ε) äëÿ âñåõ t ∈ I è ε > 0 . (3.11)Ïðè ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ t ∈ I è ε > 0 ìíîæåñòâî D(t, ε) âûïóêëî è êîìïàêòíî â R
n.Åãî îïîðíàÿ �óíêöèÿ η 7→ c

(
η,D(t, ε)

) èìååò âèä
c
(
η,D(t, ε)

)
= sup

x∈D(t,ε)
ηx = sup

u(·)∈U

∫ t+ε

t

ηX(t, s)B(s)u(s) ds. (3.12)�àñïîëàãàÿ çà�èêñèðîâàííûå ðàíåå âåêòîðû (3.7) ïîñòðî÷íî, ñîñòàâèì ìàòðè÷íóþ �óíê-öèþ t 7→ Ψ(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6). Òîãäà
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X(t, s) â ðàâåíñòâî (3.12), áóäåì èìåòü

c
(
η,D(t, ε)

)
= sup

u(·)∈U

∫ t+ε

t

r∑

j=1

(
ξj(s, ηt)uj(s)

)
ds =

∫ t+ε

t

r∑

j=1

∣∣ξj(s, ηt)
∣∣ ds. (3.13)Âåêòîð ηt íåíóëåâîé ïðè ëþáîì η ∈ Sn−1, à ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé (3.8) îáðàçóåòTA-ñèñòåìó íà íåïóñòîì èíòåðâàëå I ′ = I ∩ (t, t + ε), ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (3.13) ñëåäó-åò c

(
η,D(t, ε)

)
> 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïîðíîé �óíêöèè è êîìïàêòíîñòè Sn−1 èìååì

min
η∈Sn−1

c
(
η,D(t, ε)

)
= ǫ > 0, ñëåäîâàòåëüíî, On

ǫ (0) ⊆ D(t, ε) è òåì ñàìûì ïîêàçàíî âêëþ-÷åíèå (3.11). Òîãäà ïî [20, ëåììà 1℄ �óíêöèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ x 7→ Θ(t0, x) íåïðåðûâíà íàìíîæåñòâå IntD(t0,σ(t0)). Ñâîéñòâî 6) äîêàçàíî.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè 0 < ϑ < θ 6 σ(t0), òî íåðàâåíñòâî
c
(
η,D(t0, ϑ)

)
< c

(
η,D(t0, θ)

) âûïîëíåíî ïðè âñåõ η ∈ Sn−1, ïîýòîìó D(t0, ϑ) ⊆ IntD(t0, θ),îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà 5). �Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà n = (n1, . . . , nr) ∈ I (ìíîæåñòâî I îïðåäåëåíî ðàíåå ðàâåíñòâîì (1.3)â � 1) è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî θ îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ ∆n, ∆n(θ) è ìíîãîîáðàçèåñ êðàåì ∆n(θ), âëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâî R
n1+...+nr+1 :

∆n =
{(
τ1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r

1 , . . . , τ
r
nr
, τn
)
∈ R

n1+...+nr+1 :

0 < τ j
1 < . . . < τ j

nj
< τn ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r

}
,

∆n(θ) = {(τ , τn) ∈ ∆n : τn < θ}, ∆n(θ) = {(τ , τn) ∈ ∆n : τn 6 θ}.Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî Υ =
⋃

n∈I

(
{n} × ∆n

) è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå u : R ×

Υ × {−1, 1}r → U , ñîïîñòàâèâ êàæäîé òî÷êå
(t0, n, τ , τn, δ) =

(
t0, n1, . . . , nr, τ

1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r

1 , . . . , τ
r
nr
, τn, δ1, . . . , δr

)ïðîñòðàíñòâà R × Υ × {−1, 1}r äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t0, n, τ , τn, δ) ∈ U , îïðåäåëåííîå ðà-âåíñòâîì u(t0, n, τ , τn, δ) = u(·) =
(
u1(·), . . . , ur(·)

)
, ãäå

uj(t) =





δj(−1)i+1, åñëè t ∈ [t0 + τ j
i−1, t0 + τ j

i

)

(i = 1, . . . , nj + 1; τ j
0 = 0, τ j

nj+1 = τn);

0, åñëè t /∈ [t0, t0 + τn).Òåïåðü äëÿ êàæäîãî t0 ∈ R, êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî θ, êàæäîãî âåêòîðà n ∈ I è êàæäîãîâåêòîðà δ ∈ {−1, 1}r îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Mn

δ (t0, θ) è Mn

δ(t0, θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Mn

δ (t0, θ) =
⋃

(τ ,τn)∈∆n(θ)

{u(t0, n, τ , τn, δ)}, Mn

δ(t0, θ) =
⋃

(τ ,τn)∈∆n(θ)

{u(t0, n, τ , τn, δ)}.Çàìåòèì, ÷òî ÷åðòà â îáîçíà÷åíèÿõ ∆, M è â ïîñëåäóþùèõ àíàëîãè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿâëÿ-åòñÿ ÷àñòüþ îáîçíà÷åíèé, à íå îïåðàöèåé çàìûêàíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Mn

δ (t0, θ) ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíê-öèé u(·), òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ âíå ïðîìåæóòêà [t0, t0 + τn) ⊂ [t0, t0 + θ); êàæäàÿ êîîð-äèíàòíàÿ �óíêöèÿ uj(·) íà ïðîìåæóòêå [t0, t0 + τn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ +1 èëè −1 è èìååòðîâíî nj ïåðåêëþ÷åíèé, à δj ∈ {−1, 1} � çíà÷åíèå �óíêöèè uj(·) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
t0. Ìíîæåñòâà Mn

δ (t0, θ) ââåäåíû íàìè êàê ìíîæåñòâà ãèïîòåòè÷åñêèõ óïðàâëåíèé, ïîýòîìóíàì íå âàæíû çíà÷åíèÿ �óíêöèé óïðàâëåíèÿ â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ, íî äëÿ îïðåäåëåííîñòèìû îïðåäåëèëè èõ òàê, ÷òîáû îíè áûëè íåïðåðûâíûìè ñïðàâà.
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δ (t0, θ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ, èìåþùèì ðàçìåð-íîñòü n1 + . . . + nr + 1. Â êà÷åñòâå àòëàñà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ óäîáíî âçÿòü àòëàñ, ñîñòîÿùèéèç åäèíñòâåííîé êàðòû
(τ , τn) 7→ u(t0, n, τ , τn, δ), (τ , τn) ∈ ∆n(θ), (3.14)êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì Mn

δ (t0, θ) èïðîñòðàíñòâîì èõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ∆n(θ), à òàêæå çàäàåò òîïîëîãèþ íà ïðîñòðàíñòâå
Mn

δ (t0, θ), ñîâïàäàþùóþ, î÷åâèäíî, ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðè-êîé (3.15) (ñì. íèæå). Âåêòîð τ =
(
τ1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r

1 , . . . , τ
r
nr

) è âåëè÷èíà τn, ñîîòâåòñòâóþùèå�óíêöèè u(·) = u(t0, n, τ , τn, δ), áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðîì ïåðåêëþ÷åíèé è âðå-ìåíåì äåéñòâèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ u(·). Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì âñå ìíî-ãîîáðàçèÿ Mn

δ (t0, θ) ñîäåðæàò �óíêöèè òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíûì âðåìåíåì äåéñòâèÿ, ïîýòîìóäëÿ îäíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì M∅

∅
=
{
0(·)

} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî âñþäóðàâíîãî íóëþ óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è (3.1)�(3.2)ïðè x0 = 0. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ 0(·) ðàâíî íóëþ, àìíîæåñòâî M∅

∅
ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîîáðàçèåì íóëåâîé ðàçìåðíîñòè.Ïî÷òè âñå âûøåñêàçàííîå ïðî ìíîãîîáðàçèå Mn

δ (t0, θ) îòíîñèòñÿ òàêæå ê ìíîãîîáðàçèþ
Mn

δ(t0, θ) çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, à â êà÷åñòâååãî àòëàñà ìîæíî âçÿòü àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç òîé æå êàðòû (3.14), íî îïðåäåëåííîé íà áîëååøèðîêîì ìíîæåñòâå ∆n(θ).Êðàé ìíîãîîáðàçèÿ Mn

δ(t0, θ) îáîçíà÷èì ∂Mn

δ(t0, θ). Ìíîæåñòâî ∂Mn

δ(t0, θ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-íûì ìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ, èìåþùèì ðàçìåðíîñòü n1 + . . . + nr. Åäèíñòâåííàÿ êàðòà
τ 7→ u(t0, n, τ , θ, δ), τ ∈ ∂∆n(θ) =

⋃

(τ,θ)∈∆n

{τ}ñîñòàâëÿåò àòëàñ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ Σ(A,B) è ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî θ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
M(t0, θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: M(t0, 0) = M∅

∅
, à äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ θ ìíîæåñòâî M (t0, θ)îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(t0, θ) = M∅

∅

⋃
(
⋃

n∈I

⋃

δ∈Λt0
(n)

Mn

δ(t0, θ)

)
.Îïðåäåëèì òàêæå ìíîæåñòâî M(t0) =

⋃
θ>0

M(t0, θ), êîòîðîå ìû ïðåâðàòèì â ìåòðè÷åñêîå ïðî-ñòðàíñòâî, ââåäÿ íà íåì ìåòðèêó
ρ
(
u1, u2

)
= max

16j6r

∫ +∞

t0

∣∣u1
j(s) − u2

j (s)
∣∣ ds (3.15)äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ u1, u2 ∈M(t0). Âñå �óíêöèè, ñîäåðæàùèåñÿ â ìíîæåñòâå M(t0),ÿâëÿþòñÿ �èíèòíûìè, ïîýòîìó èíòåãðàë â ðàâåíñòâå (3.15) âñåãäà ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, àáåñêîíå÷íûé âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàí çäåñü òîëüêî äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé.Â ëåììå 7 ñ�îðìóëèðîâàíî îñíîâíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà M(t0,σ(t0)). Óòâåðæäåíèå ýòîéëåììû áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ â � 4 ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (3.1)�(3.2).Ëåììà 7. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà1) ëþáîå óïðàâëåíèå u(·) ∈M (t0,σ(t0)) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (3.5) íà ïðî-ìåæóòêå [t0, t0 + θ], ãäå θ � âðåìÿ äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ u(·);2) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ U , óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðèíöèïó ìàêñèìó-ìà (3.5) íà íåêîòîðîì íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå [t0, t0 + θ] ⊆ [t0, t0 + σ(t0)], ñóùåñòâó-åò òàêîå óïðàâëåíèå u′(·) ∈ ∂Mn

δ(t0, θ) ⊆ M(t0,σ(t0)), ÷òî u(t) = u′(t) ïðè ïî÷òè âñåõ
t ∈ [t0, t0 + θ].



122 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü û(·) ∈ M(t0,σ(t0)) � ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå, èìåþùååâðåìÿ äåéñòâèÿ θ. Äîêàæåì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (3.5) íà îòðåçêå
[t0, t0 + θ]. Äëÿ óïðàâëåíèÿ 0(·) ∈ M∅

∅
ýòî î÷åâèäíî, ïóñòü û(·) ∈ M(t0,σ(t0)) \M∅

∅
. Ñóùå-ñòâóþò òàêèå âåêòîðû n ∈ I è δ ∈ Λt0(n), ÷òî û(·) ∈Mn

δ(t0,σ(t0)).Îáîçíà÷èì τ = (τ1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r

1 , . . . , τ
r
nr

) � âåêòîð ïåðåêëþ÷åíèé �óíêöèè û(·). Ïî ïî-ñòðîåíèþ ìíîæåñòâà M(t0,σ(t0)) äëÿ θ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 < θ 6 σ(t0) (íàïîìèíàåì,÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì û 6= 0), ïîýòîìó ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé {ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
, îïðåäåëåííûõ ðà-âåíñòâîì (3.8), îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà íåïóñòîì èíòåðâàëå I = (t0, t0 + θ). Äàëåå, δ ∈ Λt0(n)è ñèñòåìà òî÷åê τ ′ =

{
t0 + τ j

i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé íà èíòåðâàëå I, ñëåäîâàòåëüíî,ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ĉ ∈ R

n, ÷òî δ(ĉ) = δ è êàæäàÿ ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ), j = 1, . . . , r, èìååò óçëû â òî÷êàõ t0 + τ j
1 , . . . , t0 + τ j

nj
è íå èìååò äðóãèõóçëîâ íà èíòåðâàëå I.Ïîëîæèì

ψ̂(t) = ĉ1ψ1(t) + . . .+ ĉnψn(t), (3.16)ãäå ψ1(t), . . . , ψn(t) � �èêñèðîâàííàÿ ðàíåå ñèñòåìà âåêòîðîâ (3.7). Òàê êàê âåêòîð ĉ íåíóëå-âîé, òî ðåøåíèå ψ̂(t) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6) íåòðèâèàëüíî. Ïîäñòàâëÿÿ (3.16) â ïðèíöèïìàêñèìóìà (3.5) è ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (3.8), ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî
max
u∈U

ψ̂(t)B(t)u = max
|u1|61

( n∑

i=1

ĉiξ
1
i (t)

)
u1 + . . .+ max

|ur|61

( n∑

i=1

ĉiξ
r
i (t)

)
ur =

= max
|u1|61

ξ1(t; ĉ)u1 + . . .+ max
|ur|61

ξr(t; ĉ)ur = ξ1(t; ĉ)û1(t) + . . . + ξr(t; ĉ)ûr(t) (3.17)èìååò ìåñòî ïðè âñåõ t ∈ (t0, t0+θ), êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê t0+τ j
i . Ïåðâîåóòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå û óäî-âëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (3.5) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [t0, t0 + θ] ⊆ [t0, t0 + σ(t0)]äëÿ íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ψ̂(t) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6). Òîãäà ñóùåñòâó-åò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ĉ ∈ R

n, ÷òî äëÿ �óíêöèè ψ̂(t) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå (3.16).Ïîäñòàâëÿÿ (3.16) â ïðèíöèï ìàêñèìóìà (3.5) è ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (3.8), ïîëó÷àåì, ÷òîðàâåíñòâî (3.17) èìååò ìåñòî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0 + θ].Ïî óñëîâèþ ëåììû θ 6 σ(t0), ïîýòîìó ñåìåéñòâî �óíêöèé {ξj
i

}j=1,...,r

i=1,...,n
, îïðåäåëåííûõ ðà-âåíñòâîì (3.8), îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà íåïóñòîì èíòåðâàëå (t0, t0 + θ), ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíîîáîçíà÷èòü

n = i
−(ĉ) ∈ I, δ = δ(ĉ) ∈ Λt0(n), t0 < t0 + τ j

1 < . . . < t0 + τ j
nj
< t0 + θ� óçëû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ξj(t; ĉ) (j = 1, . . . , r) íà èíòåðâàëå (t0, t0 + θ). Ïîëîæèì

u′(·) = u
(
t0, n, τ

1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ j

1 , . . . , τ
j
nj
, θ, δ

)
∈ ∂Mn

δ(t0, θ) ⊆M (t0,σ(t0)).Èç (3.17) ñëåäóåò, ÷òî û(t) = u′(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0 + θ]. �Ëåììà 8. Åñëè ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0, òî äëÿ ëþáîãî 0 6 θ 6 σ(t0)ìíîæåñòâî M(t0, θ) êîìïàêòíî.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè θ = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-÷àå ìíîæåñòâî M(t0, 0) = M∅

∅
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà 0(·) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâ-ëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Ïóñòü θ > 0.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé {uk(·)}∞k=1 ⊂

M(t0, θ). Íàéäóòñÿ òàêèå âåêòîðû n ∈ I è δ ∈ Λt0(n), ÷òî ìíîæåñòâî Mn

δ(t0, θ) ñîäåðæèò áåñ-êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk(·)}∞k=1. Âûäåëèì ýòó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñíîâà îáîçíà÷èì åå {uk(·)}∞k=1 ⊂Mn

δ(t0, θ). Îáîçíà÷èì
τ(k) =

(
τ1
1 (k), . . . , τ1

n1
(k), . . . , τ r

1 (k), . . . , τ r
nr

(k)
)



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 123ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1è τn(k) � âåêòîð ïåðåêëþ÷åíèé è âðåìÿ äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè uk(·) ïðè êàæäîì
k ∈ N. Êîîðäèíàòû âåêòîðà τ(k) è âðåìÿ äåéñòâèé τn(k) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

0 < τ j
1 (k) < . . . < τ j

nj
(k) < τn(k) 6 θ, j = 1, . . . , r, k ∈ N. (3.18)Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê {yk}∞k=1 ⊂ R

n1+...+nr+1, ãäå
yk =

(
τ1
1 (k), . . . , τ1

n1
(k), . . . , τ r

1 (k), . . . , τ r
nr

(k), τn(k)
)
, k ∈ N,ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó [0, θ]n1+...+nr+1 è ïîýòîìó èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó

ŷ =
(
τ̂1
1 , . . . , τ̂

1
n1
, . . . , τ̂ r

1 , . . . , τ̂
r
nr
, τ̂n
)
∈ [0, θ]n1+...+nr+1.Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}∞k=1 âûäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå ŷ, èñíîâà îáîçíà÷èì åå {yk}∞k=1, lim

k→∞
yk = ŷ. Èìååì

lim
k→∞

τ j
i (k) = τ̂ j

i , i = 1, . . . , nj , j = 1, . . . , r; lim
k→∞

τn(k) = τ̂n.Ïåðåõîäÿ â (3.18) ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, áóäåì èìåòü
0 6 τ̂ j

1 6 . . . 6 τ̂ j
nj

6 τ̂n 6 θ, j = 1, . . . , r. (3.19)Åñëè τ̂n = 0, òî, î÷åâèäíî, uk → 0 ∈M (t0, θ) â ìåòðèêå (3.15) ïðè k → ∞. Ïóñòü τ̂n > 0.Ïîñòðîèì �óíêöèþ û(·) =
(
û1(·), . . . , ûr(·)

)
∈ U , ãäå êàæäàÿ �óíêöèÿ ûj : R → {−1, 0, 1},

j = 1, . . . , r, ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) ûj(t) = 0, åñëè t /∈ [t0, t0 + τ̂n];2) ûj(t) = δj(−1)i+1, åñëè t ∈
(
t0 + τ̂ j

i−1, t0 + τ̂ j
i

)
(i = 1, . . . , nj + 1; τ̂ j

0 = 0, τ̂ j
nj+1 = τ̂n);3) ûj(t) = ûj(t+ 0), åñëè t ∈ {t0, t0 + τ̂ j

1 , . . . , t0 + τ̂ j
nj
, t0 + τ̂n}.Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, êàê ñòðîÿòñÿ �óíêöèè ûj(·) íà íåïóñòîì îòðåçêå [t0, t0 + τ̂n]. Ñî-ãëàñíî (3.19) òî÷êè t0 + τ̂ j

1 , . . . , t0 + τ̂ j
nj

ðàçáèâàþò ýòîò îòðåçîê íà ïðîìåæóòêè [t0, t0 + τ̂ j
1

]
,[

t0 + τ̂ j
1 , t0 + τ̂ j

2

]
, . . . ,

[
t0 + τ̂ j

nj
, t0 + τ̂n

]
, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûðîæäåííûå. Íà êàæäîìíåâûðîæäåííîì èíòåðâàëå (t0 + τ̂ j

i−1, t0 + τ̂ j
i

) �óíêöèÿ ûj(·) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî 2). Ïîñëåýòîãî �óíêöèÿ ûj(·) ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííîé íà âñåì èíòåðâàëå (t0, t0 + τ̂n) çà èñêëþ÷åíèåì,ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Â ýòèõ òî÷êàõ, âêëþ÷àÿ êîíöû èíòåðâàëà (t0, t0 + τ̂n),�óíêöèÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà ñîãëàñíî 3). Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ïå-ðåêëþ÷åíèé êàæäîé �óíêöèè ûj(·) (j = 1, . . . , r) íà èíòåðâàëå (t0, t0 + τ̂n) ñîäåðæàòñÿ ñðåäèìíîæåñòâà òî÷åê {t0 + τ̂ j
1 , . . . , t0 + τ̂ j

nj
}, íî íå êàæäàÿ òî÷êà t0 + τ̂ j

i , âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿòî÷êîé ïåðåêëþ÷åíèÿ �óíêöèè ûj(·). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå åñëè 0 < τ̂1
1 = τ̂1

2 < τ̂1
3 < . . . , òî÷êè

t0 + τ̂1
1 è t0 + τ̂1

2 íå äàþò ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè û1(·) (â ýòîì ïðèìåðå û1 = δ1 ïðè
t ∈ (t0, t0 + τ̂1

3 )).Îáîçíà÷èì n̂j (j = 1, . . . , r) � êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé �óíêöèè ûj(·) íà èíòåðâàëå
(t0, t0 + τ̂n). Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî n̂j 6 nj ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r, ïîýòîìó
n̂ = (n̂1, . . . , n̂r) ∈ I. Îáîçíà÷èì, äàëåå, δ̂j = ûj(t0 + 0) (j = 1, . . . , r) � çíà÷åíèå êóñî÷íî ïî-ñòîÿííîé �óíêöèè ûj(·) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0. Ïðè òåõ j ∈ {1, . . . , r}, ïðè êîòîðûõ
nj = n̂j , ïî ïîñòîåíèþ �óíêöèè ûj(·) èìååò ìåñòî δ̂j = δj . Ïîýòîìó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3
δ̂ ∈ Λt0(n̂) è, ñëåäîâàòåëüíî, û(·) ∈Mbnbδ(t0, θ) ⊆M(t0, θ).Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèè û(·), î÷åâèäíî, uk → û â ìåòðèêå (3.15) ïðè k → ∞. Êîìïàêò-íîñòü ìíîæåñòâà M(t0, θ) äîêàçàíà. �



124 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1� 4. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà äîêðèòè÷íîñòè è ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿÄëÿ êàæäîé òî÷êè t0 ∈ R îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ft0 : M(t0) → R
n ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Ft0(u) = −
∫ +∞

t0

X(t0, s)B(s)u(s) ds. (4.1)Îòîáðàæåíèå Ft0 îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ëþáîå �èêñèðîâàííîå óïðàâëåíèå û ∈
M(t0) ïåðåâîäèò òî÷êó x0 = Ft0(û) â íóëü çà âðåìÿ θ, ãäå θ � âðåìÿ äåéñòâèÿ óïðàâëå-íèÿ û(·) (áåñêîíå÷íûé âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â ðàâåíñòâå (4.1) èñïîëüçîâàí èñêëþ-÷èòåëüíî äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî M(t0),ÿâëÿþòñÿ �èíèòíûìè).Ëåììà 9. Ïóñòü ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäàîòîáðàæåíèå

Ft0 : M(t0,σ(t0)) → D(t0,σ(t0)) (4.2)ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû. Ïðîèçâîëüíîåóïðàâëåíèå u(·) ∈M(t0,σ(t0)) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì è ïåðåâîäèò òî÷êó x0 = Ft0

(
u(·)

) â íóëüçà âðåìÿ θ 6 σ(t0), ãäå θ � âðåìÿ äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ u(·). Òîãäà Θ(t0, x0) 6 θ 6 σ(t0)è ñîãëàñíî ñâîéñòâó 4) óòâåðæäåíèÿ 8 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå x0 ∈ D(t0,σ(t0)), ïîýòîìó
Ft0

(
M(t0,σ(t0))

)
⊆ D(t0,σ(t0)).Ïóñòü òåïåðü x0 ∈ D(t0,σ(t0)). Åñëè x0 = 0, òî Ft0

(
0(·)

)
= 0 = x0, ãäå 0(·) ∈ M∅

∅
⊆

M(t0,σ(t0)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 6= 0. Òîãäà ïî ñâîéñòâó 4) óòâåðæäåíèÿ 8 ñóùåñòâóåò îï-òèìàëüíîå óïðàâëåíèå û(·) ∈ U , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çà âðåìÿ 0 < Θ(t0, x0) 6 σ(t0).Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå û(·) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (3.5) íà íåâûðîæäåííîìïðîìåæóòêå [t0, t0 + Θ(t0, x0)] ⊆ [t0, t0 + σ(t0)], ïîýòîìó ïî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò òàêîå ũ(·) ∈
M(t0,σ(t0)), ÷òî û(t) = ũ(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0 +Θ(t0, x0)]. Òîãäà Ft0(ũ) = Ft0(û) = x0,à òàê êàê ũ(·) ∈M(t0,σ(t0)), òî D(t0,σ(t0)) ⊆ Ft0

(
M(t0,σ(t0))

)
, ÷òî âìåñòå ñ äîêàçàííûì ðà-íåå âêëþ÷åíèåì Ft0

(
M(t0,σ(t0))

)
⊆ D(t0,σ(t0)) äàåò Ft0

(
M(t0,σ(t0))

)
= D(t0,σ(t0)). Òàêèìîáðàçîì, îòîáðàæåíèå (4.2) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå (4.2) ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëü-çóÿ òå æå èäåè, ÷òî ëåæàò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ óïðàâëÿ-åìûõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ([13, ñâîéñòâî 1℄), íî ìû ïîñòóïèì ïðîùå è âîñïîëü-çóåìñÿ òåîðåìîé 12 èç [1, ãë. 3℄. Õîòÿ ýòà òåîðåìà ñ�îðìóëèðîâàíà äëÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîéñèñòåìû (3.1)�(3.2) ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè A è B, îíà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ óïðàâ-ëÿåìîé ñèñòåìû (3.1)�(3.2) ñ íåïðåðûâíûìè ìàòðè÷íûìè �óíêöèÿìè t 7→ A(t) è t 7→ B(t)ïðè íåêîòîðûõ îáîáùåíèÿõ óñëîâèé òåîðåìû ñîãëàñíî êîììåíòàðèÿì íà [1, ñ. 205�210℄.Èòàê, ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ òåîðåìû 12 èç [1, ãë. 3℄ äëÿ èíòåðâàëà I =
(
t0, t0 +σ(t0)

)
. Ïåðâîåóñëîâèå òåîðåìû òðåáóåò, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R

r ÿâëÿëîñü âíóòðåííåé òî÷-êîé ìíîãîãðàííèêà U = [−1, 1]r , ÷òî â íàøåì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî. Âòîðîå óñëîâèå �îáùíîñòü ïîëîæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà I � èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12èç [1, ãë. 3℄ ëèøü â ñâÿçè ñî ññûëêîé íà òåîðåìó 15 èç [1, ãë. 3℄ (îáîáùåíèå òåîðåìû 9 èç [1,ãë. 3℄ íà íåñòàöèîíàðíûå ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû). Ïîýòîìó âìåñòî ïðîâåðêè óñëî-âèÿ îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà I ïðîâåðèì íåïîñðåäñòâåííî âûïîëíåíèåóòâåðæäåíèå òåîðåìû 15 èç [1, ãë. 3℄. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì 0 < θ 6 σ(t0) êàæ-äîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3.6) îïðåäåëÿåò óïðàâëÿþùóþ �óíêöèþíà ïðîìåæóòêå [t0, t0 + θ] îäíîçíà÷íî çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (3.1) ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé â òî÷êå t0, òî ýòîò �àêò òàêæåëåãêî ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x0 = Ft0(u
′) = Ft0(u

′′) äëÿ íåêîòîðûõ óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé
u′(·), u′′(·) ∈ M(t0,σ(t0)). Åñëè u′ = 0 èëè u′′ = 0, òî, î÷åâèäíî, u′ = u′′ = 0. Áóäåì ñ÷èòàòüäàëåå, ÷òî u′ 6= 0 è u′′ 6= 0. Ïî ëåììå 7 óïðàâëåíèÿ u′(·) è u′′(·) óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 125ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ìàêñèìóìà (3.5) íà ïðîìåæóòêàõ [t0, t0 + θ′] è [t0, t0 + θ′′] ñîîòâåòñòâåííî, ãäå 0 < θ′ 6 σ(t0),
0 < θ′′ 6 σ(t0) � âðåìåíà äåéñòâèé ýòèõ óïðàâëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèÿ u′(·) è
u′′(·) ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè íà ïðîìåæóòêàõ [t0, t0 + θ′] è [t0, t0 + θ′′] è ïåðåâîäÿò òî÷êó
x0 â íóëü çà âðåìåíà θ′ è θ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå 12 èç [1, ãë. 3℄ ýòè óïðàâëåíèÿñîâïàäàþò, òî åñòü θ′ = θ′′ = θ è u′(t) = u′′(t) ïðè t ∈ [t0, t0 + θ]. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàèíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (4.2), ÷òî âìåñòå ñ äîêàçàííîé âûøå ñþðúåêòèâíîñòüþ îçíà÷àåòâçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ (4.2).Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (4.2) â îáëàñòè M(t0,σ(t0)) î÷åâèäíà. Åñëè çíà÷åíèå �óíê-öèè σ(t0) êîíå÷íî, òî ñîãëàñíî ëåììå 8 ìíîæåñòâî M(t0,σ(t0)) êîìïàêòíî, ïîýòîìó îòîá-ðàæåíèå (4.2) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì. Åñëè σ(t0) = +∞, òî èç ñâîéñòâ 5)�6) óòâåðæäå-íèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî D(t0,σ(t0)) = D(t0) îòêðûòî â R

n è �óíêöèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ
x 7→ Θ(t0, x) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x ∈ D(t0). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ D(t0) îáðàçêîìïàêòà M(t0,Θ(t0, x0) + 1) ïðè îòîáðàæåíèè Ft0 ïîëíîñòüþ íàêðûâàåò òî÷êó x0 âìåñòå ñíåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòüþ On

ε (x0) â R
n. Ýòîãî ñâîéñòâà âìåñòå ñ íåïðåðûâíîñòüþ è âçàèìíîéîäíîçíà÷íîñòüþ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå (4.2) áûëî ãîìåîìîð�èçìîì. �Îáîçíà÷èì

Nn

δ (t0, θ) = Ft0

(
Mn

δ (t0, θ)
)
, Nn

δ(t0, θ) = Ft0

(
Mn

δ(t0, θ)
)
, (4.3)

∂Nn

δ(t0, θ) = Ft0

(
∂Mn

δ(t0, θ)
)
, N∅

∅
= Ft0(M

∅

∅
) = 0 (4.4)(

t0 ∈ Σ, 0 < θ 6 σ(t0), n ∈ I, δ ∈ Λt0(n)
)
.Ëåììà 10. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ

n ∈ I, δ ∈ Λt0(n) è ëþáîì 0 < θ 6 σ(t0)1) îòîáðàæåíèå Ft0 : Mn

δ (t0, θ) → Nn

δ (t0, θ) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî è â êàæäîé òî÷êåîáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n1 + . . .+ nr + 1;2) îòîáðàæåíèå Ft0 : ∂Mn

δ(t0, θ) → ∂Nn

δ(t0, θ) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî è â êàæäîéòî÷êå îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n1 + . . . + nr.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì îòîáðàæåíèå Ft0 êàê �óíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò ëîêàëü-íûõ êîîðäèíàò
(τ , τn) =

(
τ1
1 , . . . , τ

1
n1
, . . . , τ r

1 , . . . , τ
r
nr
, τn
)
∈ ∆n(θ)ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà u(·) = u(t0, n, τ , τn, δ) ∈Mn

δ (t0, θ). Èìååì
Ft0(τ , τn) = Ft0

(
u(·)

)
= −

r∑

j=1

nj+1∑

i=1

δj(−1)i+1

∫ t0+τ
j
i

t0+τ
j
i−1

X(t0, s)b
j(s) ds, (4.5)ãäå τ j

0 = 0, τ j
nj+1 = τn, à bj � ñòîëáåö ìàòðèöû B ñ íîìåðîì j. Äè��åðåíöèðóÿ (4.5) ïîêàæäîé ïåðåìåííîé τ j

i è ïåðåìåííîé τn, ïîëó÷èì
hj

i (τ , τn) =
∂F

∂τ j
i

(τ , τn) = 2δj(−1)iX
(
t0, t0 + τ j

i

)
bj
(
t0 + τ j

i

)
, i = 1, . . . , nj , j = 1, . . . , r; (4.6)

hn(τ , τn) =
∂F

∂τn
(τ , τn) = −

r∑

j=1

δj(−1)njX(t0, t0 + τn)bj(t0 + τn). (4.7)Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (4.6)�(4.7) ëèíåéíî íåçàâèñèìà â ëþáîé òî÷êå (τ̂ , τ̂n) ìíîæåñòâà
∆n(θ). Ïóñòü c11, . . . , c

1
n1
, . . . , cr1, . . . , c

r
nr
, cn òàêîâû, ÷òî r∑

j=1

nj∑
i=1

cjih
j
i (τ̂ , τ̂n) + cnhn(τ̂ , τ̂n) = 0 èëè

r∑

j=1

nj∑

i=1

2cji δj(−1)iX
(
t0, t0 + τ̂ j

i

)
bj
(
t0 + τ̂ j

i

)
+ cn

r∑

j=1

δj(−1)nj+1X(t0, t0 + τ̂n)bj(t0 + τ̂n) = 0. (4.8)



126 Â.Â. ËóêüÿíîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1�àíåå (ñì. ñòð. 119) ìû ïîêàçàëè, ÷òî X(t0, s) = Ψ−1(t0)Ψ(s), ãäå ìàòðèöà Ψ(s) ïîñòðî÷íîñîñòàâëåíà èç ñèñòåìû âåêòîðîâ (3.7). Óìíîæàÿ (4.8) íà Ψ(t0) ñëåâà, áóäåì èìåòü
r∑

j=1

nj∑

i=1

2cji δj(−1)iΨ
(
t0 + τ̂ j

i

)
bj
(
t0 + τ̂ j

i

)
+ cn

r∑

j=1

δj(−1)nj+1Ψ(t0 + τ̂n)bj(t0 + τ̂n) = 0. (4.9)Òàê êàê 0 < τ̂n < θ 6 σ(t0), òî ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé {ξj
i (·)
}j=1,...,r

i=1,...,n
, îïðåäåëåííûõ ðàâåí-ñòâîì (3.8), îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà íåïóñòîì èíòåðâàëå I = (t0, t0 + θ). Äàëåå, ïî óñëîâèþëåììû δ ∈ Λt0(n) = Λ

+
t0

(n) è ñèñòåìà òî÷åê τ̂ ′ =
{
t0 + τ̂ j

i

}j=1,...,r

i=1,...,nj
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé íàèíòåðâàëå I, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð ĉ ∈ R

n, ÷òî δ(ĉ) = δ èïðè êàæäîì j = 1, . . . , r ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ) èìååò óçëû â òî÷êàõ t0 + τ̂ j
1 , . . . , t0 + τ̂ j

njè íå èìååò äðóãèõ êîðíåé (íè óçëîâ, íè ïó÷íîñòåé) íà èíòåðâàëå I, â ÷àñòíîñòè ξj(t0+τ̂n; ĉ) 6= 0ïðè âñåõ j = 1, . . . , r. Óìíîæàÿ (4.9) íà âåêòîð-ñòðîêó ĉT ñëåâà, áóäåì èìåòü
cn

r∑

j=1

δj(−1)nj+1ξj(t0 + τ̂n; ĉ) = 0. (4.10)Ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîðà ĉ êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ξj(t; ĉ) èìååò íà (t0, t0 +θ) ðîâíî
nj êîðíåé è âñå ýòè êîðíè � óçëû, ïðè ýòîì δj(ĉ) = δj è ξj(t0 + τ̂n; ĉ) 6= 0, ïîýòîìó èìåþòìåñòî ðàâåíñòâî sign ξj(t0 + τ̂n; ĉ) = δj(−1)nj è ïðè êàæäîì j = 1, . . . , r ðàâåíñòâî

ξj(t0 + τ̂n; ĉ) =
∣∣ξj(t0 + τ̂n; ĉ)

∣∣ sign ξj(t0 + τ̂n; ĉ) = δj(−1)nj
∣∣ξj(t0 + τ̂n; ĉ)

∣∣. (4.11)Ïîäñòàâëÿÿ (4.11) â (4.10), ïîëó÷èì cn
r∑

j=1

∣∣ξj(t0 + τ̂n; ĉ)
∣∣ = 0, îòêóäà cn = 0, ïîñêîëüêó âñå

ξj(t0 + τ̂n; ĉ) 6= 0 (j = 1, . . . , r), êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå. Òîãäà (4.9) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
r∑

j=1

nj∑

i=1

2cji δj(−1)iΨ
(
t0 + τ̂ j

i

)
bj
(
t0 + τ̂ j

i

)
= 0. (4.12)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �èêñèðîâàííîãî ceeı ïî óòâåðæäåíèþ 3 ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåê-òîð c̃ ∈ R

n, ÷òî ξe(t0 + τ̂eeı ; c̃) 6= 0 è ξj
(
t0 + τ̂ j

i ; c̃
)

= 0 ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ i = 1, . . . , nj è
j = 1, . . . , r. Óìíîæàÿ (4.12) íà âåêòîð-ñòðîêó c̃T ñëåâà, ïîëó÷èì ceeıξe(t0 + τ̂eeı ; c̃) = 0, îòêóäà
ceeı = 0. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ceeı èìååì cji = 0 ïðè âñåõ i = 1, . . . , nj è j = 1, . . . , r.Ìû äîêàçàëè, ÷òî c11 = . . . = c1n1

= . . . = cr1 = . . . = crnr
= cn = 0, çíà÷èò ñèñòåìàâåêòîðîâ (4.6)�(4.7) ëèíåéíî íåçàâèñèìà â òî÷êå (τ̂ , τ̂n) ∈ ∆n(θ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðî-èçâîëüíîñòè òî÷êè (τ̂ , τ̂n), â ëþáîé òî÷êå (τ , τn) ∈ ∆n(θ). Ïîýòîìó ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå

(τ , τn) 7→ F ′(τ , τn) =

=
(
h1

1(τ , τn) · · · h1
n1

(τ , τn) · · · hr
1(τ , τn) · · · hr

nr
(τ , τn) hn(τ , τn)

) (4.13)íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî íà ìíîæåñòâå ∆n(θ) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìàòðè÷íûõ �óíêöèé
s 7→ X(t0, s), s 7→ B(s) è â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèå (4.5) èìååò ìàêñè-ìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã n1 + . . .+nr +1, ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòèðàâåíñòâà (4.13), ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1) ëåììû äîêàçàíî.Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì 0 < θ 6 σ(t0) îòîáðàæåíèå

τ 7→ F ′(τ , θ) =
(
h1

1(τ , θ) · · · h1
n1

(τ , θ) · · · hr
1(τ , θ) · · · hr

nr
(τ , θ)

)
, (4.14)ãäå τ ∈ ∂∆n(θ), à âåêòîðû hj

i (·, ·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (4.6), ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì îòîáðà-æåíèåì äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ft0 : ∂Mn

δ(t0, θ) → ∂Nn

δ(t0, θ). Îíî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî íàìíîæåñòâå ∂∆n(θ) è â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèå (4.5) èìååò ìàêñèìàëüíîâîçìîæíûé ðàíã n1 + . . . + nr, ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-ñòâà (4.14), ëèíåéíî íåçàâèñèìû â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà ∂∆n(θ). Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2)ëåììû òàêæå äîêàçàíî. �



Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå T-ñèñòåìû �óíêöèé 127ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Òåîðåìà 7. Åñëè ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ìíî-æåñòâà D(t0,σ(t0)) óïðàâëåíèå ũ(·) = F−1
t0

(x0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1)�(3.2) è ïå-ðåâîäèò òî÷êó x0 â íóëü çà âðåìÿ Θ(t0, x0).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Åñëè x0 = 0, òîóïðàâëåíèå F−1
t0

(0) = 0(·) ∈ M∅

∅
⊆ M(t0,σ(t0)) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ âûðîæäåííîéçàäà÷è (3.1)�(3.2). Äàëåå, äëÿ ëþáîé òî÷êè 0 6= x0 ∈ D(t0,σ(t0)) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîåóïðàâëåíèå û(·) ∈ U , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çà âðåìÿ 0 < Θ(t0, x0) 6 σ(t0). Îïòè-ìàëüíîå óïðàâëåíèå û(·) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (3.5) íà íåâûðîæäåííîì ïðîìå-æóòêå [t0, t0 + Θ(t0, x0)] ⊆ [t0, t0 + σ(t0)], ïîýòîìó ïî ëåììå 7 ñóùåñòâóåò òàêîå óïðàâëåíèå

ũ(·) ∈ M(t0,σ(t0)), ÷òî û(t) = ũ(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t0 + Θ(t0, x0)]. Ñëåäîâàòåëüíî,óïðàâëåíèå ũ(t) òàêæå ïåðåâîäèò òî÷êó x0 â íóëü çà âðåìÿ Θ(t0, x0) è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ îï-òèìàëüíûì. Òåïåðü èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ Ft0 : M(t0,σ(t0)) → D(t0,σ(t0))(ëåììà 9) ñëåäóåò ũ(·) = F−1
t0

(x0). �Äîêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Ft ïîçâîëÿþò èçó÷èòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâàóïðàâëÿåìîñòè çà âðåìÿ θ ïðè óñëîâèè θ 6 σ(t0).Òåîðåìà 8. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1) äîêðèòè÷åñêàÿ â òî÷êå t0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæè-òåëüíîãî θ 6 σ(t0) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.1. Ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè çà âðåìÿ θ D(t0, θ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì â R
nè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

D(t0, θ) = N∅

∅

⋃
(
⋃

n∈I

⋃

δ∈Λt0
(n)

Nn

δ(t0, θ)

)
, (4.15)ãäå Nn

δ(t0, θ) � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì è ñ ãëàäêîé âíóòðåííîñòüþ
Nn

δ (t0, θ), èìåþùèå ðàçìåðíîñòü n1 + . . . + nr + 1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Nn

δ(t0, θ) ñóùå-ñòâóåò îïòèìàëüíîå êóñî÷íî ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u(·) ∈ U , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëüçà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ 0 < ϑ 6 θ; êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ uj(·) íàïðîìåæóòêå (t0, t0 + ϑ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ +1 èëè −1 è èìååò ðîâíî nj ïåðåêëþ÷å-íèé, à δj ∈ {−1, 1} � çíà÷åíèå �óíêöèè uj(·) îò ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ t0 äî ïåðâîãîïåðåêëþ÷åíèÿ (èëè äî êîíöà äâèæåíèÿ, åñëè ïåðåêëþ÷åíèé íåò).2. �ðàíèöà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè çà âðåìÿ θ ∂D(t0, θ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàâ âèäå
∂D(t0, θ) =

⋃

n∈I

⋃

δ∈Λt0
(n)

∂Nn

δ(t0, θ), (4.16)ãäå ∂Nn

δ(t0, θ) � ýòî ãëàäêèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ, èìåþùèå ðàç-ìåðíîñòü n1 + . . .+ nr. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ ∂Nn

δ(t0, θ) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå êóñî÷íîïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u(·) ∈ U , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â íóëü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ θ;êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ uj(·) íà ïðîìåæóòêå (t0, t0 + θ) ïðèíèìàåòçíà÷åíèÿ +1 èëè −1 è èìååò ðîâíî nj ïåðåêëþ÷åíèé, à δj ∈ {−1, 1} � çíà÷åíèå �óíêöèè
uj(·) îò ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ t0 äî ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ (èëè äî êîíöà äâèæåíèÿ,åñëè ïåðåêëþ÷åíèé íåò).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòèçà âðåìÿ θ D(t0, θ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì â R

n ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1) óòâåðæäåíèÿ 8.Ïðåäñòàâëåíèå (4.15) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé � 3, îáîçíà÷åíèé (4.3)�(4.4) è ëåììû 9.Ìíîæåñòâà Mn

δ(t0, θ) (n ∈ I, δ ∈ Λt0(n)), î÷åâèäíî, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìóèç ëåììû 9 ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (4.3)�(4.4) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Nn

δ(t0, θ) (n ∈ I,
δ ∈ Λt0(n)) òàêæå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1) òåîðåìû î ãëàäêîñòè èðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèé Nn

δ(t0, θ) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 10.
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δ(t0, θ). Óïðàâëåíèå u(·) = F−1
t0

(x0) ïîòåîðåìå 7 ïåðåâîäèò òî÷êó x0 â íóëü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ 0 < ϑ 6 θ. Äàëåå, u(·) ∈
∂Mn

δ(t0, ϑ) ⊆ Mn

δ(t0, θ) è, çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ∂Mn

δ(t0, ϑ) (ñì. � 3) óïðàâëå-íèå u(·) êóñî÷íî ïîñòîÿííî, êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ �óíêöèÿ uj(·) íà ïðîìåæóòêå (t0, t0 + ϑ)ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ +1 èëè −1 è èìååò ðîâíî nj ïåðåêëþ÷åíèé, à δj ∈ {−1, 1} � çíà÷å-íèå �óíêöèè uj(·) îò ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ t0 äî ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ (èëè äî êîíöàäâèæåíèÿ, åñëè ïåðåêëþ÷åíèé íåò).Ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû äîêàçàí.Ìíîæåñòâî ∂M (t0, θ) =
⋃

n∈I

⋃
δ∈Λt0

(n)

∂Mn

δ(t0, θ), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà
M(t0, θ), ñëåäîâàòåëüíî, åãî îáðàçîì ïðè ãîìåîìîð�íîì îòîáðàæåíèè Ft0 (ëåììà 9) áóäåòãðàíèöà ìíîæåñòâà D(t0, θ). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (4.3)�(4.4), ñðàçó ïîëó÷àåì (4.16).Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèìóòâåðæäåíèÿì ïåðâîãî ïóíêòà. �Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, íà êîòîðîì ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîëó÷åííûå â ýòîéðàáîòå ðåçóëüòàòû.Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

{
ẋ1 = x2 + u1,

ẋ2 = −x1 + u2,

|u1| 6 1,

|u2| 6 1.
(4.17)Â êà÷åñòâå �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

{
ψ̇1 = ψ2,

ψ̇2 = −ψ1âîçüìåì âåêòîð-�óíêöèè ψ1(t) = (sin t, cos t), ψ2(t) = (cos t, − sin t). Òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñðàâåíñòâîì (3.8) îïðåäåëèì ñåìåéñòâî �óíêöèé
(
ξ11(t) ξ21(t)
ξ12(t) ξ22(t)

)
=

(
sin t cos t
cos t − sin t

)
. (4.18)Òàê êàê ñèñòåìà (4.17) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7 �óíêöèÿ t 7→

σ(t), ïîñòðîåííàÿ äëÿ ñåìåéñòâà (4.18), ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Â ïðèìåðå 1 (ñì. � 1) ìû óæåðàññìàòðèâàëè ñåìåéñòâî �óíêöèé (4.18) è óñòàíîâèëè, ÷òî îíî îáðàçóåò TA-ñèñòåìó íà ëþáîìèíòåðâàëå (α, α+π/2), α ∈ R. ßñíî òàêæå, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî �óíêöèé íå îáðàçóåò TA-ñèñòåìóíè íà êàêîì èíòåðâàëå (α, α+π/2+ε), åñëè ε > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ σ(t) = π/2äëÿ âñåõ t ∈ R, à ñèñòåìà (4.17) ÿâëÿåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé â ëþáîé òî÷êå âåùåñòâåííîé îñè.Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7 îòîáðàæåíèå Λt, ïîñòðîåííîå äëÿ ñåìåéñòâà (4.18), íå çàâèñèò îò
t, òî åñòü Λt = Λ : I → {−1, 1}2 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ Λ(i) ïðè êàæäîì
i ∈ I = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} íàìè óæå áûëè íàéäåíû â ïðèìåðå 1 (ðàâåíñòâà (1.11)�(1.12)).Òåïåðü äëÿ êàæäîé ïàðû (n, δ), n ∈ I, δ ∈ Λ(i) ïîñòðîèì ìíîãîîáðàçèÿ Nn

δ (t0, π/2),
∂Nn

δ(t0, π/2). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (4.17) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, òî åå äîêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî
D(t0, π/2) è ìíîãîîáðàçèÿ Nn

δ (t0, π/2), ∂Nn

δ(t0, π/2) íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðå-ìåíè t0. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì óêàçûâàòü àðãóìåíò t0 â îáîçíà÷åíèÿõ ýòèõìíîæåñòâ. Êàæäîå îäíîìåðíîå îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå N0,0
δ (π/2), δ ∈ Λ(0, 0) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ÷åòâåðòü íåêîòîðîé îêðóæíîñòè (ðàçíîé äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ) áåç êîíöåâûõ òî-÷åê, êàæäîå äâóìåðíîå îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå N1,0

δ (π/2), δ ∈ Λ(1, 0) è N0,1
δ (π/2), δ ∈ Λ(0, 1)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòûé êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð, à íóëüìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N∅

∅
åñòüïðîñòî íà÷àëî êîîðäèíàò â R

2.Âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå ñîãëàñ-íî òåîðåìå 8 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíóòðåííîñòü äîêðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè
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�èñ. 2. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà äîêðèòè÷íîñòè D(π/2) ñèñòåìû (4.17)
IntD(π/2) ñèñòåìû (4.17), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì êðóãîì ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëåêîîðäèíàò (ðèñ. 2):

IntD
(π

2

)
= {0}

⋃
(
⋃

n∈I

⋃

δ∈Λ(n)

Nn

δ

(π
2

))
= {x ∈ R

2 : |x| < 2}.Êàæäîå îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ∂N 1,0
δ (π/2), δ ∈ Λ(1, 0) è ∂N 0,1

δ (π/2), δ ∈ Λ(0, 1) åñòü÷åòâåðòü îêðóæíîñòè S1
2 = {x ∈ R

2 : |x| = 2}, îòñåêàåìàÿ îñÿìè êîîðäèíàò, à ìíîãîîáðàçèÿ
∂N 0,0

δ (π/2), δ ∈ Λ(0, 0) � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè S1
2 ñ îñÿìè êîîðäèíàò (íà ðè-ñóíêå 2 îíè íå ïîêàçàíû). Ñîãëàñíî òåîðåìå 8 ìíîæåñòâà ∂Nn

δ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõîáúåäèíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíèöó äîêðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ∂D(π/2),êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ S1
2 (ðèñ. 2):

∂D
(π

2

)
=
⋃

n∈I

⋃

δ∈Λ(n)

∂Nn

δ

(π
2

)
= S1
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