
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1ÓÄÊ 517.972.8© À. �. ×åíöîâ�ÀÑØÈ�ÅÍÈß Â ÊËÀÑÑÅ ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÕ ÌÅ�È ÓÑËÎÂÈß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅ×ÓÂÑÒÂÈÒÅËÜÍÎÑÒÈÏ�È ÎÑËÀÁËÅÍÈÈ ×ÀÑÒÈ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈÉ 1Äëÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ðàñøèðåíèÿ â êëàññå âåêòîðíûõêîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð è èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè äîñòèæèìîãîìíîæåñòâà ïðè îñëàáëåíèè ÷àñòè îãðàíè÷åíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèå, êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ íå÷óâñòâèòåëüíîñòü.� 1. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåìàÿ íèæå àáñòðàêòíàÿ ïîñòàíîâêà èìååò ñâîèì èñòî÷íèêîì ñëåäóþùóþ ñîäåðæà-òåëüíóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé:
·
x (t) = A(t)x(t) +B(t)f(t) (1.1)íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè I0

△
= [t0, ϑ0] (çäåñü è íèæå △

= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ),
t0 < ϑ0; íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû: x(t0) = x0 ∈ R

n, ãäå n � ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà. Â (1.1) A(·) � íåïðåðûâíûé ïîêîìïîíåíòíî (n × n) -ìàòðèöàíò íà I0, B(·) � (n × r) -ìàòðèöàíò íà I
△
= [t0, ϑ0[, äîïóñêàþùèé ïîêîìïîíåíòíîå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè (ê.-ï.) è íåïðåðûâíûìè ñïðàâà (í. ñïð.) âåùåñòâåííîçíà÷íûìè (â/ç) �óíêöèÿìèíà I. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âñåõ ê.-ï. è í. ñïð. íåîòðèöàòåëüíûõ ïîêîìïîíåíòíî r -âåêòîð-�óíêöèé íà I, U � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî (ï/ì) F ; ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â (1.1) u ∈ U, ïðè÷åìíà âûáîð u íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå

∫ ϑ0

t0

S(t)u(t)dt ∈ Y, (1.2)ãäå S(·) åñòü (m × r) -ìàòðèöàíò íà I òîãî æå òèïà, ÷òî è B(·), Y � çàìêíóòîå ï/ì R
m.Îãðàíè÷åíèå (1.2) ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî U∂ , U∂ ⊂ U, âñåõ äîïóñòèìûõ (â ñìûñëå (1.2)) óïðàâ-ëåíèé èç U. Ïðè ýòîì êàæäàÿ �óíêöèÿ f ∈ F, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê óïðàâëåíèå â ñèñòåìå(1.1), �îðìèðóåò åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ ϕf äàííîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå I0 èïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â R

n. Ìíîæåñòâî G
△
= {ϕu(ϑ0) : u ∈ U∂} åñòü îáëàñòü äîñòèæèìîñòè(ÎÄ) â ìîìåíò ϑ0; ñì. [1℄.Åñëè Y â (1.2) ìåíÿåòñÿ, òî ìåíÿåòñÿ è ÎÄ. Îãðàíè÷èìñÿ ñåé÷àñ îáñóæäåíèåì îñëàáëåíèéóñëîâèÿ (1.2), èìåÿ â âèäó çàìåíó Y êàêèì-òî ìíîæåñòâîì Y1, Y ⊂ Y1 ⊂ R

m, ÷òî ïðèâîäèòê íîâîé ÎÄ G1. Çà÷àñòóþ áûâàåò òðóäíî óêàçàòü êîíêðåòíóþ ñòåïåíü îñëàáëåíèÿ (1.2), â òîâðåìÿ êàê òèï îñëàáëåíèÿ ïîíÿòåí. Â ýòîé ñâÿçè ïîëàãàåì, ÷òî Y ¾çàìåíÿåòñÿ¿ íåïóñòûìñåìåéñòâîì ï/ì R
m, ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ Y. �àññìàòðèâàåì (ñåé-÷àñ) äâå âåðñèè óïîìÿíóòîãî ñåìåéñòâà: Y1 è Y2; â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâàèç óïîìÿíóòûõ ñåìåéñòâ � ìåòðè÷åñêèå ε -îêðåñòíîñòè Y, ε > 0. Îäíà èç ìåòðèê � íîðìèðó-åìàÿ (ñîïîñòàâëÿåì âåêòîðó èç R

m íàèáîëüøèé èç ìîäóëåé åãî êîìïîíåíò), à äðóãàÿ îòâå÷àåòñèòóàöèè, êîãäà îñëàáëåíèå Y -îãðàíè÷åíèÿ (1.2) êàñàåòñÿ ëèøü ÷àñòè êîîðäèíàò, è ÿâëÿåòñÿ1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (06-01-00414, 07-01-96088).



132 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1íåêîòîðîé êîìïîçèöèåé íîðìèðóåìîé è äèñêðåòíîé ìåòðèê. Â ðåçóëüòàòå ÎÄ çàìåíÿåòñÿ äâóìÿñðàâíèìûìè ìíîæåñòâàìè ïðèòÿæåíèÿ (ÌÏ) AS1 è AS2. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ñåìåéñòâî
{G(ε), ε > 0} ¾áîëüøèõ¿ ÎÄ (îòâå÷àþùèõ îñëàáëåíèþ (1.2) ïî âñåì êîîðäèíàòàì), âî âòîðîì� ñåìåéñòâî {Gε, ε > 0) ¾ìàëûõ¿ ÎÄ; AS1 ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìíîæåñòâ G(ε),ãäå ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå, à AS2 � ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìíîæåñòâ Gε, ε > 0.Èññëåäóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àáñòðàêòíûõ àíàëîãîâ AS1 è AS2, à òàêæå óñëîâèÿ èõ ñîâïà-äåíèÿ; ïîñëåäíåå ñâîéñòâî (ïðåäñòàâëÿþùåå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ) èìååò ñìûñë àñèìïòîòè-÷åñêîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè îñëàáëåíèè ÷àñòè îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóåòñÿñïåöèàëüíûé àïïàðàò ðàñøèðåíèé èñõîäíîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ êîíñòðóêöèÿìè ðàñøèðåíèé îò-ìåòèì [2, 3, 4, 5℄; îñîáî âûäåëÿåì îáùèé ïîäõîä Í.Í. Êðàñîâñêîãî â [4℄ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ ïðèìåíåíèåì îáîáùåííûõ �óíêöèé.Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ ïîñòàíîâêà, âêëþ÷àþùàÿ âûøåóïîìÿíóòóþñîäåðæàòåëüíóþ çàäà÷ó êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.� 2. Îáùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿÏåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñîãëàøåíèÿ, ñëåäóÿ â îñíîâíîì [6, 7, 8℄. Âûðàæåíèå def çàìåíÿåò �ðàçó¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà x ÷åðåç {x} îáîçíà÷àåì ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé x;

∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Åñëè x è y � îáúåêòû, òî {x; y}
△
= {x} ∪ {y} � íåóïîðÿäî÷åííàÿïàðà îáúåêòîâ x è y. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà.Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà. ×åðåç P(X) (÷åðåç P ′(X) ) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïó-ñòûõ) ï/ì ìíîæåñòâà X; Fin(X) � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(X). Åñëè A è

B � ìíîæåñòâà, à f : A −→ B, òî:1) äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà C ∈ P(A) ìíîæåñòâî
f1(C)

△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B)åñòü îáðàç C ïðè äåéñòâèè f, à (f |C) åñòü def îòîáðàæåíèå èç C â B (ñóæåíèå f íà C ),äëÿ êîòîðîãî (f |C)(x)

△
= f(x) ∀x ∈ C;2) ∀B ∈ P ′(P(B))

f−1[B]
△
= {f−1(V ) : V ∈ B} ∈ P ′(P(A)). (2.1)Åñëè A � íåïóñòîå ñåìåéñòâî, à B � ìíîæåñòâî, òî

A|B
△
= {A ∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)).Â äàëüíåéøåì R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, N

△
= {1; 2; . . .} è ∀k ∈ N

( 1, k
△
= {i ∈ N|i 6 k}) & (

−−→
k,∞

△
= {i ∈ N|k 6 i}).Åñëè T � ìíîæåñòâî è s ∈ N , òî ÷åðåç T s îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (ti)i∈1,s :

1, s −→ T (â ÷àñòíîñòè, R
s � s -ìåðíîå àðè�ìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî). �å÷ü, ñòàëî áûòü,èäåò î �óíêöèÿõ, îïðåäåëåííûõ íà 1, s.Äëÿ âñÿêèõ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ÒÏ) (X, t) è ìíîæåñòâà A ∈ P(X) : 1) cl(A, t)åñòü def çàìûêàíèå A â (X, t); 2) t|A � òîïîëîãèÿ A, èíäóöèðîâàííàÿ èç (X, t); 3) Nt[A] �ñåìåéñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé A â (X, t), ïîíèìàåìûõ â ñìûñëå [9, ãë. I℄. Åñëè (X, t) � ÒÏ è

x ∈ X, òî ïîëàãàåì Nt(x)
△
= Nt[{x}], ïîëó÷àÿ �èëüòð [9, ãë. I℄ îêðåñòíîñòåé òî÷êè x. Åñëè

(X, t) � ÒÏ, òî ÷åðåç Ft (÷åðåç (t− comp)[X] ) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ ï/ì X, çàìêíóòûõ(êîìïàêòíûõ [10℄) â (X, t). Åñëè (X, τ1) è (Y, τ2) � ÒÏ, òî ÷åðåç C(X, τ1, Y, τ2) îáîçíà÷àåììíîæåñòâî âñåõ (τ1, τ2) -íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y,

Ccl(X, τ1, Y, τ2)
△
= {g ∈ C(X, τ1, Y, τ2) | g

1(F ) ∈ Fτ2 ∀F ∈ Fτ1}



�àñøèðåíèÿ â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð 133ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1(ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y ) è, íàêîíåö,
Cap(X, τ1, Y, τ2)

△
= {g ∈ Ccl(X, τ1, Y, τ2) | g

−1({y}) ∈ (τ1 − comp)[X] ∀y ∈ Y }(ìíîæåñòâî âñåõ ïî÷òè ñîâåðøåííûõ [10, . 287℄ îòîáðàæåíèé èç X â Y ).Åñëè P è T � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è t � òîïîëîãèÿ T, òî ÷åðåç ⊗P (t) îáîçíà÷àåì[7, . 269℄ òîïîëîãèþ ìíîæåñòâà âñåõ îòîáðàæåíèé èç P â T, ñîîòâåòñòâóþùóþ òèõîíîâñêîéñòåïåíè ÒÏ (T, t) ïðè èñïîëüçîâàíèè P â êà÷åñòâå èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ïðè ýòîì
P = 1, k, ãäå k ∈ N , òî ⊗k[t]

△
= ⊗1,k(t); ÒÏ (Tk,⊗k[t]) � êîíå÷íàÿ ñòåïåíü ÒÏ (T, t).Åñëè X � ìíîæåñòâî, òî β[X] (èëè β0[X] ) � ìíîæåñòâî âñåõ ñåìåéñòâ B ∈ P ′(P(X))(âñåõ ñåìåéñòâ B ∈ P ′(P ′(X)) ) òàêèõ, ÷òî

∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2;

F[X]
△
= {F ∈ P ′(P ′(X)) | (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F) &({G ∈ P(X) | F ⊂ G} ⊂ F ∀F ∈ F)}åñòü ìíîæåñòâî âñåõ �èëüòðîâ [9, ãë. I℄ X (ýëåìåíòû β0[X] � ñóòü áàçû �èëüòðîâ X è òîëüêîîíè), ïðè÷åì

(X − fi)[B]
△
= {L ∈ P(X) | ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F[X] ∀B ∈ β0[X].Îáû÷íûì îáðàçîì [9, ãë. I℄ îïðåäåëÿåì ñõîäèìîñòü �èëüòðîâ: åñëè (X, t) � ÒÏ, F ∈ F[X]è x ∈ X, òî ñâîéñòâî F

t
=⇒ x ýêâèâàëåíòíî âëîæåíèþ Nt(x) ⊂ F .Íàïðàâëåííîñòü â ìíîæåñòâå P îïðåäåëÿåì â äàëüíåéøåì êàê âñÿêèé òðèïëåò (D,4, l),ãäå (D,4) � íåïóñòîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî (ÍÌ), l : D −→ P. Êàæäîé íàïðàâëåííîñòè

(D,4, l) â ìíîæåñòâå P ñîïîñòàâëÿåì �èëüòð
(P − ass)[D;4; l]

△
= {V ∈ P(P ) | ∃d ∈ D ∀δ ∈ D((d 4 δ) =⇒ (l(δ) ∈ V ))} ∈ F[P ],àññîöèèðîâàííûé ñ (D,4, l). Åñëè (X, t) � ÒÏ, (D,⊑, g) � íàïðàâëåííîñòü â X è x ∈ X, òî

((D,⊑, g)
t

−→ x)
def
⇐⇒ ((X − ass)[D;⊑; g]

t
=⇒ x) (2.2)(â (2.2)) ââåäåíà ¾îáû÷íàÿ¿ ñõîäèìîñòü ïî Ìîðó-Ñìèòó; ñì. [10, 11℄). Èñïîëüçóåì íèæå èç-âåñòíîå [10℄ ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíîñòè â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè (2.2). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüåñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé íàïðàâëåííîñòè: îñíàùàÿ N îáû÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ 6, ïîëó÷à-åì íåïóñòîå ÍÌ (N ,6); åñëè (xi)i∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ìíîæåñòâå X, òî òðèïëåò

(N ,6, (xi)i∈N ) � íàïðàâëåííîñòü â X è äëÿ âñÿêèõ òîïîëîãèè t ìíîæåñòâà X è òî÷êè x ∈ X

((xi)i∈N
t

−→ x)
def
⇐⇒ ((N ,6, (xi)i∈N )

t
−→ x).Ïîëó÷èëè îáû÷íóþ ñåêâåíöèàëüíóþ ñõîäèìîñòü â ÒÏ.Ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ. Äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíî-æåñòâî E (â äàëüíåéøåì E áóäåò êîíêðåòèçèðîâàíî). Åñëè (X, t) � ÒÏ, l : E −→ X è

E ∈ P ′(P(E)), òî ÷åðåç (as)[X; t; l; E ] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X òàêèõ, ÷òî äëÿ íåêî-òîðîé íàïðàâëåííîñòè (D,4, g) â ìíîæåñòâå E

(E ⊂ (E − ass)[D;4; g]) & ((D,4, l ◦ g)
t

−→ x)( ◦ � ñèìâîë ñóïåðïîçèöèè); íàçûâàåì (as)[X; t; l; E ] ìíîæåñòâîì ïðèòÿæåíèÿ (ÌÏ). Åñëè âóñëîâèÿõ, óïîìÿíóòûõ âûøå, E ∈ β[E], òî [12, . 39,40℄
(as)[X; t; l; E ] =

⋂

P∈E

cl(l1(P ), t). (2.3)



134 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ñâîéñòâî (2.3) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì. Åñëè E ∈ β[E] èìååò ñ÷åòíóþ áàçó (ñì. [8,(3.3.17)℄), à (X, t) � ÒÏ ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè, òî (ñì. [8, . 38℄, [13℄, [14℄) (as)[X; t; l; E ]åñòü ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ei)i∈Nâ E ñî ñâîéñòâàìè
(∀V ∈ E ∃k ∈ N : ej ∈ V ∀j ∈

−−→
k,∞) & ((l(ei))i∈N

t
−→ x).Îòìåòèì, ÷òî â [13, 14℄ äàíû ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÏ íà ÿçûêå �èëüòðîâ è óëüòðà-�èëüòðîâ ìíîæåñòâà E, èãðàþùåãî çäåñü ðîëü ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé.� 3. Êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðûÔèêñèðóåì äàëåå ïîëóàëãåáðó [15℄ L ï/ì íåïóñòîãî ìíîæåñòâà I ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû; èòàê,â äàëüíåéøåì (I,L) � àáñòðàêòíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (ÈÏ)  ïîëóàëãåáðîé ìíîæåñòâ.×åðåç (add)+[L] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ â/ç íåîòðèöàòåëüíûõ êîíå÷íî-àääèòèâíûõ (ê.-à.)ìåð íà L; çäåñü è íèæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ [6, 7, 8, 12℄. ×åðåç A(L) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâîâñåõ â/ç ê.-à. ìåð îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, îïðåäåëåííûõ íà L; (add)+[L], (add)+[L] ⊂ A(L),åñòü êîíóñ, ïîðîæäàþùèé A(L) êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç B0(I,L) îáîçíà÷àåì ìíî-æåñòâî âñåõ ñòóïåí÷àòûõ, â ñìûñëå ÈÏ (I,L), â/ç �óíêöèé íà I; B0(I,L) � ëèíåéíàÿ îáî-ëî÷êà ìíîæåñòâà âñåõ èíäèêàòîðîâ [15, . 56℄ ìíîæåñòâ èç L. Ïðîñòðàíñòâî B(I) âñåõ îãðàíè-÷åííûõ â/ç �óíêöèé íà I îñíàùàåì òðàäèöèîííîé sup-íîðìîé ‖ · ‖ , à çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

B0(I,L), B0(I,L) ⊂ B(I), â òîïîëîãèè ýòîé sup-íîðìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç B(I,L), ÷òî ñîãëà-ñóåòñÿ ñ [16, ãë. IV℄. Îñíàùàÿ B(I,L) êàê (ëèíåéíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî B(I) íîðìîé, èíäóöè-ðîâàííîé èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà (B(I), ‖ · ‖), ìû òàêæå ïîëó÷àåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî B∗(I,L), òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ê B(I,L), ïðè òðàäèöèîííîì íîð-ìèðîâàíèè èçîìåòðè÷åñêè èçîìîð�íî A(L) â ñèëüíîé íîðìå-âàðèàöèè; ñì. [8, . 40℄. Ñàì æåèçîìåòðè÷åñêèé èçîìîð�èçì A(L) íà B∗(I,L) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé êîíñòðóêöèåé èíòå-ãðèðîâàíèÿ [12, ãë. 3℄ (èñïîëüçóåìîé íèæå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé) è èìååò âèä
µ 7−→

(
∫

I

gdµ

)

g∈B(I,L)

: A(L) −→ B∗(I,L).Äâîéñòâåííîñòè (B(I,L),A(L)) îòâå÷àåò îáû÷íàÿ ∗ -ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ τ∗(L) [8, . 41℄ ìíîæå-ñòâà A(L), äëÿ êîòîðîé
(A(L), τ∗(L)) (3.1)åñòü ëîêàëüíî âûïóêëûé σ -êîìïàêò; óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè â (3.1) îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîéÀëàîãëó [16, ãë.V℄. ×åðåç τR (÷åðåç τ∂ ) îáîçíà÷àåì îáû÷íóþ (äèñêðåòíóþ) òîïîëîãèþ R. Ââèäå

τ⊗(L)
△
= ⊗L(τR)|A(L), τ0(L)

△
= ⊗L(τ∂)|A(L)èìååì [8, 12℄ äâå òîïîëîãèè A(L), äëÿ êîòîðûõ

τ⊗(L) ⊂ τ∗(L), τ⊗(L) ⊂ τ0(L);

τ+
∗ (L)

△
= τ∗(L)|(add)+[L] = τ⊗(L)|(add)+[L] ⊂ τ+

0 (L), (3.2)ãäå τ+
0 (L)

△
= τ0(L)|(add)+[L]. ×åðåç B+

0 (I,L) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ�óíêöèé èç B0(I,L). Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì r ∈ N (ñìûñë ïàðàìåòðà r àíàëî-ãè÷åí � 1) è ïîëàãàåì
((add)+r [L]

△
= (add)+[L]r) & (B+

0,r[I;L]
△
= B+

0 (I,L)r); (3.3)åñëè µ ∈ (add)+r [L], òî µ : 1, r −→ (add)+[L] è, ñòàëî áûòü,
µ(j) ∈ (add)+[L] ∀j ∈ 1, r.
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f ∈ B+

0,r[I;L] : f(j) ∈ B+
0 (I,L) ∀j ∈ 1, r.Â ñèëó (3.2) òîïîëîãèè ⊗r[τ+

∗ (L)] è ⊗r[τ+
0 (L)] íåïóñòîãî ìíîæåñòâà (add)+r [L] ñðàâíèìû:

⊗r[τ+
∗ (L)] ⊂ ⊗r[τ+

0 (L)]. (3.4)Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î òîïîëîãèÿõ, èñïîëüçóåìûõ â (3.4), ñì. â [7, 17℄. Åñëè k ∈ N , òî÷åðåç τ
(k)
R

óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü îáû÷íóþ òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâà
R

k ; ïðè ýòîì τ
(k)
R

= ⊗k[τR].� 4. Àïïðîêñèìàòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåðÂñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì ê.-à. ìåðó η ∈ (add)+[L] è ïîëàãàåì
(add)+[L; η]

△
= {µ ∈ (add)+[L] | ∀L ∈ L ((η(L) = 0) =⇒ (µ(L) = 0))}, (4.1)ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ â/ç íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàáî àáñîëþòíî η -íåïðåðûâíûõ [18℄ê.-à. ìåð íà L. Ñëåäóÿ [12, . 69℄, ïîëàãàåì ïðè f ∈ B(I,L), ÷òî f ∗ η åñòü def ê.-à. ìåðà,

f ∗ η ∈ A(L), ÿâëÿþùàÿñÿ íåîïðåäåëåííûì η -èíòåãðàëîì �óíêöèè f. Èìååì [12, . 86℄
(add)+[L; η] = cl({f ∗ η : f ∈ B+

0 (I,L)}, τ∗(L)) = cl({f ∗ η : f ∈ B+
0 (I,L)}, τ0(L)). (4.2)Êîíêðåòíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàòèâíîé ðåàëèçàöèè ê.-à. ìåð èç ìíîæåñòâà (4.1) óêàçàí â [8, 12,17℄. ×åðåç D îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ñåìåéñòâ K ∈ Fin(L), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ:1) I åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç K,2) A ∩B = ∅ ∀A ∈ K ∀B ∈ K \ {A}.×åðåç ≺ îáîçíà÷àåì íàïðàâëåíèå íà D, îïðåäåëÿåìîå íà îñíîâå âïèñàííîñòè îäíîãî ðàçáèåíèÿèç D â äðóãîå; ñì. [12, . 83℄. Òîãäà (D,≺) � íåïóñòîå ÍÌ. Åñëè µ ∈ (add)+[L; η] è K ∈ D,òî â ñîãëàñèè ñ [8, . 49℄ îïðåäåëÿåì Θ+

µ [K] ∈ B+
0 (I,L). Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íóæíûåîòîáðàæåíèÿ èç D â B+

0 (I,L) è â (add)+[L; η]. Ñåé÷àñ îòìåòèì âòîðîå: åñëè µ ∈ (add)+[L; η],òî Θ+
µ [·]∗η åñòü def îïåðàòîð K 7−→ Θ+

µ [K]∗η : D −→ (add)+[L; η], ïðè÷åì äëÿ ïîëó÷àþùåéñÿíàïðàâëåííîñòè (D,≺,Θ+
µ [·] ∗ η) â (add)+[L] èìååì [8, . 50℄ ñâîéñòâà:

((D,≺,Θ+
µ [·] ∗ η)

τ+
∗

(L)
−→ µ) & ((D,≺,Θ+

µ [·] ∗ η)
τ+

0
(L)

−→ µ). (4.3)Ââåäåì
(add)+r [L; η]

△
= (add)+[L; η]r, (add)+r [L; η] ⊂ (add)+r [L];äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà àïïðîêñèìàòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ íà îñíîâå (4.3) ðåàëèçóåòñÿïîêîìïîíåíòíî. Äëÿ µ ∈ (add)+r [L; η] èìååì µ(j) ∈ (add)+[L; η] ïðè j ∈ 1, r è

Θ(r)
µ [K]

△
= (Θ+

µ(i)[K])i∈1,r ∈ B+
0,r[I;L] ∀K ∈ D.Åñëè µ ∈ (add)+r [L; η], òî ÷åðåç Θ

(r)
µ [·] îáîçíà÷àåì îòîáðàæåíèå

K 7−→ Θ(r)
µ [K] : D −→ B+

0,r[I;L]. (4.4)Ââåäåì òàêæå îòîáðàæåíèå P â âèäå ïðàâèëà
(fi)i∈1,r 7−→ (fi ∗ η)i∈1,r : B+

0,r[I;L] −→ (add)+r [L; η]. (4.5)Òîãäà èç (4.3) è (4.5) èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ ∀µ ∈ (add)+r [L; η]

((D,≺,P ◦ Θ(r)
µ [·])

⊗r [τ+
∗

(L)]
−→ µ) & ((D,≺,P ◦ Θ(r)

µ [·])
⊗r [τ+

0
(L)]

−→ µ). (4.6)
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(

∫

I

Θ(r)
µ [K](i)dη)i∈1,r = (

∫

I

Θ+
µ(i)[K]dη)i∈1,r = (µ(i)(I))i∈1,r ∀µ ∈ (add)+r [L; η] ∀K ∈ D. (4.7)Â äàëüíåéøåì (3.4), (4.6) è (4.7) èñïîëüçóþòñÿ â åñòåñòâåííîì ñî÷åòàíèè ïðè óñòàíîâëåíèèñâîéñòâà ïëîòíîñòè ïðè ïîãðóæåíèè ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ óïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâî îáîá-ùåííûõ.� 5. Ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé è åãî ðàñøèðåíèåÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ââîäèòñÿ îäíî ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî âåêòîð-�óíêöèé, êîòîðîå ïîñìûñëó àíàëîãè÷íî U � 1. Âåêòîð-�óíêöèè èç óïîìÿíóòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåì óïðàâëåíèÿ-ìè, õîòÿ êàêîãî-ëèáî àíàëîãà ñèñòåìû (1.1) çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îáñóäèì åñòåñòâåííóþ(è âîñõîäÿùóþ ê [7, 8℄) ñõåìó ðàñøèðåíèÿ â êëàññå âåêòîðíûõ ê.-à. ìåð.×åðåç R

r
+ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ R

r ( r -ìåðíûõ âåêòîðîâ) ñ íåîòðèöàòåëü-íûìè êîìïîíåíòàìè. Ôèêñèðóåì F ∈ P ′(Rr
+) è ïîëàãàåì âñþäó â äàëüíåéøåì, ÷òî ìíîæåñòâî

F çàìêíóòî â (Rr, τ
(r)
R

) = (Rr,⊗r[τR]). Èòàê, F � íåïóñòîå çàìêíóòîå (â îáû÷íîì ñìûñëå)ï/ì R
r
+. Ïóñòü

U
△
= {(fi)i∈1,r ∈ B+

0,r[I;L] |

(
∫

I

fidη

)

i∈1,r

∈ F} (5.1)(íàïîìíèì, ÷òî I � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû; ñì. � 3). Êðîìå òîãî, ïóñòü
Ũ

△
= {(µi)i∈1,r ∈ (add)+r [L; η] | (µi(I))i∈1,r ∈ F}. (5.2)Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà (5.1) (ìíîæåñòâà (5.2)) èìåíóåì îáû÷íûìè (îáîáùåííûìè) óïðàâëåíèÿ-ìè. Âïîëíå î÷åâèäíî âëîæåíèå

P
1(U) ⊂ Ũ, (5.3)âûòåêàþùåå èç (4.7) è ñâîéñòâ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ñì. [12, . 69℄). Íàïîìíèì çäåñü æå,÷òî èç (4.2) âûòåêàåò ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(add)+r [L; η] = cl(P1(B+
0,r[I;L]),⊗r[τ+

∗ (L)]) = cl(P1(B+
0,r[I;L]),⊗r[τ+

0 (L)]). (5.4)Èç (5.4) âûòåêàåò, ÷òî P
1(B+

0,r[I;L]) åñòü ìíîæåñòâî, âñþäó ïëîòíîå â (add)+r [L; η] â ñìûñëåêàæäîãî èç ÒÏ
((add)+r [L],⊗r[τ+

∗ (L)]), (add)+r [L],⊗r[τ+
0 (L)]). (5.5)Ïðåäëîæåíèå 1. Îòîáðàæåíèå

(µi)i∈1,r 7−→ (µi(I))i∈1,r : add)+r [L] −→ R
r (5.6)íåïðåðûâíî â ñìûñëå òîïîëîãèé ⊗r[τ+

∗ (L)] è τ
(r)
R
.Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî è ïî ýòîé ïðè÷èíå îïóùåíî.Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî Ũ çàìêíóòî â ïåðâîì èç óïîìèíàåìûõ â (5.5) ÒÏ: Ũ ∈ Ftïðè t = ⊗r[τ+

∗ (L)].Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ îòîáðàæåíèå (5.6). Òîãäà â ñèëó (5.2) Ũ =
(add)+r [L; η] ∩ ϕ−1(F), ãäå â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ìíîæåñòâî ϕ−1(F) çàìêíóòî â òîïîëîãèè
⊗r[τ+

∗ (L)] (ñì. ïåðâîå ÒÏ â (5.5)). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî (add)+r [L; η] çàìêíóòî (ñì. (5.4)), òîòðåáóåìîå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî. �Ñ ó÷åòîì (3.4) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå âëîæåíèå:
cl(P1(U),⊗r[τ+

0 (L)]) ⊂ cl(P1(U),⊗r[τ+
∗ (L)]). (5.7)
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0 (L)]).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ν ∈ Ũ. Òîãäà èìååì îòîáðàæåíèå ν : 1, r −→ (add)+[L; η].Äëÿ îïåðàòîðà ϕ

△
= Θ

(r)
ν [·] (èç D â B+

0,r[I;L] ) èìååì, ÷òî
ϕ(K)(j) = Θ+

ν(j)[K] ∀K ∈ D ∀j ∈ 1, r.Ñ ó÷åòîì (4.7) èìååì, ñëåäîâàòåëüíî, î÷åâèäíîå ñâîéñòâî
(

∫

I

ϕ(K)(i)dη

)

i∈1,r

= (ν(i)(I))i∈1,r ∈ F ∀K ∈ D.Ñ ó÷åòîì (5.1) ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ϕ : D −→ U. Òîãäà (D,≺,P◦ϕ) � íàïðàâëåííîñòüâ P
1(U) è ñ ó÷åòîì (4.6) èìååì (ñì. [10, . 89℄) âêëþ÷åíèå ν ∈ cl(P1(U),⊗r[τ+

0 (L)]). �Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:
Ũ = cl(P1(U),⊗r[τ+

∗ (L)]) = cl(P1(U),⊗r [τ+
0 (L)]).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (5.3) è ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååì: cl(P1(U),⊗r[τ+

∗ (L)]) ⊂ Ũ. Òå-ïåðü èç (5.7) è ïðåäëîæåíèÿ 3 èìååì öåïî÷êó âëîæåíèé
Ũ ⊂ cl(P1(U),⊗r[τ+

0 (L)]) ⊂ cl(P1(U),⊗r [τ+
∗ (L)]) ⊂ Ũ.×åðåç O îáîçíà÷àåì â/ç �óíêöèþ íà L, äëÿ êîòîðîé O(L)

△
= 0 ∀L ∈ L. Ââåäåíà íóëåâàÿìåðà íà L. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî η 6= O.Òîãäà U 6= ∅, ò.å. U ∈ P ′(B+

0,r[I;L]).�àçóìååòñÿ (ñì. òåîðåìó 1), Ũ ∈ P ′((add)+r [L]) è
τ̃∗r (L)

△
= ⊗r[τ+

∗ (L)]|
Ũ
, τ̃0

r (L)
△
= ⊗r[τ+

0 (L)]|
Ũ

(5.8)ñóòü õàóñäîð�îâû òîïîëîãèè Ũ, ïðè÷åì̃
τ∗r (L) ⊂ τ̃0

r (L) (5.9)((5.9) íàñëåäóåòñÿ îò (3.4)). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 2. Åñëè F ∈ (τ
(r)
R

− comp)[Rr], òî (Ũ, τ̃∗r (L)) � íåïóñòîé êîìïàêò.Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ýëåìåíòàðíîé êîìáèíàöèè ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ êîìïàêòíûõ ÒÏ(ñì., íàïðèìåð, [10, § 3.1℄) è òåîðåìû Àëàîãëó [16, ãë. V℄. Îòìåòèì, ÷òî ñîäåðæàòåëüíûå âà-ðèàíòû íåêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Ũ ëåãêî èçâëåêàþòñÿ èç ïîñòðîåíèé [7, 17, 19℄ (ñì. òàêæå[8, ãë. IV℄, ãäå ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðàñøèðåíèé â êëàññå íåîòðèöàòåëü-íûõ âåêòîðíûõ ê.-à. ìåð). Ñåé÷àñ ðàññìîòðèì îäíó äåòàëèçàöèþ âåñüìà îáùåé ïðîöåäóðû [19℄,èñïîëüçóþùåé ò. í. áèòîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (ÁÒÏ).Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî X, îïåðàòîð s : U −→ X è ìíîæåñòâî Y ∈ P(X). Ïîñëåäíåå �îð-ìèðóåò (ñòàíäàðòíîå) îãðàíè÷åíèå s(u) ∈ Y íà âûáîð u ∈ U. Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ àñèìï-òîòè÷åñêèõ àíàëîãîâ äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ ââåäåì òîïîëîãèè τl è τu ìíîæåñòâà X, ïîëàãàÿïðè ýòîì, ÷òî τl ⊂ τu (òîïîëîãèÿ τu ñèëüíåå). Ïîëó÷àþùèéñÿ òðèïëåò
(X, τl, τu) (5.10)èìåíóåì ÁÒÏ â ñîãëàñèè ñ [19℄. Íàðÿäó ñ (5.10), èìååì (ñì. (5.9)) ÁÒÏ

(Ũ, τ̃∗r (L), τ̃0
r (L)). (5.11)Ôèêñèðóåì ñåìåéñòâî Yl ∈ P ′(Nτl [Y]) è ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

∀x ∈ X \Y ∃O1 ∈ Nτl(x) ∃O2 ∈ Yl : O1 ∩O2 = ∅. (5.12)Ñâîéñòâî (5.12) íàçûâàåì Yl -ðåãóëÿðíîñòüþ ìíîæåñòâà Y èëè ïðîñòî ðåãóëÿðíîñòüþ Y, åñëèïîíÿòíî, î êàêîì ñåìåéñòâå Yl èäåò ðå÷ü.



138 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå (5.12) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà (X, τl) � ðåãóëÿðíîå [11℄ ÒÏ, Y ∈ Fτl è
Yl = Nτl [Y]. Ïîñëåäíåå íå âñåãäà åñòåñòâåííî. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì äðóãîé ñëó÷àé â (5.12):
(X, τl) � ìåòðèçóåìîå ÒÏ, Y ∈ Fτl , Y 6= ∅; ; Yl � ñåìåéñòâî âñåõ ε -îêðåñòíîñòåé Y âìåòðèêå, ïîðîæäàþùåé òîïîëîãèþ τl, ε > 0. Â îáùåì ñëó÷àå (5.12) íåïðåìåííî èìååì ñâîéñòâîçàìêíóòîñòè Y, òî åñòü Y ∈ Fτl .Ïóñòü Yu

△
= Nτu [Y]. Ïî ñâîéñòâàì ÁÒÏ

Yl ⊂ Nτl [Y] ⊂ Yu. (5.13)Âîçâðàùàÿñü ê ÌÏ � 2, ïîëàãàåì El
△
= s−1[Yl] è Eu

△
= s−1[Yu] (ñì. (2.1)); èç (5.13) èìååìâëîæåíèå

El ⊂ Eu. (5.14)Âñþäó â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ÌÏ � 2 ïðè óñëîâèè E = U. Åñëè (T, t) � ÒÏè g ∈ TU, òî
(as)[T ; t; g; Eu] ⊂ (as)[T ; t; g; El]. (5.15)Ïóñòü p

△
= (P|U); p : U −→ Ũ (ñì. (5.3)); ïðè ýòîì p1(U) = P

1(U) è (ñì. (5.8), òåîðåìó 1, àòàêæå [10, .111℄)
Ũ = cl(p1(U), τ̃∗r (L)) = cl(p1(U), τ̃0

r (L)). (5.16)Ïóñòü r ∈ C(Ũ, τ̃∗r (L),X, τl)∩C(Ũ, τ̃0
r (L),X, τu) (ýòî ñâîéñòâî r èìåíóåì äàëåå óíèâåðñàëüíîéíåïðåðûâíîñòüþ) è ïðè ýòîì

s = r ◦ p. (5.17)Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:
(as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El]=(as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; Eu]=(as)[Ũ; τ̃0

r (L);p; El]=(as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu]=r−1(Y).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (5.15) èìååì äâà î÷åâèäíûõ âëîæåíèÿ:

(as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; Eu] ⊂ as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El], (5.18)
(as)[Ũ; τ̃0

r (L);p; Eu] ⊂ (as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; El]. (5.19)Èç (5.9) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñèñòåìà âëîæåíèé: Nτ̃∗

r
(L)(µ) ⊂ Nτ̃0

r
(L)(µ) ∀µ ∈ Ũ. Êàêñëåäñòâèå (ñì. (2.2)) èìååì î÷åâèäíûå âëîæåíèÿ

(as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; E ] ⊂ (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; E ] ∀E ∈ P ′(P(U)). (5.20)Â ÷àñòíîñòè, èç (5.18) è (5.20) ñëåäóþò âëîæåíèÿ

(as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu] ⊂ (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; Eu] ⊂ (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El]. (5.21)Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (5.19) è (5.20) èìååì öåïî÷êó âëîæåíèé

(as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu] ⊂ (as)[Ũ; τ̃0

r (L);p; El] ⊂ (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El]. (5.22)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî µ ∈ (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El] è ïîäáåðåì íàïðàâëåííîñòü (D,4, ϕ) â ìíîæå-ñòâå U, äëÿ êîòîðîé
(El ⊂ (U − ass)[D;4;ϕ]) & ((D,4,p ◦ ϕ)

τ̃∗

r
(L)

−→ µ). (5.23)Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè r èìååì (ñì. [20, .47℄) èç (5.23) ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè:
(D,4, r ◦ p ◦ ϕ)

τl−→ r(µ).
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(D,4, s ◦ ϕ)

τl−→ r(µ). (5.24)Òîãäà r(µ) ∈ Y. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì ïðîòèâíîå: r(µ) ∈ X \Y. Ñ ó÷åòîì ðåãóëÿðíîñòè Y(ñì. (5.12)) ïîäáåðåì îêðåñòíîñòè O1 ∈ Nτl(r(µ)) è O2 ∈ Yl, äëÿ êîòîðûõ O1 ∩O2 = ∅. Òîãäà
s−1(O2) ∈ El, à ïîòîìó (ñì. (5.23))

s−1(O2) ∈ (U − ass)[D;4;ϕ]. (5.25)Èç (5.24) ñëåäóåò, ÷òî O1 ∈ (X − ass)[D;4; s ◦ ϕ], îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
s−1(O1) ∈ (U − ass)[D;4;ϕ]. (5.26)Èç (5.25) è (5.26) èìååì ïî àêñèîìàì �èëüòðà ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

s−1(O1 ∩O2) = s−1(O1) ∩ s−1(O2) ∈ (U − ass)[D;4;ϕ], (5.27)îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò (ñì. � 2), ÷òî s−1(O1∩O2) 6= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó O1 è O2.Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò: r(µ) ∈ Y. Ïîýòîìó µ ∈ r−1(Y), ÷åì çàâåðøàåòñÿ îáîñíîâàíèåâëîæåíèÿ
(as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El] ⊂ r−1(Y). (5.28)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ν ∈ r−1(Y). Òîãäà ν ∈ Ũ è ïðè ýòîì r(ν) ∈ Y. Ïî âûáîðó Yu èìååìñâîéñòâî Eu ∈ β[U], à òîãäà (ñì.(2.3))

(as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu] =

⋂

M∈Eu

cl(p1(M), τ̃0
r (L)). (5.29)Ïóñòü V ∈ Eu, à W ∈ Yu òàêîâî, ÷òî V = s−1(W ). Ïî îïðåäåëåíèþ Yu èìååì, ÷òî W0 ⊂ Wäëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà W0 ∈ τu ñî ñâîéñòâîì Y ⊂W0; ñì. � 2. Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè rèìååì:

r−1(W0) ∈ τ̃0
r (L), (5.30)

r−1(Y) ⊂ r−1(W0). (5.31)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r−1(W0) åñòü îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ν : âûïîëíåíî (5.30) è â ñèëó (5.31)
ν ∈ r−1(W0). Ïóñòü H∗ ∈ Nτ̃0

r
(L)(ν), à G∗ ∈ τ̃0

r (L) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè G∗ ⊂ H∗ è ν ∈ G∗;ñì. [9, ãë. I℄. Òîãäà
G0

△
= G∗ ∩ r−1(W0) ∈ τ̃0

r (L) : ν ∈ G0. (5.32)Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, G0 ∈ Nτ̃0
r
(L)(ν). Â ñèëó (5.16) G0 ∩ p1(U) 6= ∅. Ïóñòü ν0 ∈ G0 ∩ p1(U). Âñèëó (5.32) r(ν0) ∈ W0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ν0 = p(u0) äëÿ íåêîòîðîãî óïðàâëåíèÿ u0 ∈ U, àòîãäà (ñì. (5.17)) s(u0) = r(p(u0)) = r(ν0) ∈ W0 è, ñòàëî áûòü, u0 ∈ s−1(W ). Òîãäà u0 ∈ V è

ν0 ∈ p1(V )∩H∗. Óñòàíîâèëè, ÷òî p1(V )∩T 6= ∅ ∀T ∈ Nτ̃0
r
(L)(ν). Ïîýòîìó ν ∈ cl(p1(V ), τ̃0

r (L)).Ïîñêîëüêó âûáîð V áûë ïðîèçâîëüíûì, èìååì èç (5.29) âêëþ÷åíèå ν ∈ (as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu],÷åì è çàâåðøàåòñÿ îáîñíîâàíèå âëîæåíèÿ

r−1(Y) ⊂ (as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu]. (5.33)Èç (5.22), (5.28) è (5.33) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

r−1(Y) = (as)[Ũ; τ̃0
r (L);p; Eu] = (as)[Ũ; τ̃0

r (L);p; El] = (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; El]. (5.34)Èç (5.21) è (5.34) ñëåäóåò òàêæå ðàâåíñòâî r−1(Y) = (as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; Eu]; êîìáèíèðóÿ ïîñëåä-íåå ñ (5.34), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �Èòàê, r−1(Y) åñòü ¾óíèâåðñàëüíîå¿ ÌÏ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ (ÎÝ).



140 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1� 6. Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ îãðàíè÷åíèéÂ ïðåäåëàõ äàííîãî ïàðàãðà�à ïîëàãàåì, ÷òî X = R
m, ãäå m ∈ N . Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåìïàðàãðà�å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî τl = τ

(m)
R

, òî åñòü
(X, τl) = (Rm, τ

(m)
R

) = (Rm,⊗m[τR]) (6.1)(ïîçäíåå ìû âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ � 5). Èìååì â (6.1) íîðìèðóåìîå è, â÷àñòíîñòè, ìåòðèçóåìîå ÒÏ. Óñëîâèìñÿ î íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèÿõ.Åñëè A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç (Dist)[A] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ìåòðèê íà A;äëÿ z ∈ A×A ÷åðåç pr1(z) è pr2(z) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòû
z : pr1(z) ∈ A, pr2(z) ∈ A, z = (pr1(z),pr2(z)). Ïîëàãàåì äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A,÷òî diag(A)

△
= {z ∈ A×A | pr1(z) = pr2(z)} è d0

A ∈ (Dist)[A] (äèñêðåòíàÿ ìåòðèêà A ) òàêîâà,÷òî
(d0

A(z)
△
= 0 ∀z ∈ diag(A)) & (d0

A(z)
△
= 1 ∀z ∈ (A×A) \ diag(A)).Åñëè A, B è C � ìíîæåñòâà, g : A×B −→ C, a ∈ A è b ∈ B, òî (êàê îáû÷íî) g(a, b) △

= g(z),ãäå z = (a, b).×åðåç d, d ∈ (Dist)[R], îáîçíà÷àåì îáû÷íóþ | · | -ìåòðèêó R ( d(x, y) = |x− y| ïðè x ∈ Rè y ∈ R ); êðîìå òîãî, d0
R
∈ (Dist)[R].Â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ τu �èêñèðóåì ìíîæåñòâî M ∈ P(1,m) : M ⊂ 1,m. Êîðòåæ

(ρi)i∈1,m : 1,m −→ (Dist)[R] (6.2)îïðåäåëÿåì óñëîâèÿìè: (ρj
△
= d0

R
∀j ∈ M) & (ρj

△
= d ∀j ∈ 1,m \ M). Â òåðìèíàõ (6.2)êîíñòðóèðóåì ìåòðèêó ρ ∈ (Dist)[X] ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

ρ((xi)i∈1,m, (x̃i)i∈1,m)
△
= max

k∈1,m
ρk(xk, x̃k) ∀(xi)i∈1,m ∈ X ∀(x̃i)i∈1,m ∈ X (6.3)(ñëó÷àé M = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ; ïðè M = 1,m â ñèëó (6.3) èìååì ðàâåíñòâî ρ = d0

X ). Âñþäóâ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïîëàãàåì, ÷òî τu � òîïîëîãèÿ X, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé ρ.Ïóñòü, êðîìå òîãî, δ ∈ (Dist)[X] � îáû÷íàÿ íîðìèðóåìàÿ ìåòðèêà ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäè-ìîñòè: δ((x′i)i∈1,m, (x
′′
i )i∈1,m) = max

i∈1,m
|x′i − x′′i | ∀(x′i)i∈1,m ∈ X ∀(x′′i )i∈1,m ∈ X. Åñëè d ∈ (Dist)[X]è ε ∈]0,∞[, òî B0

d(x, ε)
△
= {y ∈ X | d(x, y) < ε} (îòêðûòûé øàð â (X, d) ). Â êà÷åñòâå d ìîæíîèñïîëüçîâàòü δ è ρ. Åñëè (xi)i∈1,m ∈ X è ε ∈]0, 1], òî

B0
ρ((xi)i∈1,m, ε) = {(yi)i∈1,m ∈ X | (xj = yj ∀j ∈M) & (|xj − yj | < ε ∀j ∈ 1,m \M)}. (6.4)Èòàê, òîïîëîãèè τl è τu ïîðîæäåíû (â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å) ìåòðèêàìè δ è ρ ñîîòâåòñòâåí-íî; ÿñíî, ÷òî τl ⊂ τu, à ðàññìàòðèâàåìûé âàðèàíò òðèïëåòà (5.10) åñòü ÁÒÏ. Ïóñòü äî êîíöàäàííîãî ïàðàãðà�à

Y ∈ Fτl \ {∅}. (6.5)Åñëè d ∈ (Dist)[X] è ε ∈]0,∞[, òî ïîëàãàåì, ÷òî
B0

d(Y, ε)
△
=

⋃

y∈Y

B0
d(y, ε).Òåì ñàìûì ââåäåíà îòêðûòàÿ ε -îêðåñòíîñòü Y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d). Ïîëàãàåìâ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å, ÷òî

Yl
△
= {B0

δ(Y, ε) : ε ∈]0,∞[}.



�àñøèðåíèÿ â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð 141ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Â ñèëó (6.5) íåïðåìåííî âûïîëíåíî ñâîéñòâî (5.12). Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, Yu = Nτu [Y]. Ñó÷åòîì (6.4) ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó íàñ ìíîãî îêðåñòíîñòåé â ñèëüíåéøåé èç äâóõ òîïîëîãèé èìàëî îêðåñòíîñòåé â ñëàáåéøåé èç ýòèõ òîïîëîãèé; â ýòîé ñâÿçè çàìåòèì, ÷òî
B0

ρ(x, ε) ⊂ B0
δ(x, ε) ∀x ∈ X ∀ε ∈]0, 1].Äëÿ ââåäåíèÿ òðåáóåìîãî âàðèàíòà s ââåäåì ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå:

(i, j) 7−→ Si,j : 1,m× 1, r −→ B(I,L), (6.6)â òåðìèíàõ êîòîðîãî êàê ðàç è áóäåò îïðåäåëåí îïåðàòîð s � 5:
s((fj)j∈1,r)

△
=

(

r
∑

j=1

∫

I

Si,jfjdη
)

i∈1,m
∀(fj)j∈1,r ∈ U. (6.7)Ïîñòóëèðóåì äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à, ÷òî

Si,j ∈ B0(I,L) ∀i ∈M ∀j ∈ 1, r. (6.8)Îïåðàòîð r : Ũ −→ X îïðåäåëÿåì ñåé÷àñ ïîñðåäñòâîì èíòåãðèðîâàíèÿ ìàòðèöàíòà (6.6) ïîâåêòîðíîé ê.-à. ìåðå:
r((µj)j∈1,r)

△
=

(

r
∑

j=1

∫

I

Si,jdµj

)

i∈1,m
∀(µj)j∈1,r ∈ Ũ. (6.9)Òîãäà (ñì. (6.7), (6.9)) ïî ñâîéñòâàì íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà [12, . 70℄ èìååì ðàâåíñòâî(5.17) â åãî êîíêðåòíîé ðåäàêöèè: s = r ◦ p.Ïðåäëîæåíèå 4. Îòîáðàæåíèå (6.9) óíèâåðñàëüíî íåïðåðûâíî:

r ∈ C(Ũ, τ̃∗r (L),X, τl) ∩ C(Ũ, τ̃0
r (L),X, τu).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñâîéñòâî r ∈ C(Ũ, τ̃∗r (L),X, τl) âûòåêàåò èç (6.9) è îïðåäåëåíèÿ

∗ -ñëàáîé òîïîëîãèè. Ïóñòü (D,⊑, ψ) åñòü íàïðàâëåííîñòü â Ũ, µ∗ ∈ Ũ è ïðè ýòîì
(D,⊑, ψ)

τ̃0
r
(L)

−→ µ∗. (6.10)Ïðè d ∈ D èìååì: ψ(d) : 1, r −→ (add)+[L]. Êðîìå òîãî, µ∗ : 1, r −→ (add)+[L]. Ïðè ýòîì âñèëó (5.8) è (6.10)
(D,⊑, ψ)

⊗r [τ+

0
(L)]

−→ µ∗. (6.11)Åñëè i ∈ 1, r, òî îòîáðàæåíèå d 7−→ ψ(d)(i) : D −→ (add)+[L] îáîçíà÷àåì ÷åðåç ψ(·)(i). Òîãäàèç (6.11) âûòåêàåò, ÷òî
(D,⊑, ψ(·)(i))

τ+

0
(L)

−→ µ∗(i) ∀i ∈ 1, r. (6.12)Ñ ó÷åòîì (3.2) è (6.12) ïîëó÷àåì òàêæå ñâîéñòâà: (D,⊑, ψ(·)(i))
τ+
∗

(L)
−→ µ∗(i) ∀i ∈ 1, r. Èòàê,ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ∗ -ñëàáîé ñõîäèìîñòè:

(D,⊑, ψ(·)(i))
τ∗(L)
−→ µ∗(i) ∀i ∈ 1, r. (6.13)Â ñèëó (6.6) è (6.13)

(

D,⊑,
(

r
∑

j=1

∫

I

Si,jdψ(∂)(j)
)

∂∈D

)

τR−→
r

∑

j=1

∫

I

Si,jdµ
∗(j) ∀i ∈ 1,m. (6.14)



142 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Åñëè i ∈ 1,m, òî îòîáðàæåíèå d 7−→ (r ◦ ψ)(d)(i) : D −→ R îáîçíà÷àåì ÷åðåç (r ◦ ψ)(·)(i).Òîãäà èç (6.9) è (6.14) âûòåêàåò, ÷òî
(D,⊑, (r ◦ ψ)(·)(i))

τR−→ r(µ∗)(i) ∀i ∈ 1,m. (6.15)Íàêîíåö, èç (6.12) è îïðåäåëåíèé � 3 âûòåêàåò, ÷òî (D,⊑, ψ(·)(j))
τ0(L)
−→ µ∗(j) ∀j ∈ 1, r. Ïîñëåä-íåå îçíà÷àåò, ÷òî

∀j ∈ 1, r ∀L ∈ L ∃d1 ∈ D ∀d2 ∈ D (d1 ⊑ d2) =⇒ (ψ(d2)(j)(L) = µ∗(j)(L)).Èç (6.8) ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî ∀i ∈M ∃d1 ∈ D ∀d2 ∈ D

(d1 ⊑ d2) =⇒
(

r
∑

j=1

∫

I

Si,jdψ(d2)(j) =
r

∑

j=1

∫

I

Si,jdµ
∗(j)

)

. (6.16)Èç (6.9) è (6.16) ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå: ∃d1 ∈ D ∀d2 ∈ D

(d1 ⊑ d2) =⇒ ((r ◦ ψ)(d2)(i) = r(µ∗)(i) ∀i ∈M). (6.17)�àññìîòðèì (6.15) è (6.17) â åñòåñòâåííîé êîìáèíàöèè. Èç (6.4) ïîëó÷àåì: ∀ε ∈]0, 1] ∃d1 ∈ D

∀d2 ∈ D

(d1 ⊑ d2) =⇒ ((r ◦ ψ)(d2) ∈ B0
ρ(r(µ

∗), ε)). (6.18)Ñ ó÷åòîì (6.18) è îïðåäåëåíèÿ τu èìååì ïðè óñëîâèè (6.10) ñâîéñòâî
(D,⊑, r ◦ ψ)

τu−→ r(µ∗). (6.19)Èòàê, (6.10)=⇒ (6.19). Ïîñêîëüêó âûáîð (D,⊑, ψ) è µ∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, èìååì [20, . 47℄òðåáóåìîå ñâîéñòâî r ∈ C(Ũ, τ̃0
r (L),X, τu). �Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 4 ìîæíî ãîâîðèòü î êîíêðåòíîì âàðèàíòå ïîñòðîåíèé � 5; ñëåäîâà-òåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåì 1, 3.� 7. Ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ (îáùèé ñëó÷àé)Âåðíåìñÿ ê îáùåé ïîñòàíîâêå � 5, â ðàìêàõ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1, 3. Âñþäó â íàñòî-ÿùåì ïàðàãðà�å �èêñèðóåì ÒÏ

(H, τ); (7.1)áóêâà τ èñïîëüçóåòñÿ äàëåå òîëüêî â ñìûñëå (7.1) è îáîçíà÷àåò �èêñèðîâàííóþ òîïîëîãèþìíîæåñòâà H. Ïóñòü
h : U −→ H. (7.2)Îïåðàòîð (7.2) èìåíóåì öåëåâûì, à ÒÏ (7.1) � ïðîñòðàíñòâîì îöåíîê (ðåçóëüòàòîâ) â ñìûñëå,îãîâîðåííîì â [14, 21℄. �àññìàòðèâàåì ÌÏ

(as)[H; τ ;h; El], (as)[H; τ ;h; Eu]. (7.3)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÌÏ (7.3) ïðèâëåêàåì ïðîöåäóðû [19℄, ñëåäóÿ ïðè ýòîì îáùèì ñîãëàøåíèÿì � 5â ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâ El è Eu, îòâå÷àþùèõ (ïîòåíöèàëüíî) âàðèàíòàì îñëàáëåíèÿ Y -îãðàíè÷åíèÿ ïðè çàäàííîì ÁÒÏ (5.10). Ïîëàãàåì, ðàçóìååòñÿ, ÷òî äëÿ çàäàííîãî óíèâåðñàëüíîíåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ r (ñì. � 5) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (5.17), ãäå p � ñóæåíèå îïåðàòîðà
P íà U. Èòàê, ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1, 3.Ïîëàãàåì, êðîìå òîãî, äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à, ÷òî

q ∈ Cap(Ũ, τ̃∗r (L),H, τ) : h = q ◦ p. (7.4)Èòàê, ó íàñ çàäàí ñîâåðøåííûé (â äàííîì ñëó÷àå; ñì. [10, . 287℄) îïåðàòîð q ñî çíà÷åíèÿìèâ ÒÏ (7.1), ðåàëèçóþùèé ïðåäñòàâëåíèå h â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñ îïåðàòîðîì ïîãðóæåíèÿ p.Òåîðåìà 4. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ÌÏ (7.3):
q1(r−1(Y)) = (as)[H; τ ;h; El] = (as)[H; τ ;h; Eu]. (7.5)



�àñøèðåíèÿ â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð 143ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé êîíêðåòèçàöèåé ïîëîæåíèé [6, 7, 8, 19, 22℄, ãäå ñëåäóåòó÷èòûâàòü (2.3) è âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ çàäà÷è, â êîòîðîé E ∈ P ′(P(E)), ê ñëó÷àþ (2.3) ïóòåìçàìåíû ñåìåéñòâà E ñåìåéñòâîì êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ èç E ; ñì. [14, . 53℄. Â èòîãå
(as)[H; τ ;h; E ] = q1((as)[Ũ; τ̃∗r (L);p; E ]) ∀E ∈ P ′(P(E)).Äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò äîïîëíèòü òåîðåìîé 3.Èòàê, q1(r−1(Y)) åñòü ÌÏ, óíèâåðñàëüíîå â äèàïàçîíå ¾àñèìïòîòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé¿,îïðåäåëÿåìûõ ñåìåéñòâàìè El, Eu. Òî÷íåå, ∀E ∈ P ′(P(E))

(El ⊂ E ⊂ Eu) =⇒ (q1(r−1(Y)) = (as)[H; τ ;h; E ]).Äàííîå ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèåé òåîðåìû 4 è îïðåäåëåíèé � 2.� 8. Êîìïàêòè�èöèðóåìûé ñëó÷àéÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî F, èñïîëüçóåìîå â (5.1) è (5.2), êîì-ïàêòíî: âñþäó â äàëüíåéøåì
F ∈ (τ

(r)
R

− comp)[Rr]. (8.1)Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (8.1)), â äàëüíåéøåì F � íåïóñòîé êîìïàêò â (Rr, τ
(r)
R

).Êðîìå òîãî, âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî (H, τ) � õàóñäîð�îâî ÒÏ. Ïóñòü, íàêîíåö,äî êîíöà ñòàòüè
q ∈ C(Ũ, τ̃∗r (L),H, τ) : h = q ◦ p. (8.2)Èç (8.2) èìååì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå (ñì. [10, § 3.7℄, [20, .77℄, à òàêæå òåîðåìó 2): â ðàññìàò-ðèâàåìîì äàëåå ñëó÷àå (ñì., â ÷àñòíîñòè, (8.1), (8.2)) íåïðåìåííî âûïîëíåíî (7.4), ÷åì îáåñïå-÷èâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 4. Èòàê, èìååì â âèäå èòîãîâîãî ñëåäñòâèÿ ñâîéñòâî: âñþäóâ äàëüíåéøåì ñïðàâåäëèâî (7.5).Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (8.1) è òåîðåìå 2 ÒÏ (Ũ, τ̃∗r (L)) � íåïóñòîé êîìïàêò. Èòàê, âäàííîì ïàðàãðà�å èìååì êîìïàêòè�èöèðóåìûé ñëó÷àé àáñòðàêòíîé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî

Yl ∈ β[X]; (8.3)ñâîéñòâî Yu ∈ β[X] ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé � 5. Â ñâÿçè ñ (8.3) îòìåòèì ñîîòíîøåíèå (3.4) â[14℄. �àçóìååòñÿ, èç îïðåäåëåíèé � 5 âûòåêàþò âêëþ÷åíèÿ
(El ∈ β[U]) & (Eu ∈ β[U]). (8.4)Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëîæåíèÿ [23℄ (ñì. òàêæå [20, § 3.6℄). Òåïåðü ñ ó÷åòîì (7.5) èïîëîæåíèé [23℄, âûòåêàþùèõ èç ñëåäñòâèÿ 3.1.5 ìîíîãðà�èè [10℄, èìååì (ñì. òàêæå [20, § 3.6℄)

∀S ∈ Nτ [q
1(r−1(Y))]

(∃P ∈ El : S ∈ Nτ [cl(h
1(Q), τ)] ∀Q ∈ El ∩ P(P )) &

& (∃P̃ ∈ Eu : S ∈ Nτ [cl(h
1(Q̃), τ)] ∀Q̃ ∈ Eu ∩ P(P̃ )).Èç îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâ (8.4) âûòåêàåò, ÷òî ∀S ∈ Nτ [q

1(r−1(Y))]

(∃A ∈ Yl : q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B)), τ) ⊂ S ∀B ∈ Yl ∩ P(A)) &

& (∃Ã ∈ Yu : q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B̃)), τ) ⊂ S ∀B̃ ∈ Yu ∩ P(Ã)).
(8.5)Â (8.5) óêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ¾îêðåñòíîñòíîé¿ ðåàëèçàöèè óíèâåðñàëüíîãî (âäèàïàçîíå ¾àñèìïòîòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé¿) ÌÏ (7.5): èìååòñÿ â âèäó ïîïàäàíèå çàìûêàíèéìíîæåñòâ h1(s−1(T )), ãäå T � îêðåñòíîñòü Y ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà, â íàïåðåä çàäàííóþ¾âèëêó¿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà.



144 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Êîìïàêòè�èöèðóåìàÿ çàäà÷à î äîñòèæèìîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Âñþ-äó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (H, τ) � ìåòðèçóåìîå ÒÏ (óñèëèâàåì óñëîâèÿ íà (H, τ) ).Ïóñòü D � ìåòðèêà H, ïîðîæäàþùàÿ òîïîëîãèþ τ ;

B
0
D(z, ε)

△
= {z̃ ∈ H | D(z, z̃) < ε} ∀z ∈ H ∀ε ∈]0,∞[.Òîãäà τ � ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ G ∈ P(H) òàêèõ, ÷òî ∀z ∈ G ∃ε ∈]0,∞[: B

0
D(z, ε) ⊂ G.Åñëè T ∈ P(H) è ε ∈]0,∞[, òî

B
0
D[T ; ε] =

⋃

z∈T

B
0
D(z, ε) ∈ Nτ [T ] ∩ τ (8.6)åñòü îòêðûòàÿ ε -îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà T.Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè r èìååì (ñì. çàìå÷àíèå 5.1), ÷òî r−1(Y) ∈ Fτ̃∗

r
(L).Êàê ñëåäñòâèå, r−1(Y) ∈ (τ̃∗r (L) − comp)[Ũ], à òîãäà â ñèëó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõîòîáðàæåíèé

q1(r−1(Y)) ∈ (τ − comp)[H]. (8.7)Ïîëåçíî îòìåòèòü òàêæå è òî, ÷òî
q1(Ũ) ∈ (τ − comp)[H] \ {∅}. (8.8)Åñëè æå L ∈ P(U), òî, êàê ëåãêî âèäåòü, h1(L) ⊂ q1(Ũ), à ïîòîìó

cl(h1(L), τ) ⊂ q1(Ũ). (8.9)Â ñâÿçè ñ (8.8) ïîëàãàåì, ÷òî τ̃
△
= τ |

q1(Ũ), ïîëó÷àÿ íåïóñòîé êîìïàêò
(q1(Ũ), τ̃ ). (8.10)Ñ ó÷åòîì (8.9), êîìïàêòíîñòè ÒÏ (8.10) è ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè îïåðàöèè ïåðåõîäà ê ïîä-ïðîñòðàíñòâó èìååì, ÷òî

cl(h1(L), τ) ∈ (τ − comp)[H] ∀L ∈ P(U). (8.11)Èç (8.11) ñëåäóåò, ÷òî
cl(h1(s−1(T )), τ) ∈ (τ − comp)[H]ïðè T ∈ Yu; ñ ó÷åòîì (5.13) èìååì, ÷òî
cl(h1(s−1(T̃ )), τ) ∈ (τ − comp)[H]ïðè T̃ ∈ Yl. Èñïîëüçóÿ (2.3), (8.4) è îïðåäåëåíèÿ � 5, ïîëó÷àåì, ÷òî

q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(T )), τ) ∀T ∈ Yu. (8.12)Â ñâÿçè ñ (8.12) ïîëåçíî ó÷åñòü ñâîéñòâî (5.13). �àññìîòðèì îòäåëüíî ñëåäóþùèå äâà âîçìîæ-íûõ ñëó÷àÿ: 1') r−1(Y) = ∅; 2') r−1(Y) 6= ∅.1') Ïóñòü r−1(Y) = ∅. Òîãäà (ñì. (2.3), (8.4)) â ñèëó òåîðåìû 4 ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ
cl(h1(s−1(T )), τ), T ∈ Yl, ïóñòî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâî

T
△
= {cl(h1(s−1(T )), τ) : T ∈ Yl} (8.13)ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ñâîèõ ìíîæåñòâ. Ñ ó÷åòîì (8.3) è (8.13) ïðîâåðÿåòñÿ [20, . 37℄, ÷òî

∀K ∈ Fin(T ) ∃W ∈ T : W ⊂
⋂

T∈K

T. (8.14)



�àñøèðåíèÿ â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð 145ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ñ ó÷åòîì (8.9) èìååì, ÷òî T ⊂ q1(Ũ) ∀T ∈ T . Íàêîíåö, âñå ìíîæåñòâà èç T çàìêíóòû âêîìïàêòå (8.10). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç T (8.13) è ñâîéñòâà(8.14) èìååì, ÷òî ∃T ∈ Yl : cl(h1(s−1(T )), τ) = ∅. Èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò ñ î÷åâèäíîñòüþ,÷òî ∃T ∈ Yl : s−1(T ) = ∅. Ñ ó÷åòîì (5.13) èìååì òàêæå, ÷òî ∃T̃ ∈ Yu : s−1(T̃ ) = ∅. Èòàê, ïðè
r−1(Y) = ∅ èìååì ñâîéñòâî íåñîâìåñòíîñòè íåêîòîðûõ îñëàáëåííûõ âåðñèé Y -îãðàíè÷åíèÿ.Ñåé÷àñ îòìåòèì òîëüêî èìïëèêàöèþ (r−1(Y) = ∅) =⇒ (∃T ∈ Yl : s−1(T ) = ∅).2') Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî r−1(Y) 6= ∅. Êàê ñëåäñòâèå, èìååì

q1(r−1(Y)) 6= ∅. (8.15)Ïóñòü C
△
= (τ − comp)[H] \ {∅} ( C � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ï/ì H ). Ñ ó÷åòîì(8.7) è (8.15)

q1(r−1(Y)) ∈ C. (8.16)Ñ ó÷åòîì (8.11) è (8.12) èìååì òåïåðü, ÷òî
cl(h1(s−1(T )), τ) ∈ C ∀T ∈ Yu. (8.17)Èç (5.13) è (8.17) âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
cl(h1(s−1(T )), τ) ∈ C ∀T ∈ Yl. (8.18)×åðåç B[D] îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ Γ ∈ P ′(H), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

∃z ∈ H ∃a ∈]0,∞[: Γ ⊂ B
0
D(z, a).Òîãäà BF [D]

△
= B[D] ∩ Fτ åñòü ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ, îãðàíè÷åííûõ è çàìêíóòûõ ï/ì H,ïðè÷åì C ⊂ BF [D]. Åñëè Γ ∈ P ′(H), òî

(D − inf)[z; Γ ]
△
= inf({D(z, z̃) : z̃ ∈ Γ }) ∈ [0,∞[ ∀z ∈ H. (8.19)Â ÷àñòíîñòè, (8.19) îïðåäåëåíî ïðè Γ ∈ B[D]. Åñëè A ∈ B[D] è B ∈ B[D], òî

∃c ∈ [0,∞[: {(D − inf)[z;A] : z ∈ B} ∈ P ′([0, c]);â ñèëó ýòîãî î÷åâèäíîãî ñâîéñòâà îïðåäåëåíî çíà÷åíèå sup
z∈B

(D − inf)[z;A] ∈ [0,∞[. Ïóñòü îòîá-ðàæåíèå D : B[D] × B[D] −→ [0,∞[ îïðåäåëåíî óñëîâèåì
D(P,Q)

△
= sup({sup

z∈P

(D − inf)[z;Q]; sup
z∈Q

(D − inf)[z;P ]})∀P ∈ B[D] ∀Q ∈ B[D]. (8.20)Òîãäà ñóæåíèå DF
△
= (D|BF [D]×BF [D]) îòîáðàæåíèÿ D åñòü ¾îáû÷íàÿ¿ ìåòðèêà Õàóñäîð�à[10, . 441℄, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé D. Â ÷àñòíîñòè, DF (P,Q) ∈ [0,∞[, P ∈ C, Q ∈ C.�àññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî Yl × Yu; åñëè θ ∈ Yl × Yu, òî ÷åðåç pr1(θ) è pr2(θ)îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòû óïîðÿäî÷åííîé ïàðû θ : pr1(θ) ∈ Yl,

pr2(θ) ∈ Yu, θ = (pr1(θ),pr2(θ)). Íà Yl ×Yu îïðåäåëÿåì áèíàðíîå îòíîøåíèå ≪ ïîñðåäñòâîìóñëîâèÿ: ∀a ∈ Yl × Yu ∀b ∈ Yl × Yu

(a≪ b)
def
⇐⇒ ((pr1(b) ⊂ pr1(a)) & (pr2(b) ⊂ pr2(a))).Òîãäà ≪ � íàïðàâëåíèå [11, ãë. 2℄ íà Yl × Yu, à ïàðà (Yl × Yu,≪) åñòü íåïóñòîå ÍÌ.Òåîðåìà 5. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè âîêðåñòíîñòíîé ðåàëèçàöèè: ∀ε ∈]0,∞[ ∃a ∈ Yl × Yu ∀b ∈ Yl × Yu

(a≪ b) =⇒ (DF (cl(h1(s−1(pr1(b))), τ), cl(h
1(s−1(pr2(b))), τ)) < ε). (8.21)
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B

0
D[q1(r−1(Y));

κ

4
] ∈ Nτ [q

1(r−1(Y))]. (8.22)Â ñèëó (8.5) è (8.22) èìååì äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Λ ∈ Yl ñâîéñòâî
q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B)), τ) ⊂ B

0
D[q1(r−1(Y));

κ

4
] ∀B ∈ Yl ∩ P(Λ). (8.23)Êðîìå òîãî, èìååì â ñèëó (8.5) äëÿ íåêîòîðîãî Γ ∈ Yu

q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B)), τ) ⊂ B
0
D[q1(r−1(Y));

κ

4
] ∀B ∈ Yu ∩ P( Γ ). (8.24)Òîãäà ζ

△
= (Λ, Γ ) ∈ Yl × Yu, pr1(ζ) = Λ è pr2(ζ) = Γ . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî θ ∈ Yl × Yu ñîñâîéñòâîì ζ ≪ θ. Òîãäà

(Θ1
△
= pr1(θ) ∈ Yl) & (Θ2

△
= pr2(θ) ∈ Yu)îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: (Θ1 ⊂ Λ) & (Θ2 ⊂ Γ ); ñì. îïðåäåëåíèå ≪ . Ïîýòîìó

Θ1 ∈ Yl∩P(Λ) è Θ2 ∈ Yu∩P( Γ ). Èç (8.23) è (8.24) ïîëó÷àåì ïîýòîìó äâå öåïî÷êè âëîæåíèé:
q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(Θ1)), τ) ⊂ B

0
D[q1(r−1(Y));

κ

4
], (8.25)

q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(Θ2)), τ) ⊂ B
0
D[q1(r−1(Y));

κ

4
]. (8.26)Â ñèëó âêëþ÷åíèé (8.17), (8.18) èìååì î÷åâèäíûå âêëþ÷åíèÿ (cl(h1(s−1(Θ1)), τ) ∈ C) è

(cl(h1(s−1(Θ2)), τ) ∈ C). Êàê ñëåäñòâèå, èìååì, ÷òî ïðè z ∈ H îïðåäåëåíû òðè çíà÷åíèÿ:
(D − inf)[z; cl(h1(s−1(Θ1)), τ)] ∈ [0,∞[, (D − inf)[z; cl(h1(s−1(Θ2)), τ)] ∈

∈ [0,∞[, (D − inf)[z;q1(r−1(Y))] ∈ [0,∞[;åñëè z ∈ q1(r−1(Y)), òî êàæäîå èç ýòèõ çíà÷åíèé ðàâíî 0. Èç (8.6) è (8.25) âûòåêàåò, ÷òî
∀z ∈ cl(h1(s−1(Θ1)), τ) ∃z̃ ∈ q1(r−1(Y)) : D(z, z̃) <

κ

4
; (8.27)àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (8.6) è (8.26) ïîëó÷àåì, ÷òî

∀z ∈ cl(h1(s−1(Θ2)), τ) ∃z̃ ∈ q1(r−1(Y)) : D(z, z̃) <
κ

4
. (8.28)Ñîãëàñíî (8.16) è (8.18) èìååì ïî âûáîðó θ, ÷òî cl(h1(s−1(Θ1)), τ) ∈ B[D], à òîãäà ìíîæåñòâî

{(D − inf)[z;q1(r−1(Y))] : z ∈ cl(h1(s−1(Θ1)), τ)}íåïóñòî è îãðàíè÷åíî, à ïîòîìó îïðåäåëåíî çíà÷åíèå
α1

△
= sup

z∈cl(h1(s−1(Θ1)),τ)

(D − inf)[z;q1(r−1(Y))] ∈ [0,∞[;àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (8.16), (8.17) ñëåäóåò, ÷òî cl(h1(s−1(Θ2)), τ) ∈ B[D] è, ñëåäîâàòåëüíî,ìíîæåñòâî {(D − inf)[z;q1(r−1(Y))] : z ∈ cl(h1(s−1(Θ2)), τ)} íåïóñòî è îãðàíè÷åíî, à òîãäàîïðåäåëåíî çíà÷åíèå
α2

△
= sup

z∈cl(h1(s−1(Θ2)),τ)

(D − inf)[z;q1(r−1(Y))] ∈ [0,∞[.
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(

α1 6
κ

4

)

&
(

α2 6
κ

4

)

. (8.29)Ó÷èòûâàÿ (5.13), (8.12), (8.20) è (8.29), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
DF (cl(h1(s−1(Θ1)), τ),q

1(r−1(Y))) 6
κ

4
, DF (q1(r−1(Y)), cl(h1(s−1(Θ2)), τ)) 6

κ

4
.Èñïîëüçóÿ (äëÿ DF ) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî

DF (cl(h1(s−1(Θ1)), τ), cl(h
1(s−1(Θ2)), τ)) 6

κ

2
< κ.Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà èìïëèêàöèÿ (ó÷èòûâàåì îïðåäåëåíèå Θ1 è Θ2 )

(ζ ≪ θ) =⇒ (DF (cl(h1(s−1(pr1(θ))), τ), cl(h
1(s−1(pr2(θ))), τ)) < κ). (8.30)Ïîñêîëüêó âûáîð θ áûë ïðîèçâîëüíûì, èìååì èç (8.30), ÷òî ∀b ∈ Yl × Yu

(ζ ≪ b) =⇒ (DF (cl(h1(s−1(pr1(b))), τ), cl(h
1(s−1(pr2(b))), τ)) < κ).Êîëü ñêîðî è âûáîð ÷èñëà κ áûë ïðîèçâîëüíûì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.×àñòíûé ñëó÷àé. Òåîðåìà 5 äîñòàâëÿåò öåëûé ðÿä ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé; â ýòîé ñâÿçè ñì.,â ÷àñòíîñòè, [8, . 109,110℄. Ñåé÷àñ îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì âàðèàíòîì, îáðàùàÿñü ê ïîñòðî-åíèÿì � 6. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì âûïîëíåííûì (6.1), ñëåäóåì ñîãëàøåíèÿì � 6 îòíî-ñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, à òàêæå ìåòðèê ρ ∈ (Dist)[X], δ ∈ (Dist)[X] è ìíîæåñòâà Y (6.5).Äàëåå îïåðàòîð s îïðåäåëÿåì ïîñðåäñòâîì (6.6), (6.7), ïîñòóëèðóÿ (6.8); îïåðàòîð r ïîíèìàåò-ñÿ íèæå â ñìûñëå (6.9), ÷åì ãàðàíòèðóåòñÿ ðàâåíñòâî s = r ◦p è ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ4. Êàê îòìå÷àëîñü â � 6, Yl îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ñåìåéñòâà âñåõ ìíîæåñòâ B0

δ(Y, ε), ε ∈]0,∞[,÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü (5.12).Èòàê, â äàëüíåéøåì ÁÒÏ (5.10) � ñóòü R
m ñ ïàðîé ìåòðèçóåìûõ òîïîëîãèé. Â îòíîøå-íèè (H, τ) ñîõðàíÿåì ïðåæíåå ïðåäïîëîæåíèå î ìåòðèçóåìîñòè ïîñðåäñòâîì D. Ñîõðàíÿåìïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî r−1(Y) 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 5.�àññìîòðèì ñåìåéñòâî Ỹu âñåõ ìíîæåñòâ B0

ρ(Y, ε), ε ∈]0,∞[. Òîãäà Ỹu ∈ P ′(Yu). Êàêñëåäñòâèå, äëÿ Ẽu
△
= s−1[Ỹu] ∈ P ′(P(U))

(as)[H; τ ;h; Eu] ⊂ (as)[H; τ ;h; Ẽu]; (8.31)ñì. îïðåäåëåíèÿ � 2 (ìû ó÷ëè, ÷òî Yu = Nτu [Y] ). Ïðè ýòîì Ỹu ∈ β[X] è, êàê ñëåäñòâèå, Ẽu ∈
β[U]. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íóæíûé âàðèàíò (2.3). Äàëåå, èç (6.4) âûòåêàåò,÷òî

B0
ρ(Y, ε) ⊂ B0

δ(Y, ε) ∀ε ∈]0, 1].Ïîýòîìó èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ ñâîéñòâî:
cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, ε))), τ) ⊂ cl(h1(s−1(B0
δ(Y, ε))), τ) ∀ε ∈]0, 1].Êàê ñëåäñòâèå, èìååì ïðè âñÿêîì κ ∈]0, 1], ÷òî

(as)[H; τ ;h; Ẽu] =
⋂

T∈Ẽu

cl(h1(s−1(T )), τ) =
⋂

ε∈]0,∞[

cl(h1(s−1(B0
ρ(Y, ε))), τ) ⊂

⊂
⋂

ε∈]0,1]

cl(h1(s−1(B0
ρ(Y, ε))), τ) ⊂ cl(h1(s−1(B0

δ(Y, κ))), τ)
(8.32)Ïîñêîëüêó âûáîð κ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî âëîæåíèå

(as)[H; τ ;h; Ẽu] ⊂
⋂

ε∈]0,1]

cl(h1(s−1(B0
δ(Y, ε))), τ).
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△
= inf({ε∗; 1}) ∈]0, 1] èìååò ìåñòî öåïî÷êà âëîæåíèé

(as)[H; τ ;h; Ẽu] ⊂
⋂

ε∈]0,1]

cl(h1(s−1(B0
δ(Y, ε))), τ) ⊂

⊂ cl(h1(s−1(B0
δ(Y, ε̄∗))), τ) ⊂ cl(h1(s−1(B0

δ(Y, ε∗))), τ),
(8.33)ïîñêîëüêó ε̄∗ 6 ε∗. Êîëü ñêîðî ε∗ â (8.33) âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, òî (ñì. (2.3))

(as)[H; τ ;h; Ẽu] ⊂
⋂

ε∈]0,∞[

cl(h1(s−1(B0
δ(Y, ε))), τ) =

⋂

T∈Yl

cl(h1(s−1(T )), τ) =

=
⋂

L∈El

cl(h1(L), τ) = (as)[H; τ ;h; El].Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4 (ñì. (7.5)) èìååì òåïåðü âëîæåíèå
(as)[H; τ ;h; Ẽu] ⊂ q1(s−1(Y)). (8.34)Íàêîíåö, èç (7.5) è (8.31) âûòåêàåò âëîæåíèå q1(r−1(Y)) ⊂ (as)[H; τ ;h; Ẽu], êîòîðîå â ñî÷åòà-íèè ñ (8.34) äîñòàâëÿåò ðàâåíñòâî
(as)[H; τ ;h; Ẽu] = q1(r−1(Y)). (8.35)Íàïîìíèì (8.1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ẽu ∈ β[U]. Â ñâÿçè ñ (8.35) èñïîëüçóåì ïîëîæåíèÿ [23℄ (ñì.òàêæå [20, § 3.6℄), êîìïàêòíîñòü ÒÏ (Ũ, τ̃∗r (L)) è îòäåëèìîñòü ÒÏ (H, τ). Òîãäà èìååì, ÷òî

∀T ∈ Nτ [q
1(r−1(Y))] ∃P ∈ Ẽu : T ∈ Nτ [cl(h

1(Q), τ)] ∀Q ∈ Ẽu ∩ P(P ). (8.36)Â ñâÿçè ñ (8.36) ñì., íàïðèìåð, [20, . 124℄.Òåîðåìà 6. ∀α ∈]0,∞[ ∃β ∈]0, 1] ∀ε ∈]0, β]

h1(s−1(B0
ρ(Y, ε))) ⊂ h1(s−1(B0

δ(Y, ε))) ⊂ B
0
D[h1(s−1(B0

ρ(Y, ε)));α].Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì α ∈]0,∞[. Òîãäà â ñèëó (8.6)
B

0
D[q1(r−1(Y));

α

2
] ∈ Nτ [q

1(r−1(Y))]. (8.37)Ñ ó÷åòîì (8.5) è (8.37) ïîäáåðåì ìíîæåñòâî Σ ∈ Yl òàêîå, ÷òî
q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B)), τ) ⊂ B

0
D[q1(r−1(Y));

α

2
] ∀B ∈ Yl ∩ P(Σ). (8.38)Ïîäáåðåì σ̃ ∈]0,∞[ ñî ñâîéñòâîì Σ = B0

δ(Y, σ̃). Òîãäà σ
△
= inf({σ̃; 1}) ∈]0, 1] è ïðè ýòîì

σ 6 σ̃. Ïîýòîìó
B0

δ(Y, σ) ⊂ Σ. (8.39)Â èòîãå B0
δ(Y, σ) ∈ Yl ∩ P(Σ) (ñì. (8.39)), à ïîòîìó èç (8.38) èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êóâëîæåíèé:

q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B0
δ(Y, σ))), τ) ⊂ B

0
D[q1(r−1(Y));

α

2
]. (8.40)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî κ ∈]0, σ]. Òîãäà B0

δ(Y, κ) ∈ Yl ∩ P(Σ), ò. ê. κ 6 σ 6 σ̃. Ïîýòîìó (ñì.(8.38)) èìååì, â ÷àñòíîñòè, âëîæåíèå
q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B0

δ(Y, κ))), τ). (8.41)Êðîìå òîãî, ïî âûáîðó κ èìååì ñëåäóþùåå âëîæåíèå:
B0

δ(Y, κ) ⊂ B0
δ(Y, σ).
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cl(h1(s−1(B0

δ(Y, κ))), τ) ⊂ cl(h1(s−1(B0
δ(Y, σ))), τ).Â èòîãå (ñì. (8.40), (8.41)) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó âëîæåíèé:

q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B0
δ(Y, κ))), τ) ⊂ B

0
D[q1(r−1(Y));

α

2
]. (8.42)�àññìîòðèì ìíîæåñòâî B0

ρ(Y, κ), äëÿ êîòîðîãî B0
ρ(Y, κ) ⊂ B0

δ(Y, κ);

h1(s−1(B0
ρ(Y, κ))) ⊂ h1(s−1(B0

δ(Y, κ))). (8.43)Èç (8.32), (8.35) âûòåêàåò î÷åâèäíîå âëîæåíèå
q1(r−1(Y)) ⊂ cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ).Òîãäà (ñì. (8.6)) èìååì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå âëîæåíèå:
B

0
D[q1(r−1(Y));

α

2
] ⊂ B

0
D[cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ);
α

2
]. (8.44)Èç (8.42), (8.44) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

cl(h1(s−1(B0
δ(Y, κ))), τ) ⊂ B

0
D[cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ);
α

2
].Òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

h1(s−1(B0
δ(Y, κ))) ⊂ B

0
D[cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ);
α

2
]. (8.45)Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî ñîãëàñíî (8.6) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B
0
D[h1(s−1(B0

ρ(Y, κ)));α] =
⋃

z∈h1(s−1(B0
ρ(Y,κ)))

B
0
D(z, α), (8.46)

B
0
D[cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ);
α

2
] =

⋃

z∈cl(h1(s−1(B0
ρ
(Y,κ))),τ)

B
0
D(z,

α

2
). (8.47)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî z∗ ∈ h1(s−1(B0

δ(Y, κ))). Òîãäà (ñì. (8.45)), â ÷àñòíîñòè,
z∗ ∈ B

0
D[cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ);
α

2
].Ñ ó÷åòîì (8.47) ïîäáåðåì òî÷êó z∗ ∈ cl(h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))), τ), äëÿ êîòîðîé
z∗ ∈ B

0
D(z∗,

α

2
).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z∗ ∈ H è z∗ ∈ H ñâÿçàíû óñëîâèåì

D(z∗, z
∗) = D(z∗, z∗) <

α

2
. (8.48)Ïî âûáîðó z∗ èìååì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî

h1(s−1(B0
ρ(Y, κ))) ∩ T 6= ∅ ∀T ∈ Nτ (z∗). (8.49)Â ÷àñòíîñòè, èç (8.49) ñëåäóåò, êîíå÷íî, ÷òî

h1(s−1(B0
ρ(Y, κ))) ∩ B

0
D(z∗,

α

2
) 6= ∅. (8.50)



150 À. �. ×åíöîâÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Ïóñòü (ñì. (8.50)) y∗ ∈ h1(s−1(B0
ρ(Y, κ))) ∩ B

0
D(z∗, α

2 ). Òîãäà
D(z∗, y∗) <

α

2
. (8.51)Èç (8.48) è (8.51) èìååì ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, ÷òî D(z∗, y

∗) < α, ò. å. z∗ ∈ B0
D(y∗, α).Ñ ó÷åòîì (8.46) èìååì, â ÷àñòíîñòè, âêëþ÷åíèå

z∗ ∈ B
0
D[h1(s−1(B0

ρ(Y, κ)));α].Ïîñêîëüêó âûáîð z∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî âëîæåíèå
h1(s−1(B0

δ(Y, κ))) ⊂ B
0
D[h1(s−1(B0

ρ(Y, κ)));α].Ñ ó÷åòîì (8.43) ïîëó÷àåì òåïåðü öåïî÷êó âëîæåíèé
h1(s−1(B0

ρ(Y, κ))) ⊂ h1(s−1(B0
δ(Y, κ))) ⊂ B

0
D[h1(s−1(B0

ρ(Y, κ)));α]. (8.52)Ïîñêîëüêó âûáîð κ áûë ïðîèçâîëüíûì, èç (8.52) ñëåäóåò, ÷òî ∀ε ∈]0, σ]

h1(s−1(B0
ρ(Y, ε))) ⊂ h1(s−1(B0

δ(Y, ε))) ⊂ B
0
D[h1(s−1(B0

ρ(Y, ε)));α]. (8.53)Ïîñêîëüêó σ ∈]0, 1], òî èç (8.53) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî β ∈]0, 1] òàêîå, ÷òî ïðè âñÿêîì
ε ∈]0, β] èñòèííî (8.53). Êîëü ñêîðî âûáîð α > 0 áûë ïðîèçâîëüíûì. �Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, íàìå÷åííàÿ â �1, ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-ñÿ êàê âàðèàíò òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîé ïîñòàíîâêè. Ïîëàãàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî â (1.1)âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A(t) ðàâíû íóëþ ïðè âñåõ t ∈ [t0, ϑ0] (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëå-äóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåîñîáûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì [5, .160℄). Èòàê, ðå÷ü ïîéäåò îäè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìå ·

x (t) = B(t)f(t). Ñîõðàíÿåì â îòíîøåíèè B(·), S(·) è Y âñåïðåäïîëîæåíèÿ �1. Îáîçíà÷åíèÿ I è I0 ïîíèìàåì äàëåå â ñîãëàñèè ñ �1. Â êà÷åñòâå L èñïîëü-çóåì äàëåå îáû÷íóþ ïîëóàëãåáðó ïðîñòðàíñòâà-ñòðåëêè: L îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî âñåõïîëóèíòåðâàëîâ [a, b[, a ∈ I0, b ∈ I0. Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå (I,L) � ïðîñòðàíñòâî-ñòðåëêà.Ïóñòü η � îáû÷íàÿ �óíêöèÿ äëèíû: η(∅) = 0, η(L) = sup(L)− inf(L) ∀L ∈ L \ {∅}. �àçóìååò-ñÿ, η ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëåä ìåðû Ëåáåãà. Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå
(add)+[L; η] = (add)+[L]; ñì. [12, .89℄. Ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî U � 1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì(5.1): U = U. Ïóñòü H = R

n (ñì. �1). Ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèå ϕu äëÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû,ïîðîæäåííîé óïðàâëåíèåì u ∈ U. Îïðåäåëÿåì h â âèäå ïðàâèëà
u 7−→ ϕu(ϑ0) : U −→ H.Â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äàííîå ïðàâèëî èìååò âèä

u 7−→ x0 +

∫

I

B(t)f(t)η(dt) : U −→ H,ãäå èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Åñëè æå ñëåäîâàòü ñèìâîëèêå, ïðèíÿòîé â îñíîâíîé÷àñòè ðàáîòû, òî ïðè (uj)j∈1,r ∈ U

h((uj)j∈1,r) = (x0(i) +

r
∑

j=1

∫

I

Bi,jujdη)i∈1,n.Çäåñü Bi,j, i ∈ 1,n, j ∈ 1, r, � êîìïîíåíòû ìàòðèöàíòà B, ÿâëÿþùèåñÿ (ñì. �1) ðàâíîìåðíûìèïðåäåëàìè ê.-ï. è í. ñïð. â/ç �óíêöèé íà I. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñì. (6.7)) îïðåäåëÿåòñÿîïåðàòîð s. �àçóìååòñÿ, ñàìî Y -îãðàíè÷åíèå èìååò ïðè ýòîì ñìûñë óñëîâèÿ (1.2), ãäå Y = Yè S ñîãëàñîâàíî ñ (6.7), (6.8).



�àñøèðåíèÿ â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð 151ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2009. Âûï. 1Îïðåäåëÿåì D ïîäîáíî δ â � 6 (ñëåäóåò òîëüêî çàìåíèòü m íà n ). Â îòíîøåíèè ÁÒÏ
(X, τl, τu), îïåðàòîðîâ s è r, à òàêæå ñåìåéñòâ El è Eu ñëåäóåì ñîãëàøåíèÿì � 6.Èòàê, ìû ðàñïîëàãàåì âåñüìà ñîäåðæàòåëüíûì âàðèàíòîì îñíîâíîé çàäà÷è (åãî ìîæíî áûëîáû óñëîæíèòü, ïðèâëåêàÿ, êàê è â [19℄, íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà h(u) ∈ H âòî÷êó R

l ïðè íåêîòîðîì l ∈ N è çàìåíÿÿ èñõîäíûé îïåðàòîð h åãî ñóïåðïîçèöèåé ñ ýòèìïðåîáðàçîâàíèåì; ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ¾ñîâîêóïíàÿ ñèñòåìà¿ áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíîé).Â ñâÿçè ñ ðàñøèðåíèåì çàäà÷è îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ũ èìååò ñìûñë ìíîæåñòâà îáîá-ùåííûõ óïðàâëåíèé; åñëè µ = (µj)j∈1,r ∈ Ũ, òî òðàåêòîðèÿ ϕ̃µ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå
t 7−→ (x0(i) +

r
∑

j=1

∫

[t0,t[
Bi,jdµj)i∈1,n : I0 −→ H.Â ýòîé ñâÿçè óìåñòíî ïðèíÿòü ñîãëàøåíèå: îïåðàòîð q åñòü ïðàâèëî

µ 7−→ ϕ̃µ(ϑ0) : Ũ −→ H.Îòîáðàæåíèå r îïðåäåëÿåì ïîñðåäñòâîì (6.9). Òîãäà r−1(Y) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíî-æåñòâî äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé (ÎÓ), à q1(r−1(Y)) � êàê ÎÄ â êëàññå ÎÓ:
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