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© À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÀß ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈß ÄÂÈÆÅÍÈß ÍÅ�ÎËÎÍÎÌÍÛÕÑÈÑÒÅÌÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû î ãàìèëüòîíèçàöèè è èíòåãðèðóåìîñòè íåãîëîíîìíîé çàäà÷è Ñóñëîâàè åå îáîáùåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî ×àïëûãèíûì. Âîïðîñû âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííûõ îñîáåííî-ñòåé äèíàìèêè ýòîé ñèñòåìû è, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàíû ñ íåòðèâèàëüíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì(òî åñòü íåêîòîðîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ). Ñòàòüÿ ðàçâèâàåò îáùèé ïîäõîä àâòîðîâ, îñíîâàííûé íà èçó÷å-íèè èåðàðõèè äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ñêîáêè Ïóàññîíà, íåãîëîíîìíàÿ ñâÿçü, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà,èíòåãðèðóåìîñòü.� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãàìèëüòîíîâà �îðìàÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïåðâûå èíòåãðàëû, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Çàäà÷à Ñóñëîâà (âïåð-âûå ââåäåííàÿ â [1℄) îïèñûâàåò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ïîä÷èíåííîãîíåãîëîíîìíîé ñâÿçè
(ω, a) = 0, (1.1)ãäå ω �óãëîâàÿ ñêîðîñòü â ¾òåëå¿, a � (åäèíè÷íûé) âåêòîð, íåïîäâèæíûé â òåëå.Âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñâÿçè ïðè ïîìîùè îñòðûõ êîëåñèêîâ âíóòðè ñ�åðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè áûëà ïðåäëîæåíà Âàãíåðîì â ðàáîòå [13℄, ñì. ðèñ. 1. Ñàì Ñóñëîâ ïðåäëîæèë ðåàëèçàöèþ

�èñ. 1.ñâÿçè â âèäå íåñêðó÷èâàåìîé íèòè, ñîåäèíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêî êàðäàíîâûõ øàðíè-ðîâ [1℄. Îäíàêî êîððåêòíîñòü òàêîé ðåàëèçàöèè ñâÿçè (1.1) äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà, íåñìîòðÿíà ÷òî îíà èñïîëüçóåòñÿ äàæå â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ.Âûáåðåì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz , ñâÿçàííóþ ñ òåëîì òàêèì îáðàçîì, ÷òî Oz ‖
a , à îñè Ox è Oy íàïðàâèì òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîìïîíåíòà òåíçîðà èíåðöèè I12 = 0 . Óðàâ-íåíèå ñâÿçè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

ω3 = 0, (1.2)à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ óãëîâîé ñêîðîñòè ñ ó÷åòîì ñâÿçè, ïðåäñòàâëÿ-þòñÿ â �îðìå
I11ω̇1 = −ω2(I13ω1 + I23ω2) + M1, I22ω̇2 = ω1(I13ω1 + I23ω2) + M2,

I13ω̇1 + I23ω̇2 = (I11 − I22)ω1ω2 + λ + M3,
(1.3)



138 À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1ãäå Mi �êîìïîíåíòû ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë, à λ �íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.ßñíî, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ è ìîæåò áûòü îïóùåíî.Ïîëîæåíèå òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïóàññîíà
α̇ = α × ω, β̇ = β × ω, γ̇ = γ × ω,ãäå α , β , γ �ïðîåêöèè îðòîâ íåïîäâèæíûõ îñåé íà ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz , ñâÿçàííóþñ òåëîì.Ïóñòü òåëî äâèæåòñÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, ò. å. ìîæíî âûáðàòü íåïî-äâèæíûå îðòû òàê, ÷òîáû ïîòåíöèàë çàâèñåë ëèøü îò îäíîãî èç íèõ, U = U(γ) . Â ýòîìñëó÷àå M = γ × ∂U

∂γ
, è äëÿ âåêòîðîâ ω , γ ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó

I11ω̇1 = −ω2(I13ω1 + I23ω2) + γ2
∂U

∂γ3
− γ3

∂U

∂γ2
,

I22ω̇2 = ω1(I13ω1 + I23ω2) + γ3
∂U

∂γ1
− γ1

∂U

∂γ3
,

γ̇1 = −γ3ω2, γ̇2 = γ3ω1, γ̇3 = γ1ω2 − γ2ω1.

(1.4)Óðàâíåíèÿ (1.4) äîïóñêàþò èíòåãðàë ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë
E =

1

2
(I11ω

2
1 + I22ω

2
2) + U(γ), γ2 = 1. (1.5)Ñèñòåìà (1.4) îáëàäàåò òàêæå èíâàðèàíòíîé ìåðîé

(I13ω1 + I23ω2)
−1 dω1 dω2 dγ, (1.6)êîòîðàÿ, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé. Ýòî ïðåïÿòñòâóåò ïðèìåíåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðè-àíòà òåîðåìû Ýéëåðà�ßêîáè, ñ�îðìóëèðîâàííîãî â [2℄, õîòÿ è ïîçâîëÿåò ïðè íàëè÷èè äîïîëíè-òåëüíîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èòü ÿâíûå êâàäðàòóðû.�àìèëüòîíîâî ïðåäñòàâëåíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèñòåìà (1.4) ÿâëÿåòñÿ íåãîëîíîìíîé,åå ìîæíî çàïèñàòü â îáîáùåííîé ãàìèëüòîíîâîé �îðìå ñ âûðîæäåííîé ñêîáêîé Ïóàññîíà. Ïðèýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïî-òåíöèàëà U(γ) ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíîñòè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ý��åêòàì, êîòîðûåíå âñòðå÷àþòñÿ â ¾ñòàíäàðòíûõ¿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé U = 0 , êîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ω1 , ω2 îòäåëÿþòñÿ è ñïðàâåäëèâîñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 1. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ω1 , ω2 ïðè U = 0 , ïðåäñòàâëÿþòñÿâ ãàìèëüòîíîâîé �îðìå ñî ñêîáêîé Ëè�Ïóàññîíà íà ñîîòâåòñòâóþùåé äâóìåðíîé ðàçðåøèìîéàëãåáðå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà äâóìåðíîé ðàçðåøèìîé àëãåáðû èìååò âèä

{X, Y } = Y. (1.7)Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
X = I13I22ω2 − I23I11ω1, Y = I13ω1 + I23ω2. (1.8)Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî̇

X = {X, H0} = Y 2, Ẏ = {Y, H0} = − 1

I11I22
XY,

H0 =
I2
13I22 + I2

23I11

I11I22
E =

1

2

( 1

I11I22
X2 + Y 2

)
.

(1.9)
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�Íàïîìíèì, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû ñêîáêè (1.7) óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äâàäâóìåðíûõ ëèñòà � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòè ( Y > 0 è Y < 0 ), êàæäàÿ òî÷êà ïðÿ-ìîé Y = 0 �íóëüìåðíûé ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.9) íà ïëîñêîñòè X, Yïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äóãè ýëëèïñà H0 = const (ñì. ðèñ. 2) è íåïîäâèæíûå òî÷êè íà ïðÿ-ìîé Y = 0 .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.9) îáëàäàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ρ dX dY , ïëîòíîñòü êî-òîðîé ρ = 1
Y

ñèíãóëÿðíà íà ïðÿìîé Y = 0 . �àñøèðèòü ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó (1.7) íà ïîëíóþñèñòåìó (1.4) â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ.ßâíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (1.9) âûïîëíÿåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêî-ñòè X , Y :
X =

√
2h0I11I22 cos ϕ, Y =

√
2h0 sin ϕ,

ϕ

2
= arctg e−κ(t+t0), κ =

√
2h0

I11I22
,ãäå H0 = h0 � çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà ïðè t → ±∞ îïðåäåëÿåòñÿñîîòíîøåíèÿìè

ω1 = ∓
√

2h0I11I22I23

I2
13I22 + I2

23I11
, ω2 = ±

√
2h0I11I22I13

I2
13I22 + I2

23I11
.�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ãàìèëüòîíèçàöèè ñèñòåìû (1.4) ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëà U(γ) .Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò âîïðîñ ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åí. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè, ÷òîâåêòîð a íàïðàâëåí âäîëü ãëàâíîé îñè òåíçîðà èíåðöèè (ò. å. íóæíî ïîëîæèòü I13 = I23 = 0 ),ñèñòåìà (1.4) îáëàäàåò ñòàíäàðòíîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé d2ω d3γ , è ïîñëå çàìåíû âðåìå-íè γ3 dt = dτ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ γ2 = 1 ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â �îðìå íàòóðàëüíîéëàãðàíæåâîé ñèñòåìû [4℄:

d

dτ

( ∂L

∂γ′
i

)
− ∂L

∂γi
= 0, i = 1, 2,

L =
1
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(
I22(γ

′
1)

2 + I11(γ
′
2)

2
)
− U±(γ1, γ2),

(1.10)ãäå γ′
i = dγi

dτ
, U±(γ1, γ2) = U(γ)

∣∣
γ3=±

√
1−γ2

1
−γ2

2

, çíàêè ± ñîîòâåòñòâóþò âåðõíåé è íèæíåéïîëóñ�åðàì. ßñíî, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ,ãäå ãàìèëüòîíèàíîì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë ýíåðãèè (1.5), ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ íà ñ�åðó γ2 = 1 .Çàìåòèì, ÷òî êàê çàìåíà âðåìåíè, òàê è îãðàíè÷åíèå íà ñ�åðó èìåþò îñîáåííîñòè â òî÷-êàõ γ3 = 0 , ïîýòîìó, òî÷íåå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿ (1.10) îïèñûâàþò äâå ðàçëè÷íûå ñèñòåìû (ñîîò-âåòñòâóþùèå âåðõíåé γ3 > 0 è íèæíåé γ3 < 0 ïîëóñ�åðàì), êîòîðûå îïðåäåëåíû íà îòêðûòîì(íåêîìïàêòíîì) ïîäìíîæåñòâå ïëîñêîñòè (γ1, γ2) , çàäàííîì íåðàâåíñòâîì γ2
1 + γ2

2 < 1 . Åñëè�óíêöèÿ U(γ) �÷åòíàÿ ïî γ3 , ýòè ñèñòåìû èäåíòè÷íû.Â ðàáîòå [5℄ ïîñòàâëåí âîïðîñ î ãàìèëüòîíèçàöèè ñèñòåìû (1.4) áåç çàìåíû âðåìåíè è äëÿïîòåíöèàëà U(γ3) = µγ3 íàéäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ðàíãà 4, íî ãàìèëü-òîíèàíîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ γ2 .



140 À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1Åñëè �óíêöèÿ V (γ1, γ2) íå èìååò îñîáåííîñòåé, òî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ãàìèëüòî-íîâîé �îðìå âî âñåì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.�àíã ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû ïðè µ 6= 0 ðàâåí 4, à ïðè µ = 0 ðàâåí 2. Òàêèì îáðàçîì,íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ïðè µ = 0 ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîòåí-öèàëå V (γ1, γ2) , òàê êàê ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà íà äâóìåðíûé ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò è òåìñàìûì ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Òåì íå ìåíåå, ýòî íå òàê, äåéñòâèòåëüíî,äîñòàòî÷íî â ñèñòåìå (1.10) ïîëîæèòü I11 = I22 è âçÿòü ïîòåíöèàë íåêîòîðîé íåèíòåãðèðóåìîéíàòóðàëüíîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè. Ïîâåäåíèå òàêîé ñèñòåìû áóäåò õàîòè÷åñêèì. Ýòî îáúÿñ-íÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ñëîæíûõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð ãëîáàëüíûõ �óíêöèé Êàçèìèðà ìîæåòíå ñóùåñòâîâàòü, òàê êàê ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðåì Äàðáó íà ñëó÷àé âûðîæäåííûõ ïóàññî-íîâûõ ñòðóêòóð íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Âîçíèêàþùàÿ çäåñü ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà âîïðîñóî ñóùåñòâîâàíèè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ: åñëè ëîêàëüíî ëþáàÿ ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ïî òåîðåìåî âûïðÿìëåíèè, òî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì.Ïóñòü òåïåðü ïîòåíöèàë U(γ) ïðîèçâîëüíûé. Çàïèøåì åãî â âèäå
Ũ±(γ) = γ3 + V±(γ1, γ2),

V±(γ1, γ2) = U(γ)
∣∣
γ3=±

√
1−γ2

1
−γ2

2

∓
√

1 − γ2
1 − γ2

2 ,
(1.11)ãäå âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò γ3 > 0 , à íèæíèé � γ3 < 0 . Ñîãëàñíî òåîðåìå ?? ïîëó÷àåì, ÷òîóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå â äâóõ ðàçëè÷íûõ (íåêîìïàêò-íûõ) îáëàñòÿõ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà γ3 > 0 è γ3 < 0 . Ïîñêîëüêó â ïîòåíöèàë Ũ± âõîäèòêîðåíü, ñèñòåìà îïðåäåëåíà ëèøü â îáëàñòè γ2

1 + γ2
2 6 1 , ïðè ýòîì â ñêîáêå Ïóàññîíà (??)ïîÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè γ2

1 + γ2
2 = 1 .Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå â ðàçëè÷íûõ îòêðûòûõ îáëàñòÿõ�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íå ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ ó ñèñòåìû â öåëîì îñîáåííîñòåé, íå õà-ðàêòåðíûõ äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà áåç ñèíãóëÿðíîñòåé. Òàê, â ðàáîòå [6℄ïðèâåäåíû ïîòåíöèàëû U = U(γ1, γ2) , äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (1.4) èíòåãðèðóåìà, à ïîâåðõ-íîñòü óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äè��åîìîð�íà îðèåíòèðóåìîìó äâóìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþðîäà g > 2 (ò. å. ñ�åðå ñ äâóìÿ è áîëåå ðó÷êàìè). Â òî æå âðåìÿ â êàíîíè÷åñêîì ãàìèëüòî-íîâîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà, âîçìîæíû ëèøü òîðû (ò. å. g = 1 ). Ýòîêàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå (êîòîðîå ðàññìàòðèâàëîñü ß.Â.Òàòàðèíîâûì êàê ðåàëüíîå îòëè÷èåèíòåãðèðóåìûõ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì îò ãàìèëüòîíîâûõ) ñâÿçàíî ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè ïóàññî-íîâîé ñòðóêòóðû è íåïðèìåíèìîñòüþ êàíîíè÷åñêîé âåðñèè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà äëÿñèñòåìû â öåëîì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå [6℄ ñèñòåì íà îáùåé ïîâåðõíîñòèóðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âåêòîðíîå ïîëå îáðàùàåòñÿ â íóëü.Çàäà÷à Ñóñëîâà ñ ãèðîñòàòîì. Âîçìîæíî ãèðîñòàòè÷åñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèé (1.4) [7,8℄. Åñëè ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ðàâåí k = (k1, k2, k3) , óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿâ âèäå

I11ω̇1 = −ω2(I13ω1 + I23ω2 + k3) + γ2
∂U

∂γ3
− γ3

∂U

∂γ2
,

I22ω̇2 = ω1(I13ω1 + I23ω2 + k3) + γ3
∂U

∂γ1
− γ1

∂U

∂γ3
,

γ̇1 = −γ3ω2, γ̇2 = γ3ω1, γ̇3 = γ1ω2 − γ2ω1,ïðè ýòîì �îðìà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (1.5) íå ìåíÿåòñÿ.Ïîñëå çàìåíû âðåìåíè γ3dt=dτ è îãðàíè÷åíèÿ íà ñ�åðó U±(γ1, γ2)=U(γ)
∣∣
γ3=±

√
1−γ2

1
−γ2

2ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
I22γ

′′
1 = −∂U±

∂γ1
± γ′

2

(I13γ
′
2 − I23γ

′
1 + k3)√

1 − γ2
1 − γ2

2

,

I11γ
′′
2 = −∂U±

∂γ2
∓ γ′

1

(I13γ
′
2 − I23γ

′
1 + k3)√

1 − γ2
1 − γ2

2

.

(1.12)



Êîìïüþòåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì 141ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1� 2. Ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàëÏîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (1.4) ïðè U = 0 â âèäå
ẋ = v(x), (2.1)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ x = (ω1, ω2, γ1, γ2, γ3) , à v(x) �ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.4).Âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè (â îáùåì ñëó÷àå � êâàçèîäíîðîäíîñòè), óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ÷àñò-íîå ðåøåíèå â âèäå

xµ = cµt−αµ , µ = 1 . . . 5, (2.2)ãäå ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû cµ óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
vµ(c1, . . . , c5) = −αµcµ, µ = 1 . . . 5, (2.3)è â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå (2.2)èìååò âèä

αµ = 1, µ = 1 . . . 5,

c1 =
−I11I22I23 ± i

√
I11I22I13I21

I2
13I22 + I2

23I11
, c2 =

I11I22I13 ± i
√

I11I22I23I11

I2
13I22 + I2

23I11
,

c3 = c4 = c5 = 0.

(2.4)Äëÿ ðåøåíèÿ (2.4) âû÷èñëèì ïîêàçàòåëè Êîâàëåâñêîé [11℄, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè÷èñëàìè ìàòðèöû ∥∥∥.v.x(c) + α
∥∥∥ , α = diag(α1 . . . α5) ïîëó÷àåì

ρ1 = −1, ρ2 = 2, ρ3 = 1,

ρ4, 5 = 1 ±

√
(I11I

2
23 − I22I

2
13 ± 2i

√
I11I22I13I23)(I11 − I22)I11I22

I2
13I22 + I2

23I11
.

(2.5)Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (1.4) îáëàäàëà äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ñîãëàñíî ìå-òîäó Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òîáû ïîêàçàòåëè (2.5) ÿâëÿëèñü öåëû-ìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè (áîëåå ñòðîãèé òåñò Êîâàëåâñêîé�Ëÿïóíîâà òðåáóåò åùå è èõ íåîò-ðèöàòåëüíîñòè, ñì. ïîäðîáíåå [11℄). Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõíà ìîìåíòû èíåðöèè ñèñòåìû:
1) I13 = 0, I11 = I22 +

I2
23

I22
k2 ⇒ ρ4, 5 = 1 ± k, k ∈ Z,

2) I23 = 0, I22 = I11 +
I2
13

I11
k2 ⇒ ρ4, 5 = 1 ± k, k ∈ Z.

(2.6)Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé â (2.6), ò. ê. âòîðîé ëåãêî ïîëó÷àåòñÿèç íåãî ïóòåì çàìåíû èíäåêñîâ 1 è 2.Àëãåáðàè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë. Óñëîâèå (2.6) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâî-âàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü ýòèõ óñëîâèé äëÿíå÷åòíûõ k .Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.6) ïðè I13 = 0 äëÿ íå÷åòíûõ k = 2n + 1 ñèñòå-ìà (1.4) îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ñòåïåíè k = 2n + 1ïî èìïóëüñàì
Fn = ω1γ1f

(n)
1 + ω2γ2f

(n)
2 + I23ω2γ3f

(n)
3 , (2.7)



142 À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1ãäå fn = (f
(n)
1

, f
(n)
2

, f
(n)
3

) =

(
n−1∏
i=0

A−1

k
U

)
f̂n ,

U = diag(ω2
1 , ω2

2, I2
23ω

2
2), Ak = A0 − 2kC,

A0 =




1
I11

0 −1

0 − 1
I22

1

1 −1 − I2

23

I22


 , C =



− 1

I11
0 0

0 1
I22

0

0 0
I2

23

I22


 ,à f̂n ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû An ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, ò. å.

Anf̂n = 0 .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì, ðàçâèòîì â ðàáî-òàõ [9, 10℄, êîòîðûé äëÿ íàøèõ öåëåé íåîáõîäèìî ìîäåðíèçèðîâàòü. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-íûõ è âðåìåíè
u1 = ω2

1, u2 = ω2
2, u3 = I2

23ω
2
2 ,

s1 =
γ1

I23ω2
, s2 =

γ2

I23ω1
, s3 =

γ3

I23ω2
,

dτ

dt
= ω1ω

2
2I23.

(2.8)Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
u′

1 =
2

I11
, u′

2 =
2

I22
, s′ = U−1A0s, (2.9)ãäå s = (s1, s2, s3) , à øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî íîâîìó âðåìåíè τ . Èíòåãðàëñèñòåìû (2.9) áóäåì èñêàòü â �îðìå

Fn =

3∑

i=1

uisif
(n)
i (u). (2.10)Èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ èíòåãðàëà (2.10) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ âåêòîð-�óíêöèè fn

2UD̂fn = A0fn, (2.11)ãäå ââåäåí äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D̂ = − 1
J11

∂
∂u1

+ 1
J22

∂
∂u2

.Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûé âåêòîð f0 , òàêîé, ÷òî A0f0 =
0 . Ïðè÷åì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî âåêòîðà detA0 = 0 ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (2.6) äëÿ k =
1 ; òàêèì îáðàçîì, äëÿ n = 0 ( k = 1 ) òåîðåìà äîêàçàíà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðè ïðîèçâîëüíîì n çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå

f1 = A−1

0
Uf̂1 (2.12)óðàâíåíèÿ äëÿ f̂1 ïðèìóò âèä, àíàëîãè÷íûé (2.11):

2UD̂f̂1 = A1f̂1, A1 = A0 − 2C. (2.13)�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.13) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A1 ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûìçíà÷åíèåì.Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ çàìåíó (2.12) (n − 1) ðàç ñ ìàòðèöàìè A0, A1 . . .An−1 , ñíîâàïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà (2.11), ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ Anf̂n = 0 ,à óñëîâèå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (2.6) ïðè íå÷åòíûõ k = 2n + 1 .
� Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äîïîëíèòåëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïðè ÷åòíûõ k îñòà-åòñÿ îòêðûòûì.



Êîìïüþòåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì 143ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1Àáñîëþòíàÿ äèíàìèêà. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, äâèæåíèå â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå(ò. å. äâèæåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ îñåé) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîä îò îäíîãîñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ (ïðè t → −∞ ) ê äðóãîìó (ïðè t → −∞ ). Îñü âðàùåíèÿ â ñèñòåìåêîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì, ïðè ýòîì ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà îáðàòíîå, à â íåïîäâèæíîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò ïðîèñõîäèò ïîâîðîò îñè âðàùåíèÿ íà íåêîòîðûé óãîë. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñîá àáñîëþòíîì äâèæåíèè â çàäà÷å Ñóñëîâà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ çàäà÷óðàññåÿíèÿ. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ I13 = 0 (ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, I23 = 0 ) ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ óãëà ïîâîðîòà îñè íàéäåíî â íåäàâíåé ðàáîòå [12℄.Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óãîë ∆Ψ ìåæäó îñÿìè ïðåäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé íå çàâèñèòîò ýíåðãèè è ïðè I13 = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
cos

∆Ψ

2
= cos

(πk

2

)/
ch

(πk

2d

)
,

k =

√
I22(I11 − I22)

I23
, d =

√
I11 − I22

I22
.

(2.14)Êàê âèäíî èç (2.14), ïðè íå÷åòíûõ k (ò. å. êîãäà èìååòñÿ óêàçàííûé âûøå èíòåãðàë) ïðàâàÿ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó îñü âðàùåíèÿ â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òàê æå êàêè â ñâÿçàííîé ñ òåëîì, ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà îáðàòíîå, ò. å. ∆Ψ = ±π . Âîïðîñ î çíà÷åíèèóãëà ïîâîðîòà îñè âðàùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå I23, I13 6= 0 ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.� 3. Êà÷åíèå äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî øàðà ïî ïëîñêîñòè ïðè äîáàâëåíèèñâÿçè ÑóñëîâàÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè äâóõ ñâÿçåé â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿ-çàííîé ñ øàðîì, èìåþò âèä
Î

(
ω̇1

ω̇2

)
=

(
−(I13ω1 + I23ω2)ω2

(I13ω1 + I23ω2)ω1

)
,

γ̇ = γ × ω,

(3.1)ãäå γ � âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè, ω = (ω1, ω2, 0) �óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà, Î � òåíçîðèíåðöèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà
Î =

(
I11 + mR2(γ2

2 + γ2
3) −mR2γ1γ2

−mR2γ1γ2 I22 + mR2(γ2
1 + γ2

3)

)
,

m , R � ñîîòâåòñòâåííî, ìàññà è ðàäèóñ øàðà, Iij �êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè îòíîñèòåëü-íî öåíòðà ìàññ, ïðè÷åì îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáðàíû òàê, ÷òî I12 = 0 .Óðàâíåíèÿ (3.1) îáëàäàþò î÷åâèäíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ
H =

1

2
(̂Iω̂, ω̂)� ýíåðãèÿ,

(γ, γ) = 1� ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë, (3.2)ãäå ω̂ = (ω1, ω2) .Äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ýéëåðó�ßêîáè íå õâàòàåò åùå îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëàè èíâàðèàíòíîé ìåðû. Îäíàêî íè èíâàðèàíòíàÿ ìåðà (ïóñòü äàæå ñèíãóëÿðíàÿ), íè ïåðâûå èí-òåãðàëû, óêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íåïîñðåäñòâåííî íå îáîáùàþòñÿ íà ñèñòåìó (3.1),â êîòîðîé, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, óðàâíåíèÿ äëÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé óæå íå îòäå-ëÿþòñÿ.Ñîâìåñòíûé óðîâåíü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (3.2) Mh =
{

ω̂, γ̂ | H = h, γ2 = 1
} â îáùåì ñëó-÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ïðîåöèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü óãëîâûõñêîðîñòåé (ω1, ω2) âíóòðü ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ ýëëèïñàìè (ñì. ðèñ. 3):

σ1 : 2h = I11ω
2
1 + I22ω

2
2, σ2 : 2h = (I11 + mR2)ω2

1 + (I22 + mR2)ω2
2.
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�èñ. 3. Îáëàñòü âîçìîæíûõ äâèæåíèé ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè.

�èñ. 4. Õàðàêòåðíûé âèä ïðîåêöèé òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü (ω1, ω2) ïðè I11 = 1 , I22 = 1.5 , I13 = 0.7 ,
I23 = 1.2 , m = 10 , R = 1 , h = 10 .Ñîãëàñíî (3.1), âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Î ïðè óñëîâèè

I13ω1 + I23ω2 = 0 (3.3)óãëîâûå ñêîðîñòè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, ω1, ω2 = const , (ïðè ýòîì, êàê èçâåñòíî, óãëîâàÿñêîðîñòü ïîñòîÿííà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò). Óðàâíåíèå (3.3) (êàê âèäíî èç ðèñ. 3)îïðåäåëÿåò âíóòðè Mh ïàðó èíâàðèàíòíûõ äâóìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé N u,N s , äè��åî-ìîð�íûõ ñ�åðå. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ âåëè÷èíû I13ω1 + I23ω2 â îêðåñòíîñòè ýòèõ ìíîãîîá-ðàçèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå N u íåóñòîé÷èâî, à N s óñòîé÷èâî.Õàðàêòåðíûé âèä ïðîåêöèé òðàåêòîðèé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòü (ω1, ω2) ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ N u , N s çàïîëíåíû ïåðèîäè÷åñêèìèòðàåêòîðèÿìè, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð ω ïîñòîÿíåí, à âåêòîð γ îïèñûâàåò îêðóæíîñòè íà ñ�åðåâîêðóã îñè, çàäàâàåìîé âåêòîðîì a = (I23, −I13, 0) (ïàðàëëåëüíûì ω ).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû σ(t) =
(
ω(t), γ(t)

) ïðåäåëû cos θ+ =

lim
t→+∞

(
γ(t), a

|a|

) è cos θ− = lim
t→−∞

(
γ(t), a

|a|
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