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© È.Ñ. ÌàìàåâÌÅÒÎÄ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÂÈÕ�ÅÉ Â ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÂÈÕ�ÅÂÎÉÄÈÍÀÌÈÊÅ ÊÀÊ ÏÀ�ÀÄÈ�ÌÀ ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ ÀÍÀËÈÇÀÄàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ñëåäóþùèõ ñèñòåì áîëüøîãî ÷èñëà òî÷å÷íûõ âèõðåéíà ïëîñêîñòè:� âèõðåâûå êîëüöà ñ âíåøíèì ðàäèóñîì r = 1 è ïåðåìåííûì âíóòðåííèì ðàäèóñîì r0 ,� âèõðåâûå ýëëèïñû ñ ïîëóîñÿìè a , b .Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ( t → ∞ ) ñèñòåì è ïðîâåðêåêðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàâèõðåííîñòè ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãîýêñïåðèìåíòà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèõðåâàÿ äèíàìèêà, òî÷å÷íûé âèõðü, ãèäðîäèíàìèêà, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà áîëüøîãî ÷èñëà òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè ñ òî÷êèçðåíèÿ âîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìîé íåêîòîðîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîäîáíàÿòî÷êà çðåíèÿ âîñõîäèò ê çàìåòêå Ë.Îíçàãåðà [1℄, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà Nâèõðåé ïðè N → ∞ äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì îòäåëüíûå âèõðè, ¾�àêòè-÷åñêè ïîäâåðæåííûå ñëó÷àéíûì áëóæäàíèÿì, áóäóò îêàçûâàòü íà ïîòîê äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíîåè íåîðãàíèçîâàííîå âëèÿíèå¿. Ýòî, ïî ìíåíèþ àâòîðà, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ê îïèñàíèþ ñèñòå-ìû ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-íèÿ wt(x, y) áîëüøîãî ÷èñëà (N ∼ 104 ) îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è àíà-ëèçèðóåì âîçìîæíîñòü ïðèõîäà ýòîé ñèñòåìû ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ. Êàê ïîêàçûâàþòðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â ýòîé ñèñòåìå íåò óíèâåðñàëüíîãî (ò. å. òåðìîäèíàìè-÷åñêîãî) ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå áû äîñòèãàëîñü èç ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ìîæíî âû-ñêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå� 1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿÓðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ çàâèõðåííîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áû-ëè ïîëó÷åíû �åëüìãîëüöåì [4℄. Â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé â íåïîäâèæíîé äåêàð-òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy óðàâíåíèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè Ω(x, y, t) = ∂vx

∂y
− ∂vy

∂x
ïðåäñòàâ-ëÿþòñÿ â �îðìå

∂Ω

∂t
+ (v∇)Ω = 0, ∆ψ = −Ω,

vx =
∂ψ

∂y
, vy = −∂ψ

∂x
.

(1.1)Åñëè ê óðàâíåíèÿì äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çàâèõðåííîñòè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,êîòîðûå â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé ïëîñêîñòè ñâîäÿòñÿ ê òðåáîâàíèþ
|v| −−−−→

|r|→∞
0, (1.2)òî ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ýâîëþöèþ çàâèõðåííîñòè âî âðåìåíè.



Ìåòîä äèñêðåòíûõ âèõðåé â ñòàòèñòè÷åñêîé âèõðåâîé äèíàìèêå 147ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1Óðàâíåíèÿ (1.1) ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè, àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿîòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ïðèîáðåòàþò ðàçëè÷íûå êà÷åñòâåí-íûå è êîìïüþòåðíûå ìåòîäû.Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèÿ (1.1) äîïóñêàþò ðåøåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè òî÷å÷íûõ âèõðåé
Ω(r, t) =

∑

i

Γiδ(r − ri(t)), ψ(r, t) =
∑

i

Γi
4π

ln |r− ri(t)|2, Γi = const, (1.3)äâèæåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé [5℄
Γiẋi =

∂H

∂yi
, Γiẏi = −∂H

∂xi
, (1.4)

H = − 1

4π

N∑

i<j

ΓiΓj ln((xi − xj)
2 + (yi − yj)

2).� 2. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòüÄîâîëüíî ëåãêî íàéòè íåêîòîðûå ñòàöèîíàðíûå ( ∂Ω
∂t

= 0 ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.1).Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå îäíîðîäíîå òå÷åíèå. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíå-íèÿ (1.1) èìåþò âèä
∂ψ

∂x

∂Ω

∂y
− ∂ψ

∂y

∂Ω

∂x
= 0,

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= −Ω(x, y). (2.1)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòèì óðàâíåíèÿì ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, ïîëàãàÿ, ÷òî �óíêöèè ψ è Ω çà-âèñÿò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð îò y , ò. å. ∂Ω
∂x

= 0 , ∂ψ
∂x

= 0 . Îíè îïèñûâàþòîäíîðîäíîå ïî x òå÷åíèå æèäêîñòè ñ íåîäíîðîäíîé ïî y çàâèõðåííîñòüþ (â ÷àñòíîñòè, òå÷å-íèå ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè). Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðåøåíèé áûëà èññëåäîâàíà �ýëå-åì [6℄. Èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ìîíîòîííîå ðàñïðåäåëåíèå ( ∂Ω
∂y

> 0 ) çàâèõðåííîñòè áóäåòóñòîé÷èâûì. Ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîé ïðîáëåìå ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [7℄.Îñåñèììåòðè÷íîå âèõðåâîå òå÷åíèå. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè-íèìàþò âèä
1

r

(
∂ψ

∂ϕ

∂Ω

∂r
− ∂ψ

∂r

∂Ω

∂ϕ

)
= 0,

1

r

∂

∂r
r
∂ψ

∂r
+

1

r2
∂2ψ

∂ϕ2
= −Ω(r, ϕ),

vr =
1

r

∂ψ

∂ϕ
, vϕ = −∂ψ

∂r
.

(2.2)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îñåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå Ω = Ω0(r) , ψ = ψ0(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèÿì è îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîå ïî r âðàùåíèå æèäêîñòè âîêðóã öåíòðà. Ïðè ýòîì âåëè÷è-íû Ω0 è ψ0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ0(r)

∂r

)
= −Ω0(r).Óñòîé÷èâîñòü âèõðåâûõ êîëåö. Äëÿ âèõðåâîãî êîëüöà ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r = r0è âíåøíèì r = 1 ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì è èìååò âèä

Ω(r) =





Ω1, 0 < r < r0,

1, r0 6 r 6 1,

0, r > 1.

(2.3)



148 È.Ñ. ÌàìàåâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1Â îáùåì ñëó÷àå Ω(r) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé (Ω1 < 1 ), ïîýòîìó îáîáùåííûéêðèòåðèé �ýëåÿ íåïðèìåíèì. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ χ(r) = 1−Ω1

r0
δ(r−r0)−δ(r−1) , ãäå δ(r) �äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, è

ω0(r) =





Ω1

r
, 0 < r < r0,

1
2(1 + Ω1−1

r
r20), r0 6 r 6 1,

0, r > 1.Áóäåì èñêàòü ψ̃m â âèäå
ψ̃m(r) =





Ψ1 = c1

(
r
r0

)m
, 0 < r < r0,

Ψ2 = c2r
m + c3r

−m, r0 6 r 6 1,

Ψ3 = c4r
−m, r > 1.

(2.4)Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå âáëèçè òî÷åê r = r0 è r = 1 , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà óðàâ-íåíèÿ
Ψ′

2(r0) − Ψ′
1(r0) −

m

r0

1 − Ω1

ε(m) +mΩ1

2

Ψ1(r0) = 0,

Ψ′
3(1) − Ψ′

2(1) +
m

ε(m) + m
2 (1 + (Ω1 − 1)r20)

Ψ2(1) = 0.Äîáàâèâ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
Ψ2(r0) − Ψ1(r0) = 0, Ψ3(1) − Ψ2(1) = 0,ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó ψ̃m èç (2.4) è ðàçðåøàÿ åå,ïîëó÷èì ε

(m)
n â âèäå ε

(m)
n1,2 = ε

(m)
0 ±

√
D . Îò ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ D çàâèñèò ïîâåäåíèå�óíêöèé ψ̃(r, ϕ, t) , Ω̃(r, ϕ, t) . Â ñëó÷àå îáû÷íîãî âèõðåâîãî êîëüöà Ω1 = 0 è âûðàæåíèå äëÿ Dïðèíèìàåò âèä

D(r0,m) = m2(r20 − 1)2 + 4m(r20 − 1) − 4r2m0 + 4.Åñëè D < 0 , êîðíè èìåþò ìíèìóþ ÷àñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ðåøåíèè ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæè-òåëü, ðàñòóùèé ñî âðåìåíåì, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Íà (ðèñ. 1) ñåðûìöâåòîì îáîçíà÷åíà îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè âèõðåâîãî êîëüöà, ãäå D ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûåçíà÷åíèÿ.

�èñ. 1. Îáëàñòü ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè âèõðåâîãî êîëüöà (îòìå÷åíà ñåðûì öâåòîì), h = 1 − r0 � òîëùèíàêîëüöà.Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, íåóñòîé÷èâîñòü m -é ìîäû ðåøåíèÿ íàñòóïàåò, êîãäà âíóòðåííèé ðàäè-óñ êîëüöà r0 ñòàíîâèòñÿ áîëüøå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè m = 2 âåëè÷èíà D îáðàùàåòñÿ



Ìåòîä äèñêðåòíûõ âèõðåé â ñòàòèñòè÷åñêîé âèõðåâîé äèíàìèêå 149ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1â íóëü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ r0 , ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìîäà âñåãäà óñòîé÷èâà â ëèíåéíîì ïðè-áëèæåíèè. Çàìåòèì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè âåëè÷èíû ε
(m)
n2 = 0 .Òàêèì îáðàçîì, åñëè âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëüöà r0 6 0, 5 , òî óñòîé÷èâûìè ÿâëÿþòñÿ âñåìîäû, âêëþ÷àÿ m = 2 , èç ýòîãî ñëåäóåòÒåîðåìà 1. Îäíîðîäíîå âèõðåâîå êîëüöî ñ âíåøíèì ðàäèóñîì r = 1 è âíóòðåííèì ðàäèó-ñîì r = r0 óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè çíà÷åíèÿõ r0 6 0, 5 .Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â íåëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïðèâîäèìûå íèæåðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî áîëåå ïðàâäîïîäîáíà�èïîòåçà 1. Îäíîðîäíîå âèõðåâîå êîëüöî âñåãäà íåóñòîé÷èâî (â íåëèíåéíîì ïðèáëèæå-íèè).Ýëëèïòè÷åñêèé âèõðü Êèðõãî�à [8℄. Ýòî åùå îäíî õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå óðàâíå-íèé (1.1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò.À.Ý.Ëàâ [8℄ èññëåäîâàë ëèíåéíóþ óñòîé÷èâîñòü âèõðÿ Êèðõãî�à îòíîñèòåëüíî âàðèàöèèãðàíèöû è ïîêàçàë, ÷òî äâèæåíèå óñòîé÷èâî äëÿ ñîîòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïñà b

a
>

1
3 . Ìîæ-íî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè çàâèõ-ðåííîñòè ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî âàðèàöèè ãðàíèöû.Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè m -é ãàðìîíèêè îò îòíîøåíèÿ b
a
èìååòâèä, ïîõîæèé íà äèàãðàììó óñòîé÷èâîñòè âèõðåâîãî êîëüöà.

�èñ. 2. Îáëàñòü ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè âèõðÿ Êèðõãî�à (îòìå÷åíà ñåðûì öâåòîì).Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè åñòü è ïðè b
a
< 1

3 (ðèñ. 2), íî ïðè íåöåëûõ m , ðàâíî êàê è äëÿêîëüöà ïðè r0 < 0, 5 .Òåîðåìà 2. Îäíîðîäíûé ýëëèïòè÷åñêèé âèõðü Êèðõãî�à ñ ïîëóîñÿìè a è b óñòîé÷èâ â ëè-íåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ñîîòíîøåíèè ïîëóîñåé b
a

>
1
3 .� 3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû â äèíàìèêå òî÷å÷íûõ âèõðåé×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû Â ðàáîòå íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ âèõðåâûõ ïÿòåí ñ ðàâíî-ìåðíîé çàâèõðåííîñòüþ âíóòðè. Â íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé çàäà÷èñëîæíà â ñèëó íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé (1.1). Áîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþ-öèè âèõðåâûõ ïÿòåí ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè, êîãäà íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-ëåíèå çàâèõðåííîñòè çàìåíÿåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé. Ìîäåëè-ðîâàíèå äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ âèõðåé. Âûïîëíåíèå ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ äàåò íàì âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü èõ ðåçóëüòàòû ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêè-ìè êðèòåðèÿìè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ âèõðåâûõ êîí�èãóðàöèé, à òàêæå èññëåäîâàòüàñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âèõðåâûõ ïÿòåí íà ïëîñêîñòè.



150 È.Ñ. ÌàìàåâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ìîäåëèðóþùèõ ýâîëþöèþñëåäóþùèõ ñèñòåì áîëüøîãî ÷èñëà òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè:1. âèõðåâûå êîëüöà ñ âíåøíèì ðàäèóñîì r = 1 è ïåðåìåííûì âíóòðåííèì ðàäèóñîì r0 ,2. âèõðåâûå ýëëèïñû ñ ïîëóîñÿìè a , b .Çäåñü ìû ïðèâîäèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ, íàèáîëåå ÿðêî õàðàêòåðèçóþùèå ïîâåäåíèå ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ âèõðåâûõ êîí�èãóðàöèé.Ýâîëþöèÿ òîíêèõ êîëåö ( r0 > 0, 5 ). Òîíêèå êîëüöà ñ r0 > 0, 5 ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìèêîí�èãóðàöèÿìè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû â òî÷íîñòè ïîäòâåðæäà-þò òåîðèþ, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõñÿ ïðè ðàñïàäå êîëåö ïÿòåí çàâèñèò îò r0 è ñîâ-ïàäàåò ñ íîìåðîì íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ãàðìîíèêè. Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ àñèìïòîòè÷åñêèåêîí�èãóðàöèè îáëàäàþò îñåñèììåòðè÷íûì, ìîíîòîííûì ïî ðàäèóñó ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåí-íîñòè (ò. å. ∂Ω
∂ϕ

= 0 , ∂Ω
∂r
> 0 ), îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóïíîå öåíòðàëüíîå ïÿòíî, îêðóæåííîåîáëàêîì âèõðåé ìåíüøåé ïëîòíîñòè. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà õàðàêòåðíàÿ ýâîëþöèÿ òîíêèõ êîëåöâî âðåìåíè.Ýâîëþöèÿ øèðîêèõ êîëåö ( r0 6 0, 5 ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òà-êèå êîëüöà äîëæíû áûòü óñòîé÷èâûìè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî øèðîêèåêîëüöà îáíàðóæèâàþò íåóñòîé÷èâîñòü óæå íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàñ÷åòà. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíõàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè øèðîêèõ êîëåö. Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàåòñÿ èñêàæåíèåãðàíèö êîëåö, ïðè÷åì âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ãðàíèöû ïðèîáðåòàþò �îðìó ìíîãîãðàííèêîâ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäåíèþ ìîä ñ íîìåðàìè, ðàâíûìè êîëè÷åñòâó ãðàíåé. Íåóñòîé÷èâîñòüâ äàííîì ñëó÷àå, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíà ñ íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ. Ýòîò âîïðîñ òðåáóåòäîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ, êàê ïðàâèëî, àñèìïòîòè÷åñêèå êîí�èãó-ðàöèè îáëàäàþò îñåñèììåòðè÷íûì, ìîíîòîííûì ïî ðàäèóñó ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè.Ýâîëþöèÿ äëèííûõ âèõðåâûõ ýëëèïñîâ ( b

a
< 1

3 ). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòèÀ.Ý.Ëàâà (òåîðåìà 2), ýëëèïòè÷åñêèå âèõðè ñ ñîîòíîøåíèåì ïîëóîñåé b
a
< 1

3 íåóñòîé÷èâûâ ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò ðàñïàä ýëëèïñîâíà íåñêîëüêî ïÿòåí ñ îáðàçîâàíèåì âèõðåâûõ íèòåé âîêðóã íèõ, êîëè÷åñòâî ïÿòåí çàâèñèòîò êîíêðåòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëóîñåé a è b . Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïÿòíà ñëèâàþòñÿ äðóã ñ äðó-ãîì.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå äëÿ âèõðåâûõ ýëëèïñîâ ñ ñîîòíîøåíèÿìè ïîëó-îñåé b
a

= 0, 1 è b
a

= 0, 05 (ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5 è ðèñ. 6), ïîêàçàëè, ÷òî àñèìï-òîòè÷åñêèå êîí�èãóðàöèè äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.Äëÿ ýëëèïñà ñ b
a

= 0, 1 àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîí�èãóðàöèÿ èìååò âèä êðóïíîãî ïÿòíà â öåíòðåñî ¾ñïóòíèêîì¿ (íåáîëüøèì ïëîòíûì ñêîïëåíèåì âèõðåé), îêðóæåííûõ îáëàêîì âèõðåé ìåíü-øåé ïëîòíîñòè. �àñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè íå îñåñèììåòðè÷íîå è íå ìîíîòîííîå ïî ðàäèóñó.Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêîé êîí�èãóðàöèè ïîêà íå èçó÷åí.Â ñëó÷àå âèõðåâîãî ýëëèïñà ñ b
a

= 0, 05 àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîí�èãóðàöèÿ ïðèíèìàåò âèä îä-íîãî öåíòðàëüíîãî ïÿòíà â îáëàêå âèõðåé, ïðè÷åì âîêðóã ïÿòíà èìååòñÿ òîíêèé êîëüöåâîé ñëîéìåíüøåé, ÷åì ó îñòàëüíîãî îáëàêà, ïëîòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòèÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì, íî íå ìîíîòîííûì ïî ðàäèóñó.Ýâîëþöèÿ âèõðåâûõ ýëëèïñîâ ñ ìàëûì ýêñöåíòðèñèòåòîì ( b
a

>
1
3 ). Âèõðåâûå ýë-ëèïñû ñ ñîîòíîøåíèåì ïîëóîñåé b

a
>

1
3 äîëæíû áûòü óñòîé÷èâûìè êîí�èãóðàöèÿìè. ×èñëåí-íûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò ýòîò êðèòåðèé: òàêèå ýëëèïñû õîðîøî ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìóïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíàêî àñèìïòîòè÷åñêèå êîí�èãóðàöèè íåñêîëüêî îò-ëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ: ãðàíèöû ýëëèïñîâ ïðèîáðåòàþò ðûõëóþ ñòðóêòóðó, îòäåëüíûå âèõðè
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�èñ. 3. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè òîíêèõ âèõðåâûõ êîëåö ( N = 10000 , r0 = 0, 8 , dt = 0, 1 ).
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�èñ. 4. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè øèðîêèõ âèõðåâûõ êîëåö ( N = 10000 , r0 = 0, 2 , dt = 0, 1 ).íàõîäÿòñÿ íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè îò îñíîâíîãî ïÿòíà. Ïðè÷èíà íàáëþäàåìîãî äè��óçèîí-íîãî ý��åêòà ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ äèñêðåòèçàöèåé íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷å÷íûìèâèõðÿìè èëè ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ýëëèïñîâ â íåëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.� 4. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâÂ çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ðÿä çàäà÷, êîòîðûå áûëî áû èíòåðåñíî èññëåäîâàòü êàê àíàëèòè÷å-ñêèìè, êàê è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.1. Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè øèðîêèõ âèõðåâûõ êîëåö è ýëëèïñîâ ñ ìàëûìýêñöåíòðèñèòåòîì.2. Îòûñêàíèå íîâûõ ñòàöèîíàðíûå ðàâíîìåðíî âðàùàþùèõñÿ êîí�èãóðàöèè, â òîì ÷èñëåñ íåñâÿçíûì è ñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè.3. Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (ò. å. íà áîëüøèõ âðåìåíàõ) áîëüøîãî ÷èñëàâèõðåé ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ðàçíîãî çíàêà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (íàïðèìåð, â êðóãå,êîëüöå). Èìåþùèåñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçóëüòàòû (ñì. ðàáîòû [9, 10℄) îòíîñÿòñÿ ê ñðàâ-íèòåëüíî ìàëîìó ÷èñëó âèõðåé N ∽ 102 è íå ïîçâîëÿþò ñ óâåðåííîñòüþ ñóäèòü î êëà-ñòåðèçàöèè è ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îá àñèìïòîòè-÷åñêîì ïîâåäåíèè âèõðåé îäíîãî çíàêà íå ïîäïàäàþò ïîä èìåþùèåñÿ òåîðåòè÷åñêèå îïèñà-íèÿ [1, 2, 13℄ è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Onsager L. Statisti
al hydrodynami
s. // Nuovo Cimento. � 1949. � Vol. 6. � P. 279�287.
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�èñ. 5. Ýâîëþöèÿ äëèííîãî âèõðåâîãî ýëëèïñà (N = 10000 , b
a

= 0, 1 , dt = 0, 1 ).



154 È.Ñ. ÌàìàåâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2010. Âûï. 1

�èñ. 6. Ýâîëþöèÿ äëèííîãî âèõðåâîãî ýëëèïñà (N = 10000 , b
a

= 0, 05 , dt = 0, 1 ).
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