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Введение

В данной работе изучается свойство экспоненциальной устойчивости решений линейной си-
стемы дифференциальных уравнений с матрицей системы, содержащей обобщенное воздей-
ствие, и запаздыванием в фазовых координатах. Свойство экспоненциальной устойчивости
тривиального решения линейной однородной системы дифференциальных уравнений с обоб-
щенными функциями в матрице системы в случае отсутствия запаздывания в системе рас-
сматривалось в работе [1], при наличии фиксированного запаздывания в фазовых координатах
исследовалось в работе [2]. В отличие от упомянутых работ в данной работе рассматривается
неоднородная система, содержащая как фиксированное, так и распределенное запаздывание.
Особенностью задачи является то, что в правой части рассматриваемой системы содержит-
ся некорректная операция умножения разрывной функции на обобщенную, что приводит к
возникновению проблемы формализации понятия решения такой системы. Как и в [1–3], для
решения этой проблемы используется подход, основанный на замыкании множества гладких
решений в пространстве функций ограниченной вариации. Такой подход естественен с точки
зрения теории управления [4], где импульсные управления часто представляют собой идеали-
зированные процессы с большим изменением параметров за короткие промежутки времени.
Среди работ, посвященных исследованию устойчивости импульсных систем с запаздывани-
ем, следует отметить работу [5], в которой в отличие от данной работы используется другая
формализация понятия решения системы с импульсным воздействием, восходящая к работам
А.М. Самойленко, Н.А. Перестюка [6]. Вопросы формализации решения импульсных диффе-
ренциальных включений и соответствующую библиографию можно найти, например, в [7–9].

§ 1. Экспоненциальная устойчивость линейной неоднородной системы с
обобщенным воздействием и запаздыванием

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений

ẋ(t) = Ā(t)x(t) + C(t)x(t− τ) +

∫ 0

−τ

G(t, s)x(t+ s)ds+ f(t), t > t0. (1.1)

Здесь Ā(t) = A(t) +
m∑

j=1
Dj(t)v̇i(t), A(t) — непрерывная матрица-функция размерности n × n,

C(t),G(t, s),Dj(t), j ∈ 1,m — непрерывные ограниченные матрицы-функции размерности n×n,

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 10–01–00356) и Интеграционного проекта УрО
и СО РАН 09-С-1-1010.
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Di(t) — взаимно коммутативны, vi(t) — компоненты вектор-функции ограниченной вариации
v(t) = (v1(t), v2(t), . . . , vm(t))T , τ > 0 — постоянное запаздывание, ϕ(t) — начальная функция,
являющаяся функцией ограниченной вариации, определенной на [t0 − τ, t0], f(t) — n-мерная
вектор-функция с суммируемыми элементами.

Особенностью системы (1.1) является то, что в ее правой части содержится некорректная
операция умножения разрывной функции на обобщенную. Объясняется это следующим. Если
функция v(t) разрывна в некоторый момент времени, то система подвергается в этот момент
импульсному воздействию. Следовательно, функция x(t) оказывается разрывной в этот мо-

мент, и в слагаемом
m∑

j=1
Dj(t)v̇i(t)x(t) возникает некорректная операция умножения обобщен-

ной функции на разрывную, что приводит к возникновению проблемы формализации понятия
решения.

Как и в [1–3,10,11] под аппроксимируемым решением системы (1.1) на произвольном конеч-
ном промежутке [t0, ϑ] будем понимать функцию ограниченной вариации x(t), являющуюся по-
точечным пределом последовательности абсолютно непрерывных решений xk(t) этой системы,
порожденной последовательностью абсолютно непрерывных функций vk(t), поточечно сходя-
щейся к вектор-функции ограниченной вариации v(t), если этот предел не зависит от выбора
последовательности.

Согласно [3], при сделанных выше предположениях на любом конечном интервале [t0, ϑ],
(ϑ > t0) существует аппроксимируемое решение системы (1.1), удовлетворяющее интегрально-
му уравнению

x(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

A(ξ)x(ξ)dξ +
m∑

j=1

∫ t

t0

Dj(ξ)x(ξ)dv
c
j (ξ)+

+

∫ t

t0

C(ξ)x(ξ − τ)dξ +

∫ t

t0

∫ 0

−τ

G(ξ, s)x(ξ + s)dsdξ+

+
∑

ti6t, ti∈W
−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈W+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)) +

∫ t

t0

f(ξ) dξ, (1.2)

где

S(t, x,∆v) = z(1) − z(0), (1.3)

ż(ξ) =

m∑

j=1

Dj(t)z(ξ)∆vj(t), z(0) = x, (1.4)

W− и W+ соответственно точки левого и правого разрывов вектор-функции v(t), vc
i (t) — непре-

рывная составляющая функции ограниченной вариации vi(t), ∆v(t − 0) = v(t) − v(t − 0) и
∆v(t + 0) = v(t + 0) − v(t). Заметим, что величина скачка траектории в момент импульсного
воздействия, согласно (1.3), определяется с помощью решения вспомогательного дифференци-
ального уравнения (1.4).

Под аппроксимируемым решением уравнения (1.1) на бесконечном интервале будем пони-
мать соответствующее продолжение решения уравнения (1.2) на [t0,∞).

Введем следующее обозначение

h(t) = sup
s∈[t−τ,t]

||y(s)||, (1.5)

где ||y|| — норма вектора y в l1, то есть ||y|| =
n∑

i=1
|yi|. Далее нами будет использоваться понятие

вариации вектор-функции, которая в зависимости от выбора нормы определяется неоднознач-
но. Здесь мы будем определять вариацию вектор-функции с помощью нормы в l1.
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Приведем один вспомогательный результат:
Лемма 1. Неравенство

aea 6 eβa − 1 (1.6)

справедливо при всех a > 0 для β > e.

В справедливости леммы нетрудно убедиться, используя разложение экспоненты в ряд и
оценивая разности слагаемых с одинаковыми степенями a.

Пусть x(t) и x̂(t) — аппроксимируемые решения уравнения (1.1), порождаемые начальными
функциями ϕ(t) и ψ̂(t), заданными на [t0 − τ, t0].

Теорема 1. Пусть фундаментальная матрица Y (t, s) системы

ẋ(t) = A(t)x(t)

удовлетворяет оценке

‖Y (t, s)‖ 6 ce−α(t−s), (1.7)

где α и c — некоторые постоянные, удовлетворяющие условиям α > 0, c > 1. Кроме того,

предположим, что справедливы следующие оценки

||Dj(t)|| 6 K, ||C(t)|| 6 K, ||G(t, s)|| 6 K ∀t ∈ [t0,∞), s ∈ [t0, t], j ∈ 1,m. (1.8)

Здесь K — положительная постоянная. Тогда если справедливо неравенство

α(t− t0) −Kc((1 + τ)(t− t0) + var
[t0, t]

v(·)) > 0 (1.9)

для всех t ∈ [t0,∞), то всякое аппроксимируемое решение x(t) системы (1.1) асимптотически

устойчиво и справедлива оценка

||x(t) − x̂(t)|| 6 e
−(α(t−t0)−cKe((1+τ)(t−t0)+ var

[t0, t]
v(·)))

c max
[t0−τ,t0]

||ϕ(t) − ψ̂(t)||. (1.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аппроксимируемые решения x(t) и x̂(t) уравнения (1.1) с учетом
формулы Коши из [10,11] должны удовлетворять интегральному уравнению

x(t) = Y (t, t0)ϕ(t0) +
m∑

i=1

∫ t

t0

Y (t, ξ)Di(ξ)x(ξ) dv
c
i (ξ)+

+

∫ t

t0

Y (t, ξ)C(ξ)x(ξ − τ) dξ +

∫ t

t0

∫ 0

−τ

Y (t, ξ)G(ξ, s)x(ξ + s) ds dξ+

+
∑

ti6t, ti∈W
−

Y (t, ti)S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0))+

+
∑

ti<t, ti∈W+

Y (t, ti)S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)) +

∫ t

t0

Y (t, ξ)f(ξ) dξ. (1.11)

Согласно (1.11) разность x(t) − x̂(t) будет удовлетворять интегральному уравнению

x(t) − x̂(t) = Y (t, t0)ϕ(t0) +
m∑

i=1

∫ t

t0

Y (t, ξ)Di(ξ)(x(ξ) − x̂(ξ)) dvc
i (ξ)+
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+

∫ t

t0

Y (t, ξ)C(ξ)(x(ξ − τ) − x̂(ξ − τ)) dξ +

∫ t

t0

∫ 0

−τ

Y (t, ξ)G(ξ, s)(x(ξ + s) − x̂(ξ + s)) dsdξ+

+
∑

ti6t, ti∈W
−

Y (t, ti)(S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) − S(ti, x̂(ti − 0),∆v(ti − 0)))+

+
∑

ti<t, ti∈W+

Y (t, ti)(S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)) − S(ti, x̂(ti),∆v(ti + 0))). (1.12)

Для разности S(t, x(t),∆v(t))−S(t, x̂(t),∆v(t), согласно (1.3), (1.4), имеет место представление

S(t, x(t),∆v(t)) − S(t, x̂(t),∆v(t)) = z(1) − x(t) − (ẑ(1) − x̂(t)) =

=

∫ 1

0

m∑

j=1

Dj(t)(z(ξ) − ẑ(ξ))∆vj dξ. (1.13)

Добавляя и вычитая под интегралом в правой части (1.13) x(t)− x̂(t) и вычисляя затем нормы
от левой и правой частей последнего равенства с учетом сделанных ранее предположений,
имеем

||(z(1) − x(t)) − (ẑ(1) − x̂(t))|| 6 (1.14)

6 K||∆v|| ||x(t) − x̂(t)|| +

∫ 1

0
K||∆v|| ||z(ξ) − x(t) − (ẑ(ξ) − x̂(t)||.

Применяя к (1.14) лемму Гронуолла [12], получим

||(z(1) − x(t)) − (ẑ(1) − x̂(t))|| 6 K||∆v|| ||x(t) − x̂(t)||eK||∆v||. (1.15)

Согласно лемме 1 из (1.15) следует неравенство

||(z(1) − x(t)) − (ẑ(1) − x̂(t))|| 6 ||x(t) − x̂(t)||(eKe||∆v|| − 1). (1.16)

Вычисляя нормы левой и правой части в (1.12), принимая во внимание неравенства (1.7), (1.8),
(1.16) и равенство (1.13), используя обозначение

y(t) = x(t) − x(t), (1.17)

имеем

||y(t)|| 6 c
[
e−α(t−t0)||ϕ(t0) − ϕ̂(t0)|| +K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)||y(ξ)|| d

m∑

j=1

var
[t0, ξ]

vc
j(·)+

+K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)||y(ξ − τ)|| dξ +K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)

∫ 0

−τ

||y(ξ + s)|| dξds
]
+

+c
∑

ti6t,ti∈W
−

e−α(t−ti)(eKe||∆v(ti−0)|| − 1)||y(ti − 0)||+

+c
∑

ti<t,ti∈W+

e−α(t−ti)(eKe||∆v(ti+0)|| − 1)||y(ti)||. (1.18)

Учитывая оценку (c > 1)

c(ea − 1) < eca − 1,
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в справедливости которой нетрудно убедиться, воспользовавшись разложением экспоненты в
ряд, неравенство (1.18) можно записать в виде

||y(t)|| 6 c
[
e−α(t−t0)||ϕ(t0) − ϕ̂(t0)|| +K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)||y(ξ)|| d

m∑

j=1

var
[t0, ξ]

vc
j(·)+

+K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)||y(ξ − τ)|| dξ +K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)

∫ 0

−τ

||y(ξ + s)|| dξds
]
+

+
∑

ti6t,ti∈W
−

e−α(t−ti)(ecKe||∆v(ti−0)|| − 1)||y(ti − 0)||+

+
∑

ti<t,ti∈W+

e−α(t−ti)(ecKe||∆v(ti+0)|| − 1)||y(ti)||. (1.19)

Учитывая обозначение (1.5) из (1.19), нетрудно получить следующее неравенство

h(t) 6 c
[
e−α(t−t0)h(t0) +K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)h(ξ) d

m∑

j=1

var
[t0, ξ]

vc
j(·)+

+K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)h(ξ) dξ +K

∫ t

t0

e−α(t−ξ)τh(ξ) dξ
]
+

+
∑

ti6t,ti∈W
−

e−α(t−ti)(ecKe||∆v(ti−0)|| − 1)h(ti − 0)+

+
∑

ti<t,ti∈W+

e−α(t−ti)(ecKe||∆v(ti+0)|| − 1)h(ti). (1.20)

Умножим (1.20) на eα(t−t0). Введем обозначение

q(t) = eα(t−t0)h(t). (1.21)

В результате получим

q(t) 6 ch(t0) + cK

∫ t

t0

q(ξ) d((1 + τ)ξ +
m∑

j=1

var
[t0, ξ]

vc
j(·))+

+
∑

ti6t,ti∈W
−

(ecKe||∆v(ti−0)|| − 1)q(ti − 0) +
∑

ti<t,ti∈W+

(ecKe||∆v(ti+0)|| − 1)q(ti).

Умножим в последнем неравенстве интеграл на e. От этого неравенство только усилится. В
результате имеем

q(t) 6 ch(t0) + cKe

∫ t

t0

q(ξ) d((1 + τ)ξ +

m∑

j=1

var
[t0, ξ]

vc
j(·))+

+
∑

ti6t,ti∈W
−

(ecKe||∆v(ti−0)|| − 1)q(ti − 0) +
∑

ti<t,ti∈W+

(ecKe||∆v(ti+0)|| − 1)q(ti). (1.22)

Согласно лемме 3.4 из [10] всякое решение неравенства (1.22) удовлетворяет оценке

q(t) 6 e
cKe((1+τ)(t−t0)+ var

[t0, t]
v(·))

ch(t0), (1.23)
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где

var
[t0, t]

v(·) =
m∑

j=1

var
[t0, t]

vc
i (·) +

∑

ti6t,ti∈W
−

||∆v(ti − 0)|| +
∑

ti<t,ti∈W+

||∆v(ti + 0)||.

Умножая неравенство (1.23) на e−α(t−t0) и учитывая (1.21), имеем оценку

h(t) 6 e
−(α(t−t0)−cKe((1+τ)(t−t0)+ var

[t0, t]
v(·)))

ch(t0), (1.24)

из которой, в частности, следует оценка (1.10). �

Замечание 1. Для произвольного аппроксимируемого решения однородной системы (си-
стемы (1.1) с f(t) ≡ 0) имеет место оценка

||x(t)|| 6 e
−(α(t−t0)−cKe((1+τ)(t−t0)+ var

[t0, t]
v(·)))

c max
[t0−τ,t0]

||ϕ(t)||. (1.25)

Справедливость оценки (1.25) следует из теоремы 1, если в качестве x(t) взять функцию
x(t) ≡ 0, которая является решением однородного уравнения при ϕ(t) ≡ 0 для t ∈ [t0 − τ, t0].
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On stability of linear systems with impulsive actions at the matrix of system and delay

The article devoted to the study of asymptotic stability properties of solutions of linear system of differential
equations with generalized action in the matrix system and delay in the phase coordinates.
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