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К ВОПРОСУ ОБ ОБОБЩЁННОЙ ВЫПУКЛОСТИ ОПЕРАТОРА ГРИНА

Пусть Q есть дифференциальный оператор порядка m − 1, 2 6 m 6 n, для которого (a, b) будет
промежутком неосцилляции, причём оператор Грина G : L[a, b] → Wn[a, b] краевой задачи Lx = f ,
li(x) = 0, i = 1, . . . , n обладает свойством обобщённой выпуклости: QGP > 0 для некоторого линейного
гомеоморфизма P лебегова пространства L[a, b]. Найдены условия, при которых возмущённая краевая
задача Lx = PV Qx+f , li(x) = 0, i = 1, . . . , n также однозначно разрешима в соболевском пространстве

Wn[a, b] и её оператор Грина Ĝ наследует свойство G, а именно QĜP > 0.
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Введение

В линейной теории функционально-дифференциальных уравнений особую роль играют
краевые задачи. Поиск эффективных условий однозначной разрешимости краевой задачи и
конструктивная проверка выполнения этих условий представляют собой одно из направлений
исследований [1]. Оператор Грина G краевой задачи Lx = f , li(x) = 0, i = 1, . . . , n даёт зависи-
мость x = Gf решения этой задачи от правой части уравнения. Изучение свойств этого опера-
тора составляет другое направление исследований [2–5]. Отметим свойства, представляющие
практический интерес: скорость аппроксимации оператора Грина конечномерными оператора-
ми; полнота системы корневых векторов оператора Грина; положительность оператора Грина
относительно выбранной пары конусов полуупорядоченных пространств.

§ 1. Теоремы о положительности обратных операторов

Исходная краевая задача может быть записана в виде одного операторного уравнения
Ax = g. Многие свойства оператора Грина наследуются при специальных видах возмущений
оператора A. В основе исследования этой проблемы, как правило, лежит левая, либо правая
регуляризация. Форма левой регуляризации A → B−1A приводит к новому уравнению отно-
сительно исходной переменной x, тогда как правая регуляризация A → AB−1 даёт уравнение
относительно новой переменной z (x = Wz = B−1z). В ряде работ, где изучаются вопросы
устойчивости решений и положительности оператора Грина, правая регуляризация называет-
ся «W–методом» Н.В. Азбелева. Следующий результат работы [6] является примером приме-
нения левой регуляризации. В терминах монографии [7] можно сформулировать следующее
утверждение.

Теорема 1. Пусть A и B — линейные операторы, переводящие КВ-линеал X в себя и удо-

влетворяющие условиям B > A, B обратим и ‖(I − B−1A)k‖ < 1 при некотором k. Тогда из

положительности оператора B−1 следует положительность оператора A−1.

Этот факт содержится в следующем утверждении работы [8], которое получается в результате
применения правой регуляризации.

Теорема 2. Пусть аддитивный и однородный оператор A, заданный на линейном подмно-

жестве E КВ-линеала X, отображает E в X. Пусть, далее, существует аддитивный и

однородный оператор B, отображающий E на X, такой, что оператор I−AB−1 ограничен и

положителен и ‖(I − AB−1)k‖ < 1 при некотором k. Тогда из положительности оператора

B−1 следует положительность оператора A−1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию теоремы оператор C = I − AB−1 ограничен, по-

ложителен и ‖Ck‖ < 1 при некотором k. Следовательно, (I − C)−1 =

∞∑

n=0

Cn > 0. Так как

A = (I − C)B, то область значений R(A) = X и A−1 = B−1(I − C)−1 > 0 как произведение
двух положительных операторов, отображающих КВ-линеал X в себя. �

Покажем, что условия теоремы 1 обеспечивают выполнение условий доказанной теоремы 2.
Возьмём E = X. Обозначим D = I − B−1A. Для C = I − AB−1 имеем C = (B − A)B−1 > 0

как произведение положительных операторов. Так как ряд Неймана
∞∑

n=0

Dn сходится, то схо-

дится и ряд Неймана для подобного оператора BDB−1 = C. Значит, ‖Ck‖ < 1 для некоторого
натурального k.

На основе теорем 1 и 2 изучается существование неотрицательных решений дифференци-
альных и интегральных уравнений с запаздывающим аргументом.

Возьмём, например, в теореме 1 в качестве КВ–линеала X пространство непрерывных

функций C[0, 1] с конусом неотрицательных на [0, 1] функций. Пусть A = I −

n∑

i=1

Ki, где

(Kix)(t) =

∫ t

0
Ki(t, s)x(h

+
i (s)) ds

и все функции предполагаются непрерывными, причём hi(t) 6 t на [0, 1]. Здесь и далее α+ =

(|α| + α)/2. Положим B = (I −
n∑

i=1

Ui)(I −
n∑

j=1

Vj), где

(Uix)(t) =

∫ t

0
Ui(t, s)x(h

+
i (s)) ds, (Vjx)(t) =

∫ t

0
Vj(t, s)x(h

+
j (s)) ds

и все функции предполагаются непрерывными, причём Ui(t, s) > 0, Vj(t, s) > 0 в треугольнике
0 6 s 6 t 6 1.

Имеем B−1 = (I −
n∑

j=1

Vj)
−1(I −

n∑

i=1

Ui)
−1 > 0. Так как I − B−1A есть вольтерров инте-

гральный оператор с запаздывающим аргументом, то ‖(I−B−1A)k‖ < 1 при некотором k. При
выполнении неравенства

Kj(t, s) > Uj(t, s) + Vj(t, s) −

∫ t

s

n∑

i=1

Ui(t, τ)Vj(h
+
i (τ), s) dτ

в треугольнике 0 6 s 6 t 6 1 имеем B > A и, по теореме 1, A−1 > 0.

Это значит, что в пространстве C[0, 1] для интегрального уравнения

x(t) =

∫ t

0

n∑

i=1

Ki(t, s)x(hi(s)) ds + f(t), t ∈ [0, 1],

где x(t) = f(t), t 6 0 также непрерывна, можно гарантировать существование неотрицательных
решений при знакопеременных ядрах Ki(t, s), i = 1, . . . , n, если выполнено дополнительное
условие

∫ t

0

n∑

i=1

Ki(t, s)(f(h−i (s)) − f(0)) ds + f(t) > 0

при t ∈ [a, b]. Здесь и далее α− = (|α| − α)/2.
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В заключение параграфа приведём простое применение теоремы 2. Возьмём X = C[0, 1]. В
качестве линейного подмножества E выберем класс непрерывно–дифференцируемых функций
x(t) с x(0) = 0. Рассмотрим дифференциальное уравнение с запаздывающим аргументом

x′(t) +
n∑

i=1

ki(t)x(hi(t)) = f(t), t ∈ [0, 1],

где x(t) = 0, t 6 0 и все функции, входящие в уравнение, непрерывны, причём hi(t) 6 t на
[a, b], i = 1, . . . , n. Оно может быть записано в эквивалентном операторном виде Ax = f , где
оператор A : E → X задаётся равенством

(Ax)(t) = x′(t) +

n∑

i=1

ki(t)x(h
+
i (t)), t ∈ [0, 1].

Пусть v(t) — непрерывно–дифференцируемая и положительная на [a, b] функция. Диффе-
ренциальный оператор (Bx)(t) = v(t)(x(t)/v(t))′ отображает E на X, причём обратный опера-
тор

(B−1f)(t) =

∫ t

0

v(t)

v(s)
f(s) ds

положителен. Простые вычисления показывают, что I − AB−1 есть вольтерров интегральный
оператор с ядром

Q(t, s) =
(−1)

v(s)
[v′(t) +

n∑

i=1

ki(t) sign (h+
i (t) − s)+v(h+

i (t)].

Следовательно, ‖(I −AB−1)k‖ < 1 при некотором k. При выполнении условия

v′(t) +

n∑

i=1

k+
i (t)v(h+

i (t)) 6 0, t ∈ [0, 1]

оператор I−AB−1 > 0. По теореме 2 A−1 > 0 и, значит, исходное дифференциальное уравнение
с запаздывающим аргументом имеет неотрицательное решение при любой неотрицательной
правой части.

§ 2. Наследование свойства обобщённой выпуклости

Такие свойства оператора Грина W : L[a, b] → W n[a, b], как монотонность, выпуклость и
др., могут быть описаны в терминах произведения Q = Dm−2 · · ·D0, 2 6 m 6 n операторов

(Djx)(t) =
d

dt

x(t)

wj(t)
, j = 0, 1, . . . ,m− 2.

Здесь wj(t), j = 0, 1, . . . ,m − 2 есть положительные функции класса Cm−2−j [a, b]. Известно,
что семейство uj(t), j = 0, 1, . . . ,m− 2 решений начальных задач Коши

u0 = ω0, Dj−1 · · ·D0uj = wj , u
(k)
j (a) = 0, k = 0, 1, . . . , j − 1

образует ECT–систему [9]. Мы изучаем наследование следующего свойства оператора Грина
при линейных возмущениях: для некоторого линейного гомеоморфизма P лебегова простран-
ства L[a, b] расширенное семейство u0, u1, . . . , um−2, GPf образует WT–систему на открытом
интервале (a, b) [9] при любой неотрицательной функции f ∈ L[a, b]. Это свойство эквивалент-
но положительности оператора QGP : L[a, b] → C[a, b] относительно конуса неотрицательных
функций (свойству обобщённой выпуклости [9]).
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Приводимая ниже теорема 3 доказывается по схеме работы [10] в предположении, что
Q : W n[a, b] → C[a, b] есть линейный слабо компактный и инъективный на пересечении ядер
функционалов исходной краевой задачи оператор, и для любой конечной системы различных
точек ti, i = 1, . . . , ν интерполяционная задача (Qx)(ti) = αi, i = 1, . . . , ν разрешима в W n[a, b]
при любых скалярах αi, i = 1, . . . , ν. В нашем случае инъективность эквивалентна тому, что
ранг матрицы li(uj), i = 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m − 2 равен m − 1. При выполнении этого
предположения имеет место следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть V : C[a, b] → L[a, b] есть линейный положительный оператор отно-

сительно конуса неотрицательных функций и найдётся такая функция u ∈ W n[a, b], что

li(u) = 0, i = 1, . . . , n, образ Qu неотрицателен на [a, b], а невязка ψ = P−1Lu−V Qu положи-

тельна почти всюду на [a, b]. Тогда возмущённая краевая задача

Lx = PV Qx+ f, li(x) = 0, i = 1, . . . , n

также однозначно разрешима в соболевском пространстве W n[a, b] при любом f ∈ L[a, b] и её

оператор Грина Ĝ наследует свойство G, а именно QĜP > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введём обозначения B = L[a, b], C = C[a, b], D = W n[a, b]. Воз-
мущённая краевая задача эквивалентна уравнению второго рода x = GPV Qx+Gf в простран-
стве D. Однозначная замена y = Qx, li(x) = 0, i = 1, . . . , n приводит к уравнению y = Ay + g
в пространстве C, где A = (QGP )V > 0, g = QGf. Функция y = (I − A)−1g принадлежит
образу QGB, так как Ay, g ∈ QGB. Поэтому x = Q−1(I −A)−1QGf = Ĝf будет единственным
решением возмущённой краевой задачи. Теперь имеем QĜP = (I − A)−1QGP > 0, так как

здесь записано произведение двух положительных операторов (I −A)−1 =
∞∑

n=0

An и QGP .

Осталось показать, что спектральный радиус r(A) < 1. Для элемента u в условиях теоре-
мы 3 запишем цепочку преобразований:

Lu = PV Qu+ Pψ, u = GPV Qu+GPψ.

Для v = Qu и ϕ = QGPψ имеем v = Av + ϕ, причём v > 0 и ϕ > 0. A = QGPV есть положи-
тельный слабо компактный оператор в C, так как V : C → B ограничен как положительный
оператор, действующий из банахова пространства C с воспроизводящим конусом в банахово
пространство B с нормальным конусом, GP : B → D — ограничен, а оператор Q : D → C
слабо компактный по условию.

Утверждение будет следовать из теоремы об оценке сверху спектрального радиуса работы
[10], если покажем, что невязка ϕ(t) имеет не более конечного числа нулей и ϕ(τ) > 0 в каждой
точке τ ∈ [a, b], существенной [10] для слабо компактного оператора A.

Заметим, что оператор QGP : B → C интегральный с неотрицательным ядром, которое
обозначим через K(t, s). Поэтому

ϕ(t) =

∫ b

a

K(t, s)ψ(s) ds.

По условию ψ(s) > 0 почти всюду на [a, b]. Если ϕ(τ) = 0, то K(τ, s) = 0 при почти всех s ∈ [a, b]
и, значит, точка τ не может быть существенной для оператора

(Ax)(t) =

∫ b

a

K(t, s)(V x)(s) ds.

Если же имеется счётное множество различных нулей t1, t2, . . . функции ϕ(t), то K(ti, s) = 0,
i = 1, 2, . . . почти всюду на [a, b] и, следовательно, нётеров оператор GP : B → D имеет счётное
множество линейно независимых дефектных функционалов γi(x) = (Qx)(ti), i = 1, 2, . . . , что
невозможно. �
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Для линейного положительного относительно конуса неотрицательных функций оператора

T : C[a, b] → L[a, b] и такой функции φ ∈ L∞[a, b], что φ(s) >
b− s

b− a
почти всюду на [a, b], имеет

место следующее утверждение.

Следствие 1. Линейная краевая задача

x′′(t) + (Tx)(t) = f(t), t ∈ [a, b], x(a) = 0, x′(a) +

∫ b

a

φ(s)x′′(s) ds = 0

однозначно разрешима в W 2[a, b] при любом f ∈ L[a, b] и функция Грина G(t, s) этой задачи

неположительна в квадрате [a, b]× [a, b] в том и только том случае, когда найдётся удовле-

творяющая краевым условиям неотрицательная функция v ∈ W 2[a, b] с неположительной

почти всюду на [a, b] невязкой ψ(t) = v′′(t) + (Tv)(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно в теореме 3 взять

Qx = x, x ∈W n[a, b], Pf = −f, f ∈ L[a, b], V = T.

Невозмущённая краевая задача

x′′(t) = f(t), t ∈ [a, b], x(a) = 0, x′(a) +

∫ b

a

φ(s)x′′(s) ds = 0

однозначно разрешима, и её функция Грина G(t, s) = (t − s)+ − (t − a)φ(s). При наложенном

ограничении на φ(s) функция G(t, s) 6 0. Если φ(s) ≡
b− s

b− a
, то второе краевое условие превра-

щается в равенство
x(b) − x(a)

b− a
= 0. Поэтому исходная задача сведётся к двухточечной краевой

задаче x(a) = 0, x(b) = 0. �
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Let Q be a differential operator of order m− 1, 2 6 m 6 n, for which (a, b) is the interval of nonoscillation,
and the Green’s operator G : L[a, b] → Wn[a, b] of boundary value problem Lx = f , li(x) = 0, i = 1, . . . , n
has the property of generalized convexity: QGP > 0 for some linear homeomorphism P of Lebesgue space
L[a, b]. Under some conditions, we prove, that the perturbed boundary value problem Lx = PV Qx + f ,

li(x) = 0, i = 1, . . . , n is also uniquely solvable in the Sobolev space Wn[a, b] and the Green’s operator Ĝ

inherits the property of G, that is QĜP > 0.
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