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СИМУЛЬТАННОСТЬ В ЗАДАЧАХ КЛАССИФИКАЦИИ КОНЕЧНЫХ

ОБЪЕКТОВ

Рассматривается проблема эффективной вычислимости разрешимых моделей классификации конеч-
ных объектов. Исследуется конструктивизация условий симультанности (предельно короткого цикла)
принятия решения в классификации. Симультанность («однотактность») достигается параллельным
сравнением компонент неизвестной реализации с информативными элементами всех эталонов в обу-
чающей выборке. Конструктивизация условий симультанности предусматривает: выделение информа-
тивных элементов (идентификационных меток) в информативных зонах классифицируемых множеств;
параллельное покомпонентное сравнение неизвестной реализации конечного объекта с информативны-
ми элементами всех эталонов из обучающей выборки. Полученные результаты симультанной схемы
принятия решений в классификации интерпретируются в нейронных сетях, в обобщенной модели рас-
познавания, в задачах идентификации.
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Введение

Данная статья продолжает исследования в работе [1], где сформулированы условия су-
ществования симультанной («одномоментной») модели классификации конечных объектов,
гарантирующие однозначную разрешимость принятия решения в классификации.

Симультанная модель классификации конечных объектов является эффективно вычисли-
мой, так как обеспечивает предельно короткий цикл принятия решения и является инвариант-

ной к количеству эталонов в обучающей выборке и количеству признаков, описывающих эти
эталоны.

Цель настоящей работы — конструктивизировать условия симультанности.

Напомним введенные в работе [1] обозначения и условия существования симультанной мо-
дели классификации конечных объектов.

Пусть M ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} — основное множество конечных подмножеств Xi ∈ Φ,
где Φ — семейство всех конечных подмножеств натурального ряда N ⇋ {0, 1, 2, . . .}; S ⇋

{N1,N2, . . . ,Nt} — некоторое конечное разбиение множества M, X — неизвестное и предъяв-
ляемое для классификации конечное подмножество из N, t — число классов эквивалентности
разбиения S, i = 1,m.

Вопрос о разрешимости предиката принадлежности (классификации)

P (X,Nj) =

{

и, если X ∈ Nj , j = 1, t; и — «истина»,
л, в противном случае; л — «ложь» ,

исследован в [2], где показано, что для разрешимости предиката классификации P (X,Nj) (или
проблемы распознавания для класса Nj) требуется, чтобы Nj было сильно рекурсивным.

Для поиска симультанного способа вычислений разрешимого предиката классификации по-
строим рекуррентную схему следующего вида.

Исходные множества Xi ∈ M назовем индексными и положим V 1
i ⇋ Xi, i, j = 1,m,

V j+1
i =

{

V j
i \Xj , если V j

i \Xj 6= ∅, (i, j = 1,m);

V j
i , в противном случае.
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Индексные множества V j+1
i представляют информативные зоны при классификации неиз-

вестного множества X в разбиении S обучающей выборки M.

Введем дополнительно элементы логической матрицы q = ‖qij‖m×m
следующим образом:

qij =

{

и, если V j
i \Xj = ∅;

л, если V j
i \Xj 6= ∅.

Нахождение разрешимого предиката принадлежности P (X,Nk) сводится к вычислению си-
стемы частных предикатов равенства ⌈X = Xi⌉ : P (X,Nk) = ∨

i∈Dk

⌈X = Xi⌉ , где множество но-

меров эталонных классов (объектов) Xi есть Dk = {i|f (i) = k} , k = 1, t; f : Im → It —
классифицирующая функция, связывающая номера конечных подмножеств Xi, (i = 1,m) из
основного множества M с номерами классов эквивалентности разбиения S; индексные множе-
ства Im ⇋ {1, 2, . . . ,m}, It ⇋ {1, 2, . . . , t}, m, t ∈ N.

Зная классифицирующую функцию f(i) для неизвестной реализации X ∈ M, доста-
точно вычислить предикат равенства множеств ⌈X = Xi⌉ тем или иным способом, а затем
уже судить о предикате принадлежности P (X,Nf(i)) посредством импликации ⌈X = Xi⌉ ⇒
⇒ P (X,Nf(i)), где i ∈ Im, f(i) = k ∈ It.

Доказанная теорема о существовании информативных элементов (см. [1, c. 157]) позволя-
ет конструктивно представить предикат равенства ⌈X = Xi⌉ через предикат классификации с
использованием информативных зон в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть (∀i ∈ Im)[Xi 6= ∅] и (∀i 6= j ∈ Im) [qij = u⇒ qji = л] . Тогда существует

m информативных элементов («идентификационных меток») ai ∈ V m+1
i таких, что преди-

кат равенства ⌈X = Xi⌉ , предъявленного для классификации множества X и одного из эта-

лонных классов Xi :

⌈X = Xi⌉ = ⌈ai ∈ X⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ X⌉ & qij)

⌉

,

обращается в «истину» тогда и только тогда, когда X = Xi, Xi ∈ M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (⇒) Пусть ⌈X = Xi⌉ =и. Покажем, что

⌈ai ∈ X⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ X⌉ & qij)

⌉

= u.

Если ⌈X = Xi⌉ =и , то X = Xi и предикат ⌈ai ∈ Xi⌉ =и . Если (∀j 6= i ∈ Im) [⌈aj ∈ Xi⌉ = л] ,

то

⌈

∨
j∈Im\{i}

⌈aj ∈ Xi⌉ & qij

⌉

=л независимо от qij. В этом случае

⌈ai ∈ X⌉ & ¬⌈ ∨
j∈Im\{i}

⌈aj ∈ X⌉ & qij = и.

Предположим противное, то есть (∀i 6= j ∈ Im) [⌈aj ∈ Xi⌉ = u] . В силу леммы 4.1 [8, c. 41]
имеем qji =и. Тогда по условию теоремы имеем qij =л. Отсюда вытекает, что ⌈aj ∈ Xi⌉ &
qij =л. Пусть j1, j2, . . . , jr 6= i — все такие индексы, что ⌈ajk

∈ Xi⌉ =и. Отсюда ⌈ajk
∈ Xi⌉ &

qjki =л по тем же соображениям. А с другой стороны, для всех j ∈ Im\ {j1, j2, . . . , jr, i} ⌈aj ∈ Xi⌉

& qij =л. В силу того, что ⌈aj ∈ Xi⌉ =л, получим

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ Xi⌉ & qij)

⌉

=л. Следова-

тельно, ⌈ai ∈ X⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ Xi⌉ & qij)

⌉

=и.

(⇐) Пусть ⌈X = Xi⌉ =л. Нужно показать, что в этом случае

⌈ai ∈ X⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ X⌉ & qij)

⌉

= л. Пусть ∀j ∈ Im\ {i} . Тогда имеем Xj 6= Xi. Иначе
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нарушилось бы условие теоремы (∀i 6= j ∈ Im) [qij = u ⇒ qji = л]. Пусть Xk 6= Xi. Подставим

его в правую часть и вычислим высказывание ⌈ai ∈ Xk⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ Xk⌉ & qij)

⌉

.

Возможны два случая: ⌈ai ∈ Xk⌉ =л или ⌈ai ∈ Xk⌉ =и. В первом случае вся конъюнкция
ложна. Рассмотрим второй случай:⌈ai ∈ Xk⌉ =и. В силу леммы 4.1 [8, c. 41] имеем qik =и, то
есть ⌈ai ∈ Xk⌉ & qik =и. Отсюда ∨

j∈Im\{i}
(⌈aj ∈ Xk⌉ & qij) =и. Следовательно,

¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ Xk⌉ & qij)

⌉

=л. Тогда (∀k ∈ Im) ⌈X = Xk⌉ получим:

⌈ai ∈ X⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ X⌉ & qij)

⌉

= л. Теорема доказана. �

Для получения симультанного (предельно короткого) цикла принятия решений в клас-
сификации необходимо, в первую очередь, чтобы у предикатов из теоремы 1 не было «хво-

ста» вида

⌈

∨
j∈Im\{i}

⌈aj ∈ X⌉ & qij

⌉

, то есть чтобы логическая матрица была единичной:

‖qij‖m×m = Em×m, где [qii = u, qij =л].

§ 1. Условия симультанности принятия решений в классификации

В данном параграфе исследуется конструктивизация условий симультанности принятия
решений в классификации конечных объектов.

Лемма 1. Если a ∈ V m+1
i , то ⌈a ∈ Xi⌉ = u.

Д о к а з а т е л ь с т в о. V m+1
i ⊆ V 1

i в силу транзитивности отношения ⊆ . Но V 1
i ⇋ Xi.

Тогда для любого a ∈ V m+1
i имеем a ∈ Xi. �

Пусть семейство M ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} таково, что Xi∩Xj = ∅ для i 6= j. Тогда имеет место
очевидная

Лемма 2. Если (∀i ∈ Im) [qii = u] &
[

V m+1
i = Xi

]

, то (∀i 6= j ∈ Im) [qij =л].

Пусть семейство M ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} таково, что для каждого i ∈ Im

[

Xi\ ∪
j∈Im\{i}

Xj 6= ∅

]

. (∗)

Тогда имеет место

Лемма 3. (∀i ∈ Im)

[

V m+1
i = Xi\ ∪

j∈Im\{i}
Xj

]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем лемму 3 индукцией по i и m. Возьмем произвольное
i ∈ Im. Тогда по определению

V 1
i ⇋ Xi, V 2

i =

{

V 1
i \V

1
1 , если V 1

i \V
1
1 6= ∅;

V 1
i , в противном случае.

Если i = 1, то V 2
i = V 1

1 = X1. Если 1 < i 6 m, то V 2
i = V 1

i \V
1
1 = Xi\X1 в силу того, что

Xi\X1 6= ∅ по условию (∗). Тогда V 3
i =

{

V 2
i \V

1
2 , если V 2

i \V
1
2 6= ∅;

V 2
i , в противном случае.

Если i = 1, то V 2
i = X1,

и, следовательно, V 3
i = X1\X2 в силу того, что X1\X2 6= ∅ по условию (*). Если i = 2, то

V 2
2 = X2\X1, а V 3

2 = V 2
2 , поскольку V 2

2 \V
1
2 = V 2

2 \X2 = ∅. Таким образом, V 3
1 = X1\X2, а

V 3
2 = X2\X1. База индукции для m = 2 очевидно выполнена.

Индуктивное предположение. Пусть V n+1
i = Xi\ ∪

j∈In\{i}
Xj для m = n, (n > 2) . Покажем,

что V n+2
i = Xi\ ∪

j∈In+1\{i}
Xj . Проведем доказательство индукции по интервалу 1 6 i 6 n + 1.
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Для i = 1 надо показать, что V n+2
1 = X1\ ∪

j∈In+1\{i}
Xj . По индуктивному предположению

V n+1
1 = X1\ ∪

j∈In\{i}
Xj. По определению V n+2

1 =

{

V n+1
1 \V 1

n+1, если V n+1
1 \V 1

n+1 6= ∅;

V n+1
1 , в противном случае.

Тогда

V n+1
1 \V 1

n+1 =

{

X1\ ∪
j∈In\{i}

Xj

}

\Xn+1 = X1\ ∪
j∈In+1\{i}

Xj.

Но по условию (∗) последнее выражение не пустое. Поэтому, V n+2
1 = X1\ ∪

j∈In+1\{i}
Xj . Пред-

положим, что для 1 6 i 6 n + 1 выполнено условие V n+2
i = Xi\ ∪

j∈In+1\{i}
Xj и докажем, что в

этом случае V n+2
i+1 = Xi+1\ ∪

j∈In+1\{i+1}
Xj.

По индуктивному предположению V n+1
i+1 = Xi+1\ ∪

j∈In\{i+1}
Xj .

По определению V n+2
i+1 =

{

V n+1
i+1 \V 1

n+1, если V n+1
i+1 \V 1

n+1 6= ∅;

V n+1
i+1 , в противном случае.

Следовательно,

V n+1
i+1 \V 1

n+1 = Xi+1\ ∪
j∈In\{i+1}

Xj\V
1
n+1 = Xi+1\ ∪

j∈In\{i+1}
Xj\Xn+1 = Xi+1\ ∪

j∈In+1\{i+1}
Xj .

Но по условию (∗) это выражение не пусто. Отсюда V n+2
i+1 = Xi+1\ ∪

j∈In+1\{i+1}
Xj . Что и требо-

валось доказать. �

Теорема 2. Пусть M ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} таково, что (∀i ∈ Im) [Xi\ ∪
j∈Im\{i}

Xj 6= ∅]. Тогда

(∀i ∈ Im) (∀ai ∈ V m+1
i ) предикаты равенства ⌈X = Xi⌉ и принадлежности ⌈ai ∈ X⌉ совпада-

ют: ⌈X = Xi⌉ = ⌈ai ∈ X⌉ , где X ∈ M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что ⌈ai ∈ X⌉ = u ⇒ ⌈X = Xi⌉ и наоборот, ⌈X = Xi⌉ ⇒
⇒ ⌈ai ∈ X⌉ =и. Возьмем произвольное i ∈ Im и ai ∈ V m+1

i .

(⇒) Пусть ⌈ai ∈ X⌉ = и. В силу леммы 3 и условия теоремы 2 можно записать

V m+1
i = Xi\ ∪

j∈Im\{i}
Xj 6= ∅. (∗∗)

Следовательно, ai ∈ V m+1
i ⇒ ai ∈ Xi, то есть ⌈ai ∈ X⌉ ⇒ ⌈ai ∈ Xi⌉ . Докажем, что Xi —

единственное из M такое, что X = Xi. Предположим, что нашлось Xj , j ∈ Im\ {i} , такое, что
⌈ai ∈ X⌉ ⇒ ⌈ai ∈ Xj⌉ = u. Но из выражения (∗∗) следует, что (∀j ∈ Im\ {i}) ⌈ai ∈ Xj⌉ , то есть
⌈ai ∈ Xj⌉ =л. Противоречие. Итак, X = Xi.

(⇐) Пусть X = Xi. Покажем, что в этом случае ⌈ai ∈ X⌉ = и. В самом деле, ⌈ai ∈ Xi⌉ = и в
силу того, что ai ∈ V m+1

i ⊆ Xi, но Xi = X. Следовательно, ⌈ai ∈ X⌉ =и. Теорема доказана. �

Теорема 3. Логическая матрица q = ‖qij‖m×m является единичной тогда и только тогда,

когда (∀i ∈ Im)

[

V 1
i \ ∪

j∈Im\{i}
V 1

j 6= ∅

]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (⇒) Предположим, что матрица q — единичная, то есть (∀i ∈ Im)
( ∀j ∈ Im\ {i}) [qij = л, qii = u] . По определению qij =л, когда V j

i \V
1
j 6= ∅. Исходя из ранее

доказанной теоремы 2.2 [1, c. 157], получим

V j
i ⊆ V 1

i ⇒ V 1
i \V

1
j 6= ∅ ⇒ V 1

i \ ∪
j∈Im\{i}

V 1
j 6= ∅.

Прямое утверждение доказано.

(⇐) Предположим, что выполняется условие V 1
i \ ∪

j∈Im\{i}
V 1

j 6= ∅. Так как матрица q еди-

ничная, то должно быть qii = и, qij = л, j ∈ Im\ {i} .
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Докажем, что qii =и. Для этого рассмотрим выражение V j
i \V

1
j при i = j, то есть V i

i \V
1
i . Из

условия V j
i ⊆ V 1

i следует V i
i \V

1
i = ∅. Тогда по определению qii =и.

Следующим шагом докажем, что

(∀i ∈ Im) (∀j ∈ Im\ {i}) [qij = л] .

Из условия теоремы 2 получим V j
i = Xi\ ∪

k∈Ij−1\{i}
Xk 6= ∅ или, исходя из определения:

V j
i = V 1

i \ ∪
k∈Ij−1\{i}

V 1
k .

Тогда выражение V j
i \Xj = V j

i \V
1
j = V 1

i \ ∪
k∈Ij\{i}

V 1
k . Очевидно, что для i 6 j 6 1, если

V j
i \ ∪

k∈Im\{i}
V 1

k 6= ∅, то V 1
i \ ∪

k∈Ij\{i}
V 1

k 6= ∅.

Таким образом, V j
i \Xj 6= ∅ и по определению qij =л, то есть доказали, что qii = и и qij =л,

если i ∈ Im, j ∈ Im\ {i} . Теорема доказана в обе стороны. �

С учетом теоремы 3 усилим теорему 2 в следующем виде.

Теорема 4. Пусть M ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} — множество подмножеств из Φ, для которых

выполняется условие ‖qij‖m×m = Em×m. Тогда (∀i ∈ Im)
(

∀ai ∈ V
m+1
i

)

(∀Xi ∈ M) предикаты

равенства и принадлежности совпадают: ⌈X = Xi⌉ = ⌈ai ∈ X⌉ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ‖qij‖m×m
= Em×m, то из теоремы 3 получаем, что

(∀i ∈ Im)

[

Xi\ ∪
j∈Im\{i}

Xj 6= ∅

]

. Докажем, что предикаты равенства ⌈X = Xi⌉ и принадлежно-

сти ⌈ai ∈ X⌉ совпадают.

(⇐) Пусть ai ∈ X. Так как ai ∈ V m+1
i , то X ∩ V m+1

i 6= ∅. При X = Xi, Xi ∩ V m+1
i 6= ∅,

поскольку из теоремы 2.2 [1, c. 157] V m+1
i ⊆ Xi. Предположим, что X = Xi, то есть

(∀j ∈ Im\ {i}) ⌈X = Xj⌉ .

Тогда X ∩ V m+1
i 6= ∅. С другой стороны, V m+1

i = Xi\ ∪
j∈Im\{i}

Xj по теореме 2. Но

(Xj ∩ Xi) \Xj = ∅ ⇒ X ∩

(

Xi\ ∪
k∈Im\{i}

Xk

)

= ∅, то есть X ∩ V m+1
i = ∅. Противоречие. Значит,

(∀j ∈ Im\ {i}) ⌈X = Xj⌉.

(⇒) Предположим ai /∈ Xi. Поскольку ai ∈ V m+1
i , то V m+1

i \Xi 6= ∅. С другой стороны,
V m+1

i ⊆ Xi ⇒ Xi\V
m+1
i 6= ∅, то есть ai ∈ Xi. Противоречие. Теорема доказана. �

Теорема 4 показывает, что единичность логической матрицы ‖qij‖m×m представляет воз-
можным упрощенное вычисление предиката равенства ⌈X = Xi⌉ посредством вычисления пре-
диката принадлежности ⌈ai ∈ X⌉ элемента («идентификационной метки») информативной зо-
ны ai ∈ V

m+1
i соответствующему множеству X ∈ M.

В силу симметричности отношения «равно» из теоремы 1 вытекает справедливость обрат-
ного утверждения: представимость предиката классификации через предикат равенства в виде
следующей теоремы.

Теорема 5. Пусть (∀i ∈ Im) [Xi 6= ∅] (∀i 6= j ∈ Im) [qij = u⇒ qji = л] . Тогда существует

m информативных элементов («идентификационных меток») ai ∈ V m+1
i таких, что преди-

кат классификации представим через предикат равенства:

⌈ai ∈ X⌉ & ¬

⌈

∨
j∈Im\{i}

(⌈aj ∈ X⌉ & qij)

⌉

= ⌈X = Xi⌉ .

Будем рассматривать ūi = 〈xi1, xi2, . . . , xin〉 , i = 1,m, то есть вектора размерности n и
V 1

i = 〈Xi1,Xi2, . . . ,Xin〉 . Из теоремы 5 имеем утверждение.
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Следствие 1. Если выполнено условие ‖qij‖m×m = Em×m, тогда существует m информа-

тивных элементов ai ∈ V
m+1
i из информативных зон таких, что предикат

⌈ū = ūi⌉ =

{

1, если ai = uj;
0, в противном случае,

где индекс j выбирается из условия ai = xij .

Доказанные теоремы 4, 5 и следствие 1 показывают способ конструктивизации условий
симультанности: чтобы получить предельно короткий цикл принятия решения при классифи-
кации, необходимо и достаточно предъявленную реализацию конечного объекта с эталонами
сравнить параллельно по всем кортежам обучающей выборки только по одному информа-
тивному значению каждого признака, предварительно выделив его в информативных зонах
классифицируемых множеств.

§ 2. Симультанный метод распознавания отношений

Пусть согласно работе [4, с. 74] M ⇋ {a1, a2, . . . , am} — некоторое конечное множество
числовых объектов ai ∈ N ⇋ {0, 1, 2, . . .} ; |M | = m; Mn — n-ая декартова степень мно-
жества M ; X — предъявленное отношение, (X ⊆Mn) ; O1, O2, . . . , Ol — эталонные множества
Oi ⊆Mn,

(

i = 1, l
)

.
Рассмотрим произвольное множество F ⊆Mn и нумерацию множества Mn вида:

γ (i1, i2, . . . , in) = i1 + (i2 − 1)m+ . . .+ (in − 1)mn−1.

С помощью нумерации γ и множества F вычислим предикат

QF (X) =

{

1, если X = γ (i1, i2, . . . , in) , 〈i1, i2, . . . , in〉 ∈ F ;
0, в противном случае.

Рассмотрим кортеж введенных предикатов:

F̂ =
〈

Q
(1)
F , . . . , Q

(|mn|)
F

〉

,

где эталонные описания предикатов представим вектором Q̂i = 〈ui1, ui2, . . . , uimn〉 , компоненты
которого uij = Q0i

(j) . Далее для каждого эталонного описания Q̂i, предъявленного объекта-
отношения X ⊆ Mn, применяем псевдолинеаризацию, то есть каждую компоненту uij ∈ Q̂i

заменяем на ее расширение uij = 〈ui1 + c1, . . . , uimn + cmn〉 , где cj = 2j,
(

j = 1, |mn|
)

.

Тогда существование информативных элементов при линеаризации [5, теорема 3.1] позволя-
ет, используя необходимые и достаточные условия симультанности в принятии решений [6, тео-
ремы 4.3, 4.4, следствие 4.1], сформулировать следующую теорему.

Теорема 6 (см. [4, с. 75]). Пусть (∀i ∈ Il) [ui 6= ∅] и пусть логическая матрица — единич-

ная: ‖qij‖l×l
= El×l. Тогда существует l информативных элементов ai ∈ V l+1

i таких, что

предикат

Ψi (X) =

{

1, если ai = xij + cj ;
0, в противном случае,

обращается в «единицу» тогда и только тогда, когда X = Oi, X ∈ M; здесь индекс j выби-

рается из условия j = µj [uij + cj = ai] , µ — оператор минимизации [7]; V 1
i ⇋ ui,

(

i = 1, l
)

;

элементы V j+1
i и qij задаются рекуррентной схемой:

V j+1
i =

{

V j
i \V

1
j , если V j

i \V
1
j 6= ∅;

V j
i , в противном случае.

qij =

{

1, если V j
i \V

1
j = ∅,

(

i, j = 1, l
)

;

0, в противном случае.
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Таким образом, линейные преобразования отношений, а затем применение псевдолинеа-
ризаций позволяют при единичной логической матрице ‖qij‖l×l распознавать отношения си-
мультанным методом, то есть конструктивно находить в каждом отношении информативное
значение признака (точку ai) и параллельно вести сравнение всех таких точек из обучающей
информации.

§ 3. Симультанность в принятии решений при обучении

Исследование однотактных моделей принятия решений при идентификации неизвестной
реализации, подвергнутой шумам и помехам, безусловно является актуальной задачей [8].

Рассмотрим стандартную обучающую выборку O =
∥

∥U i

∥

∥ ,
(

i = 1, ℓ
)

, содержащую ℓ кор-
тежей конструктивных элементов фиксированной длины n U i = 〈Ui1, Ui2, . . . , Uin〉 , которые
варьируются в пределах ε-сети, то есть если Uij − ε 6 Uj 6 Uij + ε, j = 1, n, то распознаем
Uj как Uij, где Uj ∈ U, U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 — неизвестная реализация, ε — допуск на шум
(помеху).

Задача состоит в том, чтобы предельно быстро (однотактно) идентифицировать неиз-

вестную реализацию U к одному из кортежей обучающей выборки O.

Очевидно, для достижения поставленной цели необходимо, во-первых, сравнивать неизвест-
ную реализацию U с эталонами Ui ∈ O параллельно и, во-вторых, только по одному информа-
тивному элементу из каждого эталона, то есть применить симультанный метод идентификации.

1. Симультанность при идентификации

Пусть ρ и 6 — расстояние и частичный порядок между эталонами в обучении. Положим в

качестве исходных индексных множеств V 1
i ⇋ {Ui1, Ui2, . . . , Uin} ,

(

i = 1, ℓ
)

; A =
ℓ
∪

i=1
V 1

i . Возь-

мем в качестве ρ0 — минимальное, не равное нулю расстояние ρ (x, y) , где x, y ∈ A; допуск на

шум ε можно выбрать из условия ε <
ρ0

2
.

Тогда конструктивизация условий симультанного принятия решения при идентификации
определяется следующей теоремой

Теорема 7 (см. [8, с. 88]). Если ‖qij‖ℓ×ℓ
= Eℓ×ℓ — единичная матрица размера ℓ × ℓ, то

существует ℓ информативных элементов ai ∈ V ℓ+1
i таких, что предикат

Qi

(

U
)

=

{

1, если ρ (ai, Uij) 6 ε,
(

i = 1, ℓ
)

;
0, в противном cлучае,

обращается в «единицу» тогда и только тогда, когда U iτU ; здесь τ — отношение толерант-

ности такое, что U iτU ⇔
n
∑

j=1
ρ (Uij, Uj) 6 nε, где индекс j = µj [ai = Uij ] , µ — оператор

минимизации [7].

«Наброшенную» на обучающую выборку O ε-сеть можно интерпретировать как выборку,
фильтрующую зашумленные реальные объекты, не превышающие уровень шума ε, и позволяю-
щую с помощью выбранных информативных элементов ai,

(

i = 1, ℓ
)

сравнивать их параллельно
с неизвестной реализацией U, выбирая для каждого индекса i одну и только одну необходи-
мую компоненту Uij реализации U, и находить расстояние ρ(ai, Uij) между элементом aiи этой
компонентой Uij , не превышающее уровень шума ε.

Такая фильтрация и быстрый поиск номера кортежа i в обучающей выборке, удовлетворя-
ющего отношению толерантности τ с неизвестной реализацией U, говорит о том, что можно
найти наиболее близкий кортеж обучающей выборки к неизвестной реализации U, подверг-
нутой шумам в пределах компактной ε-сети. Ограничения на шум ε выбираются исходя из
самой обучающей выборки O так, чтобы максимально верно идентифицировать неизвестную
реализацию U к одному из кортежей U i ∈ O [9].
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2. Обобщенная симультанная модель распознавания

Пусть имеется основное множество M ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} конечных подмножеств Xi ∈ Φ,
где Φ — множество всех конечных подмножеств натурального ряда N ⇋ {0, 1, 2, . . .}, конечное
разбиение S ⇋ {M1,M2, . . . ,Mt} множества M , t — число классов эквивалентности разбиения
S.

Построим обучающую выборку O для распознавания неизвестных объектов X ∈M :

O =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u11, u12, . . . , u1n

u21, u22, . . . , u2n

. . . . . . . . . . . .
uℓ1, uℓ2, . . . , uℓn

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

или O = ||uij ||ℓ×n,

где n — число признаков объекта распознавания Xi, j = 1, n; ℓ — число эталонов объектов
распознавания Xi, i = 1, ℓ; f : Iℓ → It — классифицирующая функция, распределяющая номера
Iℓ ⇋ {1, 2, . . . , ℓ} эталонных элементов основного множества M по номерам It ⇋ {1, 2, . . . , t}
классов разбиения S; Dk ⇋ {i|f(i) = k}, (k = 1, t) — множество эталонных номеров разбиения
S; неизвестная реализация x = 〈x1, x2, . . . , xn〉 ∈ X, X — множество неизвестных реализаций
распознаваемого объекта.

Необходимо найти в каждом кортеже ui = 〈ui1, ui2, . . . , uin〉 обучающей выборки O по од-
ному информативному элементу ai так, чтобы частные предикаты

Qi(X) =

{

1, если ai ∈ Xi ⇋ {ui1, . . . , uin}, (i = 1, ℓ);
0, в противном случае,

можно было вычислить параллельно, используя одно сравнение компоненты xj ∈ x посред-
ством бинарного отношения ∗ с информативным элементом ai : xj ∗ ai, где j выбирается из
условия ai = uij , j = 1, n.

Обозначим V 1
i ⇋ Xi, i ∈ Iℓ ⇋ {1, 2, . . . , ℓ}, V ℓ+1

i ⊆ Xi. Подмножества Xi, то есть элементы
из разности множеств {Xi\V

ℓ+1
i }, оставшиеся в процессе их вычисления, назовем информатив-

ными зонами.
Информативные элементы ai будем искать в информативных зонах {Xi\V

ℓ+1
i } множеств

V ℓ+1
i , где V ℓ+1

i строятся по рекуррентной схеме (см. Введение):

V 1
i ⇋ {ui1, ui2, . . . , uin}, (i = 1, ℓ);

V j+1
i =

{

V j
i \V

1
i , если V j

i \V
1
i 6= ∅, (i, j = 1, ℓ);

V j
i , в противном случае.

Наряду с индексными множествами V j
i построим логическую матрицу q = ||qij || следующим

образом:

qij =

{

1, если V j
i \V

1
i = ∅, (i, j = 1, ℓ);

0, в противном случае.

Теорема 8 (см. [8, с. 89]). Пусть (∀i ∈ Iℓ) [V ℓ
i 6= ∅], (∀i 6= j ∈ Iℓ) [qij = 1 ⇒ qji = 0]. Тогда

существует ℓ информативных элементов ai ∈ V ℓ+1
i таких, что предикат классификации

Qi(V ) = ⌈ai ∈ V ⌉&¬

⌈

∨
j∈Iℓ\{i}

⌈aj ∈ V ⌉&qij

⌉

обращается в «единицу» тогда и только тогда, когда V = V 1
i ; V 1

i = {ui1, ui2, . . . , uin} ∈ O.

Следствие 2 (см. [8, с. 89]). Если выполнены условия: V 1
i 6= ∅, (i = 1, ℓ),

(∀i, j ∈ Iℓ)[i 6= j ⇒ ui 6= uj ], (∀i ∈ Iℓ)[V
1
i \ ∪

j∈Iℓ\{i}
V 1

j 6= ∅],
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то существует ℓ информативных элементов ai ∈ V ℓ+1
i таких, что предикат принадлежно-

сти

Qi(x) =

{

1, если ai ∈ Xi, i ∈ Iℓ;
0, в противном случае,

обращается в «единицу» тогда и только тогда, когда x = ui; индекс j выбирается из условия

ai = uij .

Обозначим Iℓ ⇋ {1, 2, . . . , ℓ}, It ⇋ {1, 2, . . . , t}, In ⇋ {1, 2, . . . , n}.

Пусть на множестве A ⇋ {uij |i = 1, ℓ; j = 1, n} задано некоторое расстояние ρ(x, y) и
линейный порядок 6 .

Обозначим (∀x, y ∈ A)[x 6 y∨y 6 x] через ρ0 — минимальное расстояние между эталонными

элементами множества A : ρ0 = min
〈i,j〉,〈d,p〉∈Iℓ×In

ρ(uij , udp) 6= 0, где uij и udp взяты из
n
∪

j=1
{xj|xj ∈

V ℓ+1
i }. Эталонные множества формируются по мере близости к ρ.

Пусть все значения j-го признака xj , удовлетворяющие некоторой заданной мере близо-
сти [8] к эталонному значению uij, «стянуты» в общий таксон — одно множество обучающей
выборки Oij = {xj |ρ(uij , xj) < 1/2ρ0}.

Представим эталонное описание распознаваемого i-го объекта в виде декартова произведе-
ния «стягивающих» множеств Oij : Bi = Oi1 ×Oi2 × . . . ×Oin.

Множество неизвестных реализаций X выразим через объединение всех декартовых произ-

ведений эталонных множеств Bi : X =
ℓ
∪

i=1
Bi.

Введем на множестве неизвестных реализаций X отношение толерантности τε следующим
образом:

xτεui ⇔

n
∑

j=1

ρ(xj , uij) < 1/2nρ0 − ε,

где x = 〈x1, . . . , xn〉 ∈ X, ui = 〈ui1, . . . , uin〉 , ε > 0 — сколь угодно малая величина. Пусть

линейный порядок 6 и расстояние ρ распространяется на всё множество C =
ℓ
∪

i=1

n
∪

j=1
Oij .

Очевидно, A ⊆ C. Тогда имеет место

Теорема 9 (см. [8, с. 90]). Если выполнены условия: V 1
i 6= ∅, (i = 1, ℓ),

(∀i, j ∈ Iℓ)[i 6= j ⇒ ui 6= uj], (∀i ∈ Iℓ)[(V
1
i \

n
∪

j∈Iℓ\{i}
V 1

j ) 6= ∅],

то существует ℓ информативных элементов ai ∈ V ℓ+1
i таких, что предикат

Q(x) =

{

1, если ρ(ai, xj) < 1/2ρ0, (i ∈ Iℓ);
0, в противном случае,

обращается в «единицу» тогда и только тогда, когда xτEui, где индекс j выбирается из усло-

вия ai = uij.

Сформулированные утверждения (теорема 8, следствие 2, теорема 9) являются примерами
конструктивизации в обобщенной симультанной модели распознавания.

3. Нейронные сети симультанной схемы принятия решений

Рассмотрим симультанные (однотактные) схемы принятия решений на основе нейронных
сетей в персептронах с распараллеленной структурой связанных между собой информативных
нейронов [8].

Под изображением X, подаваемым на вход персептрона для распознавания, будем понимать
некоторое подмножество точек множества R = {a1, a2, . . . , ak}.
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Пусть на множестве R задано m изображений X1,X2, . . . ,Xm, составляющих обучающую
выборку O ⇋ {X1,X2, . . . ,Xm} . Для идентификации множества X воспользуемся введенными
обозначениями в предыдущем п. 2 § 3.

Частный решатель Ψi (X) в схеме принятия решения об идентификации X определим сле-
дующим образом: Ψi (X) =

∑

ai∈V m+1

i

⌈ai ∈ X⌉ > 1, i ∈ Im. Общее решение дает

Теорема 10 (см. [8, с. 92]). Пусть (∀i ∈ Im) [Xi 6= ∅] и (∀i 6= j ∈ Im) [qij = 1 ⇒ qji = 0] . То-

гда общее решение — предикат классификации: Qi (X) = ψi (X) &

⌈

∑

j∈Im

ψj (X) · qij > 1

⌉

обра-

щается в «единицу» тогда и только тогда, когда X = Xi, где Xi ∈ O.

Предикаты классификации Qi (X) , (i ∈ Im) реализуются нелинейными персептронами,
частные предикаты при этом ⌈a ∈ X⌉ для X ⊆ R можно интерпретировать нейронами [8].

Рассмотрим конструктивизацию условий способа принятия решения для нейронных сетей.

Возьмем векторы ūi = 〈ai1 , ai2 , . . . , ain〉 , (i ∈ Im) из обучающей выборки O как множества
V 1

i = {ai1 , ai2 , . . . , ain} , u = 〈a1, a2, . . . , an〉 — неизвестная реализация распознаваемого множе-
ства X = {a1, . . . , an} , n 6 k. Тогда на основе теоремы 3 имеет место

Следствие 3 (см. [6, с. 39]). Если выполнены условия q = ‖qij‖m×m = Em×m, где Em×m —

единичная матрица порядка m × m, то существует m идентификационных элементов

ai ∈ V m+1
i таких, что предикат

Qi (X) =

{

1, если ai = aij ;
0, в противном случае, i ∈ Im

обращается в «единицу» тогда и только тогда, когда u = ui, j = µj[ai = aij], где µ — оператор

минимизации [7].

Симультанность способа принятия решения об идентификации неизвестного множества X с
эталонным множеством из обучающей выборки Xi ∈ O достигается за счет параллельного вы-
числения информативных нейронов в условиях единичности логической матрицы ‖qij‖ путем
сравнения неизвестной реализации u с кортежами в обучении ui по одному информативному
элементу aij с идентификационным элементом ai из информативной зоны V m+1

i .

Таким образом, приведенные примеры демонстрируют общий подход в конструктивизации
условий симультанности в задачах классификации конечных объектов.
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Simultaneity in the problems of classification of finite objects
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Consideration is given to the problem of efficient computability of solvable models of finite objects classification.
We investigate the constructivization of simultaneity (extremely short cycle) conditions of decision adoption
in the classification. Simultaneity is achieved by parallel comparing of the components of the unknown
implementation with informative elements of all etalons in the training sample. Constructivization of
simultaneity conditions includes: a selection of informative elements (identification labels) in the informative
areas of classified sets; the parallel component-wise comparison of the unknown realization of a finite object
with informative elements of etalons from the training set. The obtained results of simultaneous decision
trees in classification is interpreted in neural networks, in a generalized model of recognition, in problems of
identification.
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