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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

С МЛАДШИМ ЧЛЕНОМ

Изучается одна краевая задача для дифференциального уравнения с частными производными четвер-
того порядка с младшим членом в прямоугольной области. Для решения задачи получена априорная
оценка решения, из которой следует единственность решения задачи. Для доказательства существо-
вания решения задачи применяется метод разделения переменных. Разрешимость задачи сводится к
интегральному уравнению Фредгольма второго рода относительно искомой функции, которое решается
методом последовательных приближений. Найдены достаточные условия, обеспечивающие абсолютную
и равномерную сходимость ряда, представляющего решение задачи, и рядов, полученных из него диф-
ференцированием четыре раза по x и два раза по t.
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Введение

Теория краевых задач для уравнений четвертого порядка все еще остается малоизученной.
Краевым задачам для уравнений четвертого порядка посвящены работы [1–16] и другие. Особо
следует отметить монографию [1], где дается классификация уравнений четвертого порядка с
двумя независимыми переменными, указываются приложения этих уравнений и исследуются
некоторые краевые задачи, как для одного уравнения, так и для уравнений смешанного типа.
Там же можно найти наиболее полную библиографию по уравнениям четвертого порядка.

В настоящей работе в области Ω = {(x, t) : 0 < x < p, 0 < t < T} рассматривается уравнение

Lu = f(x, t), (0.1)

Lu ≡
∂4u

∂x4
−

∂2u

∂t2
− c(x, t)u(x, t), (0.2)

где c(x, t), f(x, t) — заданные гладкие функции в Ω.

§ 1. Постановка задачи

Задача. Найти в области Ω решение u(x, t) уравнения (0.1), удовлетворяющее краевым
условиям

∂2ku

∂x2k
= 0 при x = 0, x = p, 0 6 t 6 T, k = 0, 1, (1.1)

u(x, 0) = 0, ut(x, T ) = 0, 0 6 x 6 p. (1.2)

Введем обозначения

V (Ω) =
{

u(x, t) : u ∈ C2,1
x,t (Ω) ∩ C4,2

x,t (Ω) и выполняются условия (1.1), (1.2)
}

.

Определение. Функцию u(x, t) ∈ V (Ω) назовем регулярным решением задачи, если в об-
ласти Ω она удовлетворяет уравнению (0.1).
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Рассмотрим множество C(Ω). В этом множестве введем следующее скалярное произведение:

(u, υ) =

∫∫

Ω

[

uυ +
∂u

∂x

∂υ

∂x
+

∂2u

∂x2

∂2υ

∂x2
+

∂3u

∂x3

∂3υ

∂x3
+

∂4u

∂x4

∂4υ

∂x4
+

∂u

∂t

∂υ

∂t
+

∂2u

∂t2
∂2υ

∂t2

]

dx dt. (1.3)

Пополним множество C(Ω) в метрике (1.3). Полученное полное пространство обозначим через
W 4,2

2 (Ω).

§ 2. Априорная оценка

Лемма 1. Пусть u ∈ V (Ω), uxxx ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω), uxxxx ∈ L2(Ω), utt ∈ L2(Ω), c(x, t) < 0.
Тогда существует постоянное число C > 0, зависящее от функции c(x, t) и не зависящее от

функции u(x, t), такое, что имеет место оценка

‖u‖
W

4,2
2

(Ω) 6 C ‖Lu‖L2(Ω) . (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим обе части равенства (0.2) на u(x, t). Пусть min
(x,t)∈Ω

c(x, t) =

−m, m > 0. Интегрируя полученное равенство по области Ω и учитывая условия (1.1), (1.2),
получаем

‖uxx‖
2
L2(Ω) + ‖ut‖

2
L2(Ω) + m ‖u‖2

L2(Ω) 6

∫∫

Ω
uLudx dt.

Легко проверить, что

|uLu| 6
ε

2
|u|2 +

1

2ε
|uLu|2 , ε > 0. (2.2)

Используя неравенство (2.2), получаем

‖u‖2
L2(Ω) + ‖ut‖

2
L2(Ω) + ‖uxx‖

2
L2(Ω) 6

1

λ0
‖Lu‖2

L2(Ω) , (2.3)

где λ0 = 2m − 1. Учитывая условие (1.1) и интегрируя по частям, можно убедиться, что
∫ T

0

∫ p

0
u2

x dx dt = −

∫ T

0

∫ p

0
u · uxx dx dt.

Применяя неравенство Коши–Буняковского, имеем

‖ux‖
2

6 ‖u‖ · ‖uxx‖ . (2.4)

В силу (2.3) получим

‖ux‖
2

6
1

λ0
‖Lu‖2 . (2.5)

Возведем равенство (0.2) в квадрат и полученное равенство проинтегрируем по области Ω,
тогда

‖u‖2
L2(Ω) + ‖ut‖

2
L2(Ω) + ‖utt‖

2
L2(Ω) + ‖uxx‖

2
L2(Ω) + ‖uxxxx‖

2
L2(Ω) 6

1

δ0
‖Lu‖2

L2(Ω) , (2.6)

где δ0 = min
{

1;m2;−2m
}

. Аналогично (2.4), имеем ‖uxxx‖
2
L2(Ω) 6 ‖uxx‖L2(Ω) · ‖uxxxx‖L2(Ω) .

В силу (2.6) находим

‖uxxx‖
2
L2(Ω) 6

1

δ0
‖Lu‖2

L2(Ω) . (2.7)

Складывая (2.3), (2.5), (2.6) и (2.7), получаем ‖u‖2
W

4,2
2

≡ ‖u‖2
L2(Ω) + ‖ux‖

2
L2(Ω) + ‖ut‖

2
L2(Ω) +

‖utt‖
2
L2(Ω) + ‖uxx‖

2
L2(Ω) + ‖uxxx‖

2
L2(Ω) + ‖uxxxx‖

2
L2(Ω) 6 C2 ‖Lu‖2

L2(Ω) , или ‖u‖
W

4,2
2

6 C ‖Lu‖L2(Ω)

где C2 = 2
(

1
λ0

+ 1
δ0

)

. �

Замечание 1. При c(x, t) = 0 оценка (2.1) установлена в [9].

Следствие 1. Из оценки (2.1) следует единственность решения задачи.
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§ 3. Регулярная разрешимость задачи

Решение задачи ищем в виде

u(x, t) =

∞
∑

n=1

un(t) · Xn(x), (3.1)

где Xn(x) =
√

2
p
sin λnx, λn = nπ

p
, n = 1, 2, . . . . Функции Xn(x) образуют полную ортонормиро-

ванную систему в L2(0, p). Обозначим

f1(x, t) = f(x, t) + c(x, t)u(x, t).

Функцию f1(x, t) разложим в ряд Фурье по функциям Xn(x):

f1(x, t) =

∞
∑

n=1

f1n(t)Xn(x), (3.2)

f1n(t) =

∫ p

0
f(x, t)Xn(x) dx +

∫ p

0
c(x, t)u(x, t)Xn(x) dx. (3.3)

Подставим (3.1) и (3.2) в уравнение (0.1). Тогда получим следующие дифференциальные урав-
нения

u
′′

n(t) − λ4
nun(t) = −f1n(t), n = 1, 2, . . . .

Учитывая (1.2) и условия (3.3), имеем

un(t)=
1

λ2
n

∫ T

0

∫ p

0
Kn(t, τ)Xn(ξ)f(ξ, τ) dξ dτ +

1

λ2
n

∫ T

0

∫ p

0
Kn(t, τ)Xn(ξ)c(ξ, τ)u(ξ, τ) dξ dτ. (3.4)

Подставляя (3.4) в уравнение (0.1), получаем следующее интегральное уравнение Фредгольма
второго рода:

u(x, t) −

∫ T

0

∫ p

0
K1(x, t; ξ, τ)u(ξ, τ) dξ dτ = F (x, t), (3.5)

где K1(x, t; ξ, τ) =
∞
∑

n=1

1
λ2

n
Xn(x)Xn(ξ)Kn(t, τ)c(ξ, τ),

Kn(t, τ) =











shλ2
nτ ·ch λ2

n(T−t)
ch λ2

nT
, 0 6 τ 6 t,

shλ2
nt·ch λ2

n(T−τ)
ch λ2

nT
, t 6 τ 6 T,

(3.6)

F (x, t) =
∞

∑

n=1

1

λ2
n

∫ T

0

∫ p

0
Kn(t, τ)Xn(x)Xn(ξ)f(ξ, τ) dξdτ.

Из (3.6) следует, что Kn(t, τ) = Kn(τ, t) и выполнена оценка

|Kn(t, τ)| 6 1. (3.7)

Пусть

max
(x,t)∈Ω

|c(x, t)| = M, M ≡ const > 0, max
(x,t)∈Ω

|f(x, t)| = N, N ≡ const > 0.

Справедливы следующие оценки: |K1(x, t; ξ, τ)| 6 Mp/3,

|F (x, t)| 6 C, C ≡ const > 0. (3.8)
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Интегральное уравнение (3.5) решаем методом последовательных приближений. В результате
получаем

u(x, t) = F (x, t) +

∫ T

0

∫ p

0
R(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ) dξ dτ, (3.9)

где

R(x, t; ξ, τ) =
∞
∑

i=1

Ki(x, t; ξ, τ), (3.10)

Ki(x, t; ξ, τ) =

∫ T

0

∫ p

0
K1(x, t; ξ1, τ1)Ki−1(ξ1, τ1; ξ, τ) dξ1dτ1.

Ряд (3.10) сходится при

M <
3

p2T
. (3.11)

Установим сходимость полученного решения (3.9) и рядов

∂4u

∂x4
=

∞
∑

n=1

λ2
n

∫ T

0

∫ p

0
Kn(t, τ)Xn(x)Xn(ξ)f(ξ, τ) dξ dτ+

+

∫ T

0

∫ p

0

∞
∑

n=1

λ2
nKn(t, τ)Xn(x)Xn(ξ)c(ξ, τ)F (ξ, τ) dξ dτ+

+

∫ T

0

∫ p

0

∞
∑

i=2

∫ T

0

∫ p

0

∞
∑

n=1

λ2
nXn(x)Xn(ξ1)Kn(t, τ1)c(ξ1, τ1)Ki−1(ξ1, τ1; ξ, τ)F (ξ, τ) dξ1 dτ1 dξ dτ,

∂2u

∂t2
=

∂4u

∂x4
− f(x, t) − c(x, t)F (x, t) − c(x, t)

∫ T

0

∫ p

0
R(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ) dξ dτ. (3.12)

Введем обозначения:

∂4u

∂x4
= I1 + I2 + I3,

I1 =
∞
∑

n=1

λ2
n

∫ T

0

∫ p

0
Kn(t, τ)Xn(x)Xn(ξ)f(ξ, τ) dξdτ, (3.13)

I2 =

∞
∑

n=1

λ2
n

∫ T

0

∫ p

0
Kn(t, τ)Xn(x)Xn(ξ)c(ξ, τ)F (ξ, τ) dξdτ, (3.14)

I3 =

∫ T

0

∫ p

0

∞
∑

i=2

∫ T

0

∫ p

0

∞
∑

n=1

λ2
nXn(x)Xn(ξ1)Kn(t, τ1)c(ξ1, τ1)×

×Ki−1(ξ1, τ1; ξ, τ)F (ξ, τ) dξ1dτ1dξdτ.

(3.15)

Лемма 2. Если f(x, t) ∈ C3,0
x,t (Ω), ∂2kf(0,t)

∂x2k = ∂2kf(p,t)
∂x2k = 0, k = 0, 1, ∂3f

∂x3 ∈ Lipα[0, p] рав-

номерно по t, 0 < α < 1, то ряд (3.13) сходится абсолютно и равномерно и принадлежит

C(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функцию f(x, t) разложим в ряд Фурье по функциям Xn(x):

f(x, t) =
∞
∑

n=1

fn(t)Xn(x),

fn(t) =

∫ p

0
f(x, t)Xn(x) dx. (3.16)
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Интегрируем (3.16) по частям; получим fn(t) = 1
λ3

n
fn(t), где

fn(t) = −

∫ p

0

∂3f

∂x3
·

√

2

p
cos λnx dx.

Так как ∂3f
∂x3 ∈ Lipα[0, p] равномерно по t, то

∣

∣fn(t)
∣

∣ 6 C1
1

λα
n
, C1 = const > 0; тогда имеем

|fn(t)| 6 C1
1

λ3+α
n

. (3.17)

Мажорирующий ряд для (3.13) будет
√

2

p

∞
∑

n=1

λ2
n

∣

∣

∣

∣

∫ T

0
Kn(t, τ)fn(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

.

Применяя (3.7) и (3.17), последний ряд перепишем в виде

∞
∑

n=1

λ2
n

∣

∣

∣

∣

∫ T

0
Kn(t, τ)fn(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

6

∞
∑

n=1

λ2
n |Kn(t, τ)| |fn(τ)| 6 C1

∞
∑

n=1

λ2
n ·

1

λ3+α
n

= C2

∞
∑

n=1

1

n1+α
,

где C2 = C1

(

p
π

)1+α
. Ряд

∑

∞

n=1
1

n1+α сходится по интегральному признаку Коши. �

Лемма 3. Если c(x, t) ∈ C3,0
x,t (Ω), ∂2kc(0,t)

∂x2k = ∂2kc(p,t)
∂x2k = 0, k = 0, 1, ∂3c

∂x3 ∈ Lipα[0, p] равномерно

по t, 0 < α < 1, то ряд (3.14) сходится абсолютно и равномерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функцию c(x, t) разложим в ряд Фурье по функциям Xn(x):

c(x, t) =
∞
∑

n=1

cn(t)Xn(x),

cn(t) =

∫ p

0
c(x, t)Xn(x) dx. (3.18)

Интегрируем (3.18) по частям, получим

cn(t) =
1

λ3
n

cn(t), где cn(t) = −

∫ p

0

∂3c

∂x3
·

√

2

p
cos λnx dx.

Так как ∂3f
∂x3 ∈ Lipα[0, p] равномерно по t, то

|cn(t)| 6 C3
1

λα
n

, C3 = const > 0;

тогда имеем

|cn(t)| 6 C3
1

λ3+α
n

. (3.19)

Мажорирующий ряд для (3.14) будет
√

2

p

∞
∑

n=1

λ2
n

∣

∣

∣

∣

∫ T

0
Kn(t, τ)cn(τ)F (ξ, τ) dτ

∣

∣

∣

∣

.

Применяя (3.7), (3.17) и (3.19), последний ряд перепишем в виде

∞
∑

n=1

λ2
n

∣

∣

∣

∣

∫ T

0
Kn(t, τ)cn(τ)F (ξ, τ) dτ

∣

∣

∣

∣

6

∞
∑

n=1

λ2
n

∫ T

0
|Kn(t, τ)| |cn(τ)| |F (ξ, τ)| dτ 6

6 CC3

∞
∑

n=1

λ2
n ·

1

λ3+α
n

= C4

∞
∑

n=1

1

n1+α
,

где C4 = CC3

( p

π

)1+α

. �
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Лемма 4. Если выполняется (3.11) и c(x, t) ∈ C3,0
x,t (Ω), ∂2kc(0,t)

∂x2k = ∂2kc(p,t)
∂x2k = 0, k = 0, 1,

∂3c
∂x3 ∈ Lipα[0, p] равномерно по t, 0 < α < 1, то ряд (3.15) сходится абсолютно и равномерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мажорирующий ряд для (3.15) будет

√

2

p

∫ T

0

∫ p

0
|R(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)| dξdτ

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

λ2
nKn(t, τ1)cn(τ1) dτ1

∣

∣

∣

∣

∣

.

Применяя (3.7), (3.8) и (3.19), имеем

√

2

p

∫ T

0

∫ p

0
|R(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)| dξdτ

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

λ2
nKn(t, τ1)cn(τ1) dτ1

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

√

2

p

∫ T

0

∫ p

0

∞
∑

i=1

|Ki(x, t; ξ, τ)| |F (ξ, τ)| dξdτ

∫ T

0

∞
∑

n=1

λ2
n |Kn(t, τ1)| |cn(τ1)| dτ1 6

6 CC3

√

2

p

( p

π

)1+α

· T
∞

∑

i=1

(

MT

3

)i

(p)2i
∞
∑

n=1

1

n1+α
< ∞

в силу (3.11). �

Теорема 1. Пусть выполнены условия лемм (2)–(4). Тогда регулярное решение задачи су-

ществует.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство следует из лемм (2)–(4). Из представления (3.12)

следует, что ∂2u
∂t2

∈ C(Ω).
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D. Amanov, M.B. Murzambetova

A boundary value problem for a fourth order partial differential equation with the lowest term

Keywords: boundary value problem, a priori estimate, regular solvability, Fredholm integral equation of the
second kind, resolvent, method of successive approximations.

Mathematical Subject Classifications: 35G15, 35D05

In this paper we study a boundary value problem for the fourth order partial differential equation with the
lowest term in a rectangular domain. For the solution of the problem a priori estimate is obtained. From
a priori estimate the uniqueness of the solution of the problem follows. For the proof of the solvability of
this problem we use the method of separation of variables. The solvability of this problem is reduced to the
Fredholm integral equation of the second kind with respect to unknown function. Integral equation is solved
by the method of successive approximations. We find the sufficient conditions for the absolute and uniform
convergence of series representing the solution of the problem and the series obtained by differentiation four
times with respect x and two times with respect to t.
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