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О ПРОСТРАНСТВАХ СТОУНА НЕКОТОРЫХ БУЛЕВЫХ АЛГЕБР

Pассматриваются пространства Стоуна BD и BS двух булевых алгебр. Доказывается, что множество
свободных ультрафильтров пространства BD и пространство BS гомеоморфны канторову совершен-
ному множеству.
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Введение

В работе продолжается изучение пространств Стоуна булевых алгебр, которое проводи-
лось в [2–5]. В данной работе рассматриваются пространства Стоуна двух булевых алгебр и
выясняется их связь с канторовым совершенным множеством.

Конструкцию и свойства канторова совершенного множества можно найти, например, в [1].

Обозначения в работе стандартны. Через [A] обозначается замыкание множества A, через
dom f — область определения функции f , ω = {0, 1, 2, . . .} — множество неотрицательных
целых чисел. Под n мы понимаем, в зависимости от контекста, как целое число n ∈ ω, так и
подмножество n = {0, 1, . . . , n − 1} множества ω.

Базисом ультрафильтра ξ называется подсемейство ξ′ ⊆ ξ такое, что для любого A ∈ ξ
найдется C ∈ ξ′ такое, что C ⊆ A.

§ 1. Пространство BD

Обозначим P = {0, 1}ω . Пусть D = {f |n : f ∈ P, n ∈ ω}. Элементы множества D будем
обозначать t, s, r. Для s ∈ D обозначим Cs = {t ∈ D : t|dom s = s}. На множестве D определяется
частичный порядок по правилу: s 6 t, если t есть продолжение s, то есть t ∈ Cs.

Пусть BD — булева алгебра, порожденная семейством B′
D = {Cs : s ∈ D}. Отметим, что

{s} ∈ BD для всякого s ∈ D. Обозначим D̂ — множество фиксированных ультрафильтров
из BD. D̂ = {ξs ∈ BD : {s} ∈ ξs}. Таким образом, D̂ является счетным подмножеством BD,
состоящим из изолированных точек.

Через Ĉ = BD \ D̂ обозначим множество свободных ультрафильтров из BD.

Из определения топологии пространства Стоуна следует, что у всякого ультрафильтра
ξ ∈ BD есть базис, состоящий из множеств вида

(
⋂

i<n

Csi
)
⋂

(D \
⋃

j<m

Ctj ) (n,m ∈ ω).

Замыкания элементов этих базисов образуют базу из открыто-замкнутых множеств точек
ξ ∈ BD.

Лемма 1. Если t, s ∈ D, то Cs ∩ Ct 6= ∅ тогда и только тогда, когда t и s сравнимы.

Следствие 1. Если {si : i < n} ⊆ D, то
⋂

i<n

Csi
6= ∅ тогда и только тогда, когда {si : i < n}

является цепью.



12 А.А. Грызлов, Р.А. Головастов

МАТЕМАТИКА 2013. Вып. 1

Отсюда следует, что если
⋂

i<n

Csi
6= ∅ для {si : i < n} ⊆ D, то

⋂
i<n

Csi
= Csi0

, где

dom si0 = max{dom si : i < n}.
А отсюда следует, что у всякого ультрафильтра ξ ∈ BD есть базис, состоящий из множеств

вида Cs \
⋃

j<n

Ctj , где s, tj ∈ D, n ∈ ω.

Лемма 2. Для всякого свободного ультрафильтра ξ ∈ BD найдется функция f ∈ P такая,

что семейство δf = {Cf |n : n ∈ ω} является базисом ультрафильтра ξ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что для всякого n ∈ ω, n > 1, найдется r ∈ D такой,
что dom r = n и Cr ∈ ξ.

Действительно, пусть Cr /∈ ξ для некоторого n0 ∈ ω, для всякого r ∈ D, dom r = n0. Тогда
множество D\

⋃
{Cr : dom r = n0} или пусто, если n0 = 1, или есть элемент ультрафильтра ξ, и

следовательно, ξ — фиксированный ультрафильтр, что противоречит нашему предположению.
По лемме 1 множество {r : Cr ∈ ξ} является цепью и, следовательно, найдется f ∈ P такая,

что {Cr : Cr ∈ ξ} = {Cf |n : n ∈ ω} = δf . Будем обозначать ультрафильтр ξ как ξf .
Покажем, что δf является базисом ультрафильтра ξf . Пусть Cs \

⋃
j<m

Ctj — элемент ба-

зиса ультрафильтра ξf . Пусть k = max{dom s, dom tj (j < m)}. Тогда Cf |k+1
⊆ Cs \

⋃
j<m

Ctj ,

поскольку по лемме 1 Cf |k+1
⊆ Cs и Cf |k+1

⋂
(

⋃
j<m

Ctj ) = ∅. �

Очевидно, что если f, g ∈ P различны, то ξf 6= ξg и всякая функция f ∈ P определяет
свободный ультрафильтр, для которого семейство δf = {Cf |n : n ∈ ω} является базисом. Та-
ким образом, существует взаимно-однозначное соответствие между множеством P = {0, 1}ω и
множеством свободных ультрафильтров Ĉ ⊆ BD.

Теорема 1. Пространство Ĉ гомеоморфно канторову совершенному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пространство P = {0, 1}ω является произведением счетного чис-
ла двоеточий {0, 1}. Семейство множеств вида O(s) = {f ∈ {0, 1}ω : f |dom s = s}, где s ∈ D,
определяет базу тихоновской топологии на {0, 1}ω . Пространство P = {0, 1}ω с тихоновской
топологией гомеоморфно канторову совершенному множеству (см., например, [1]).

Отображение h : {0, 1}ω → Ĉ определим по правилу: если f ∈ {0, 1}ω , то h(f) = ξf . Нетрудно
видеть, что h является взаимно-однозначным, непрерывным, вместе с обратным, отображением
пространства {0, 1}ω на Ĉ. �

§ 2. Пространство BS

Обозначим S = {f |n : f ∈ ωω, n ∈ ω}. Элементы множества S будем обозначать t, s, r. Для
s ∈ S обозначим Cs = {t ∈ S : t|dom s = s}. На множестве S определяется частичный порядок
по правилу: s 6 t, если t есть продолжение s, то есть t ∈ Cs.

Пусть BS — булева алгебра, порожденная семейством B′
S = {Cs : s ∈ S}. Обозначим BS

пространство Стоуна булевой алгебры BS . Точками пространства BS являются ультрафильтры
алгебры BS .

Пусть θ — семейство множеств вида (
⋂

i<n

Csi
)
⋂

(S\
⋃

j<m

Ctj ) где si, tj ∈ S, n,m ∈ ω. Отметим,

что если ξ ∈ BS — элемент пространства BS, то семейство θξ = {U ∈ θ : U ∈ ξ} образует базис
ультрафильтра ξ, а семейство θξ = {[U ] : U ∈ θξ} является базой точки ξ в пространстве BS,
состоящей из открыто-замкнутых множеств.

Так же, как и в предыдущем случае, справедливы следующие утверждения.

Лемма 3. Если t, s ∈ S, то Cs ∩ Ct 6= ∅ тогда и только тогда, когда t и s сравнимы.

Следствие 2. Если {si : i < n} ⊆ D, то
⋂

i<n

Csi
6= ∅ тогда и только тогда, когда {si : i < n}

является цепью.
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Отсюда следует, что если
⋂

i<n

Csi
6= ∅ для {si : i < n} ⊆ D, то

⋂
i<n

Csi
= Csi0

, где

dom si0 = max{dom si : i < n}. Из этого следует, что подсемейство θ′ ⊆ θ, где

θ′ = {S \
⋃

j<m

Ctj : tj ∈ S,m ∈ ω}
⋃

{Cs \
⋃

j<m

Ctj : s, tj ∈ S, m ∈ ω}

обладает тем свойством, что замыкание его элементов также образует открыто-замкнутую базу
пространства BS, и всякая точка ξ пространства BS как ультрафильтр алгебры BS обладает
базисом, состоящим из элементов семейства θ′.

Рассмотрим три вида ультрафильтров из BS. Для всякого s ∈ S обозначим через ξs фикси-
рованный ультрафильтр из BS, определяемый s, то есть состоящий из всех элементов булевой
алгебры BS, содержащих s.

Обозначим Ŝ = {ξs : s ∈ S} — множество всех фиксированных ультрафильтров из BS.

Лемма 4. Пусть ξs ∈ Ŝ для некоторого s ∈ S. Тогда σs = {Cs \
⋃

j<m

Ctj : tj 
 s,m ∈ ω}

является базисом ультрафильтра ξs.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, прежде всего, что σs ⊆ ξs, поскольку всякий элемент
семейства σs содержит s. Рассмотрим базис ультрафильтра ξs, состоящий из элементов семей-
ства θ′ вида Cr \

⋃
j<m

Ctj , где r, tj ∈ S, m ∈ ω. И пусть Cr \
⋃

j<m

Ctj один из элементов этого

базиса.

Поскольку Cr \
⋃

j<m

Ctj ∋ s, то r 6 s и всякий элемент tj (j < m) либо не сравним с s, либо

s < tj . Следовательно, для множества Cs \
⋃

j<m

Ctj ∈ σs выполняется Cs \
⋃

j<m

Ctj ⊆ Cr \
⋃

j<m

Ctj .

Таким образом, семейство σs есть базис ультрафильтра ξs. �

Лемма 5. Пусть f ∈ ωω и {sn = f |n : n ∈ ω} — полная цепь элементов S. Тогда семейство

σf = {Csn : n ∈ ω} является базисом некоторого ультрафильтра ξf ∈ BS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку σf является центрированной системой множеств, её
можно дополнить до ультрафильтра ξf ∈ BS. Покажем, что σf является базисом этого уль-
трафильтра. Отметим, что отсюда будет следовать единственность ультрафильтра ξf , мажори-
рующего σf . Рассмотрим базис ультрафильтра ξf , состоящий из элементов семейства θ′. Пусть
Cr \

⋃
j<m

Ctj — одно из множеств этого базиса. Рассмотрим множество Csn0
∈ σf такое, что

dom sn0
> max{dom r,dom tj (j < m)}. Так как σf ⊆ ξf , то по лемме 3 имеем Cr ⊇ Csn0

и
Csn0

∩ Ctj = ∅ для всех j < m. Следовательно, Csn0
⊆ Cr \

⋃
j<m

Ctj . Таким образом, семейство

σf есть базис ультрафильтра ξf . �

Заметим, что, если f, g ∈ ωω различны, то ультрафильтры ξf и ξg, определяемые цепями
σf = {Cf |n : n ∈ ω} и σg = {Cg|n : n ∈ ω}, различны.

Отметим также, что всякая полная цепь в S — это множество вида {f |n : n ∈ ω} для
некоторой f ∈ ωω.

Обозначим P̂ = {ξf : f ∈ ωω}, где ξf — ультрафильтр, мажорирующий полную цепь σf =
{Cf |n : n ∈ ω} для f ∈ ωω.

Лемма 6. Семейство σ0 = {S \
⋃

j<m

Ctj : tj ∈ S,m ∈ ω} является базисом некоторого уль-

трафильтра ξ0 ∈ BS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Семейство σ0 центрированно. Пусть ξ0 ∈ BS — ультрафильтр,
мажорирующий σ0. Имеем, с одной стороны, σ0 ⊆ θ′; с другой стороны, никакое множество из θ′
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вида Cs\
⋃

j<m

Ctj не принадлежит ультрафильтру ξ0. Следовательно, σ0 — базис ультрафильтра

ξ0, состоящий из элементов θ′. �

Таким образом, нами выделены три подмножества пространства BS, именно Ŝ, P̂ и {ξ0}.

Теорема 2. BS = {ξ0} ∪ P̂ ∪ Ŝ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξ ∈ BS — произвольный ультрафильтр из BS. Положим A =
{Cs : Cs ∈ ξ, s ∈ S} и A′ = {s ∈ S : Cs ∈ A}. Возможны три случая:

(1) A = ∅;
(2) A конечно;
(3) A бесконечно.

(1) Пусть A = ∅. Тогда σ0 = {S \ Cs : s ∈ S} ⊆ ξ, и следовательно, ξ = ξ0.
(2) Пусть A конечно, A = {Csi

: i 6 k}. По лемме 3 множество A′ является конечной цепью;
будем считать, что Cs0

⊆ . . . ⊆ Csk
. Тогда

⋂
i6k

Csi
= Csk

и Csk
∈ ξ.

Покажем, что ξ есть фиксированный ультрафильтр ξsk
, что означает, что всякий элемент ξ

содержит sk. Рассмотрим базис ультрафильтра ξ, состоящий из элементов семейства θ′. Пусть
Cr \

⋃
j<m

Ctj — одно из множеств этого базиса. Отметим, во-первых, что r 6 sk. Действительно,

если r не сравним с sk, то (Cr \
⋃

j<m

Ctj )
⋂

Csk
= ∅; если sk < r, то получаем противоречие с

максимальностью sk в A′.
Итак, r 6 sk, следовательно, s ∈ Cr. Для всякого tj (j < m) имеем либо sk < tj, либо tj не

сравним с sk. В противном случае Csk
/∈ ξ.

Следовательно, sk ∈ Cr \
⋃

j<m

Ctj . Таким образом, всякий элемент Cr \
⋃

j<m

Ctj базиса уль-

трафильтра ξ содержит sk и ξ = ξsk
.

(3) Пусть A бесконечно. Тогда по лемме 3 A′ является бесконечной цепью. Пусть σf =
{f |n : n ∈ ω} для некоторой функции f ∈ ωω — полная цепь, содержащая A′. Тогда σf является

базисом ультрафильтра ξf ∈ P̂ и ξf = ξ. �

Теорема 3. Подпространство P̂ пространства BS гомеоморфно множеству иррациональ-

ных чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество ωω является счетным произведением счетных мно-
жеств. Для всякого s ∈ S определим множество O(s) = {f ∈ ωω : f |dom s = s}. Тогда семейство
{O(s) : s ∈ S} является базой тихоновской топологии на ωω. Хорошо известно, что ωω c тихо-
новской топологией гомеоморфно множеству P иррациональных чисел (см., например, [1]).

Покажем, что подмножество P̂ ⊆ BS гомеоморфно ωω с тихоновской топологией. Построим
отображение q : ωω → P̂ по правилу: если f ∈ ωω, то q(f) = ξf . Нетрудно видеть, что q есть

взаимно-однозначное отображение ωω на P̂ . Его непрерывность и непрерывность обратного
отображения следует из того, что q(O(s)) = [Cs] ∩ P̂ . �

Хорошо известно (см., например, [1]), что всякое совершенное ограниченное нигде не плот-
ное подмножество прямой гомеоморфно канторову совершенному множеству.

Мы построим нигде не плотное совершенное подмножество T отрезка [0, 1], гомеоморфное
пространству BS.

§ 3. Конструкция множества T

Определение 1. Для произвольного отрезка [a, b] семейство отрезков {[ai, bi] : i ∈ ω} назо-
вем правильным, если a0 = a+b

2 , ai+1 > bi для всякого i ∈ ω, и последовательность {ai : i ∈ ω}
сходится к точке b.
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Рассмотрим отрезок [0, 1]. Обозначим Γ0 = {[ai0 , bi0 ] : i0 ∈ ω} — правильное семейство для
отрезка [0, 1]. Положим Γ̃0 =

⋃
{[ai0 , bi0 ] : i0 ∈ ω} — тело семейства Γ0, Γ̄0 = [Γ̃0]. Очевидно,

Γ̄0 = Γ̃0 ∪ {1}.

Пусть γi0 = {[ai0i1 , bi0i1 ] : i1 ∈ ω} — правильное семейство для отрезка [ai0 , bi0 ] (i0 ∈ ω).
Положим Γ1 =

⋃
{γi0 : i0 ∈ ω}, Γ̃1 — тело семейства Γ1, Γ̄1 = [Γ̃1]. Нетрудно видеть, что

Γ̄1 = Γ̃1 ∪ {1} ∪ {bi0 : i0 ∈ ω}.

Пусть γi0i1 = {[ai0i1i2 , bi0i1i2 ] : i2 ∈ ω} — правильное семейство для отрезка [ai0i1 , bi0i1] ∈ Γ1,
(i0, i1 ∈ ω). Тогда Γ2 =

⋃
{γi0i1 : i0, i1 ∈ ω}, Γ̃2 — тело Γ2, Γ̄2 = [Γ̃2]. Нетрудно видеть, что

Γ̄2 = Γ̃2 ∪ {1} ∪ {bi0 : i0 ∈ ω} ∪ {bi0i1 : i0, i1 ∈ ω}.

Продолжая этот процесс построения, получим для всякого k ∈ ω семейство

Γk =
⋃

{γi0...ik : i0, . . . , ik ∈ ω},

где γi0...ik — правильное семейство для отрезка [ai0...ik , bi0...ik ],

γi0...ik = {[ai0...ikik+1, bi0...ikik+1 ] : ik+1 ∈ ω},

Γ̃k — тело Γk, Γ̄k = [Γ̃k]. Имеем Γ̄k = Γ̃k ∪ {1} ∪ {bi0 : i0 ∈ ω} ∪ . . . ∪ {bi0...ik : i0, . . . , ik ∈ ω}.

Положим T =
⋂
{Γ̄k : k ∈ ω}. Нетрудно видеть, что T — совершенное нигде не плотное

подмножество отрезка [0, 1]. Точками пространства T являются точки {1}, {bi0...ik : i0, . . . , ik ∈
ω, k ∈ ω}, а также точки x(f), где f ∈ ωω, определяемые следующим образом:

x(f) = [af(0), bf(0)] ∩ . . . ∩ [af(0)...f(k), bf(0)...f(k)] ∩ . . . .

Базу окрестностей в точке {1} образуют множества вида ([0, 1] \ [ai0...ik , bi0...ik ]) ∩ T . Базу
окрестностей в точке {bi0...ik} образуют множества вида ([ai0...ik , bi0...ik ]\ [ai0...ikik+1, bi0...ikik+1])∩
T . Базу окрестностей в точках x(f), f ∈ ωω образуют множества вида [af(0)...f(k), bf(0)...f(k)]∩T .

Теорема 4. Пространство BS гомеоморфно пространству T .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отображение h : BS → T , определяемое по следующему
правилу:

— h(ξ0) = 1;

— для фиксированного ультрафильтра ξs ∈ Ŝ, где s ∈ S, то есть s = f |n для некоторой функции
f ∈ ωω и n ∈ ω, положим h(ξs) = bf(0)...f(n−1);

— для ультрафильтра ξf ∈ P̂ , определяемого функцией f ∈ ωω, положим h(ξf ) = x(f).

Из конструкции и определения топологий пространств BS и T следует, что h : BS → T —
взаимно-однозначное и непрерывное вместе с обратным отображение BS на T .

�
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We consider the Stone spaces BD and BS of two Boolean algebras. We prove, that the subspace Ĉ ⊆ BD of
free ultrafilters of the space BD, and the space BS are homeomorphic to the Cantor set.
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