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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматриваются структурные, аппроксимативные и спектральные свойства нётеровых операторов
индекса n и (−n), действующих между банаховыми пространствами B и D, где D изоморфно пря-
мой сумме пространства B и конечномерного пространства E размерности n. Раскрыта роль теоремы
С. М. Никольского о фредгольмовом операторе в изучении указанных свойств, а также в вопросе разре-
шимости уравнений с краевыми неравенствами. В случае сепарабельного гильбертова пространства B
для однозначно разрешимых краевых задач предлагается основанная на разложении Э. Шмидта ком-
пактного оператора схема дискретизации, которая позволяет применить абстрактный вариант теоремы
Рябенького–Филиппова о связи аппроксимации, устойчивости и сходимости.
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Введение

Теория линейных уравнений в нормированных пространствах образует прочный фундамент
современных исследований математических моделей, построенных на базе известного принци-
па суперпозиции невозмущённых состояний объектов реального мира. Возмущённые состоя-
ния с требуемыми свойствами можно получить за счёт управления внешним воздействием,
формируемым по принципу линейной обратной связи. Тенденция усложнения этой связи вы-
звала необходимость разработки теории функционально-дифференциальных уравнений. Эта
теория описывает и изучает свойства таких динамических процессов, ход которых зависит от
их предыстории и планируемого будущего состояния этих процессов. Краеугольным камнем
такой теории стала замечательная теорема Сергея Михайловича Никольского о представлении
ограниченного фредгольмова оператора (нётерового оператора индекса нуль) в виде суммы
непрерывно-обратимого оператора и ограниченного конечномерного оператора [1]. Эта тео-
рема позволила нам обосновать следующие направления в линейной теории функционально-
дифференциальных уравнений [2–10,15].

1. Основные этапы реконструктивного моделирования.

2. Абстрактная схема построения функциональных пространств.

3. Факторизация функционально-дифференциальных операторов.

4. Факторизация операторов Грина в задаче о скорости аппроксимации конечномерными
операторами.

5. Возмущения минимального ранга функционально-дифференциальных операторов.

6. Теорема Фредгольма для функционально-дифференциальных уравнений с краевыми
неравенствами.

7. Минимальные семейства циклических векторов операторов Грина.

8. Теорема Рябенького–Филиппова в теории краевых задач.

Абстрактная теория функционально-дифференциальных уравнений занимает промежуточ-
ное положение между классической теорией обыкновенных дифференциальных уравнений и
современной теорией уравнений с частными производными.



18 Г. Г. Исламов

МАТЕМАТИКА 2013. Вып. 1

§ 1. Основные этапы реконструктивного моделирования

Детерминированная линейная система типа вход-выход моделируется функциональной за-
висимостью x = Gf между внешним воздействием f на детерминированную систему и реак-

цией системы x на это воздействие. Здесь G есть некоторое линейное преобразование между
банаховыми пространствами, которое нужно восстановить. Естественно желание смоделиро-
вать эту систему путём реконструкции уже известной детерминированной системы с инъек-
тивным преобразованием Λ. Последнюю систему будем называть базовой. Реконструктивное
моделирование включает в себя следующие основные этапы:

1. Выбор базовой детерминированной системы. На этом этапе уточняется природа
значений f внешнего воздействия на базовую систему и её реакции x = Λf на это воздействие.
Кроме того, выбирается банахово пространство B так, чтобы его норма адекватно отражала
величину отклонения двух различных значений внешнего воздействия друг от друга. Далее,
указывается достаточно широкое линейное многообразие Z над полем вещественных или ком-
плексных чисел, содержащее значения характеристики x как базовой, так и моделируемой
системы. Линейное отображение Λ : B → Z необходимо для описания гипотезы о конкретной
сущности исходного моделируемого процесса.

2. Конечномерное расширение множества всех значений реакции базовой систе-
мы. На этом этапе принимается гипотеза о том, что множество всех значений моделируемой
системы GB лежит в линейном многообразии D, более широком, чем ΛB, но которое можно
представить в виде прямой суммы D = ΛB ⊕ E, где второе слагаемое конечномерно. Роль
конечномерного пространства E (n = dimE) состоит в желании отразить возможное, но огра-
ниченное влияние окружающей среды на базовую систему. В пространстве D вводится норма

‖x‖D = ‖δx‖B +

n
∑

j=1

|rj(x)|, относительно которой оно будет банаховым пространством. Здесь

используется линейный оператор δ : D → B и линейные функционалы rj(x), j = 1, . . . , n,
которые однозначно определяются из аддитивно-мультипликативного представления тожде-

ственного оператора в пространстве D : x = Λδx +
n

∑

j=1

ujrj(x), x ∈ D, где u1, . . . , un — фикси-

рованный базис в E. Указанные в этом представлении функционалы rj(x) и оператор δ будут
ограниченными относительно введённой нормы, причём δuj = 0, rjΛ = 0, rj(ui) = δij — символ
Кронекера; i, j = 1, . . . , n.

3. Проверка структурной эквивалентности моделируемой и базовой систем. Под
структурной эквивалентностью операторов G : B → D и Λ : B → D соответственно моде-
лируемой и базовой систем понимается факторизация вида G = (Λ +K)P−1, где K : B → D
и P : B → B есть линейные ограниченные операторы, причём K — конечномерный, а P —
непрерывно обратимый. В указанной факторизации конечномерный оператор отражает влия-
ние окружающей среды, а непрерывно обратимый оператор выражает требование предвари-
тельного линейного гомеоморфного преобразования пространства B при формировании внеш-
него воздействия на базовую систему.

Структурно эквивалентные операторы принадлежат одним и тем же операторным иде-

алам и имеют одинаковые по порядку аппроксимативные числа.
Критерий структурной эквивалентности непосредственно вытекает из теоремы С.М. Ни-

кольского о фредгольмовом операторе [1].
Оператор G : B → D и инъективный оператор Λ : B → D структурно эквивалентны то-

гда и только тогда, когда функционалы rj(Gf), f ∈ B, j = 1, . . . , n ограничены, а произведение

δG : B → B есть фредгольмов оператор [5].
Разнообразные примеры пространств D, построенных по схеме прямой суммы, приведены

в работе [5]. Здесь мы рассмотрим три важных для нас примера, из которых два последних
анонсировались ранее.

Пример 1. Обратимся к скалярному случаю оператора Λ, введённому в работе [4]. Одно-
ранговое возмущение этого оператора является самосопряжённым компактным оператором с
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явным разложением Гильберта–Шмидта по системе собственных функций. Пусть [a, b] — отре-
зок числовой прямой, C — поле комплексных чисел с обычной нормой | · |, L2 — пространство
комплекснозначных функций y(t), у которых скалярные функции вещественной и мнимой ча-
сти Re y(t) и Im y(t) измеримы по Лебегу, а функция |y(t)| квадратично суммируема на отрезке
[a, b]. Наделим L2 структурой сепарабельного гильбертова пространства, задав в нeм скаляр-

ное произведение элементов u(t) и v(t) по правилу 〈u, v〉 = (b − a)−1

∫ b

a

u(t)v(t) dt, где черта

сверху обозначает комплексное сопряжение. На классе комплекснозначных функций y(t), у ко-

торых Re y(t) и Im y(t) абсолютно непрерывны, задан оператор дифференцирования S =
1

i

d

dt
(i =

√
−1). Пусть W n

2 — пространство функций x : [a, b] → C, на которых определeн оператор
n-го дифференцирования Sn со значениями в пространстве L2. Из результатов работы [4] для
скалярного случая вытекает следующая факторизация тождественного оператора в простран-
стве W n

2 :

x = Λδx +
n

∑

j=1

ujrj(x).

Здесь компактный оператор Λ : L2 → W n
2 задаeтся при n > 2 равномерно сходящимся на

отрезке [a, b] разложением

Λf(t) =
{i(t − a)}n−1

(n− 1)!

∫ b

a

f(s) ds+

∞
∑

k=−∞,k 6=0

(

b− a

2πk

)n

ϕk(t) 〈f, ϕk〉 ,

где ϕk(t) = exp{2πki(t−a)/(b−a)}. Линейный оператор δ : W n
2 → L2 определяется равенством

δx(t) = Snx(t) +
(

Sn−1x(a) −
∫ b

a

ψ1(s)S
nx(s) ds

)/

(b− a).

Функционалы rj, j = 1, . . . , n имеют специальный вид:

rj(x) = Sj−1x(a) −
∫ b

a

ψn−j+1(s)S
nx(s) ds, j = 1, . . . , n− 1,

rn(x) =
1

i
(Sn−1x(b) − Sn−1x(a)),

где многочлены ψj(t) могут быть вычислены рекурсивно:

ψ1(t) = i{(t− a)/(b− a) − 1/2},

ψj(t) = (b− a)j−1
∞

∑

k=−∞,k 6=0

(2πk)−j − i

∫ t

a

ψj−1(s) ds, j > 2.

Система элементов u1, . . . , un биортогональна системе функционалов r1, . . . , rn и образует базис
конечномерного подпространства E, натянутого на многочлены (t − a)j , j = 0, . . . , n − 2, (t −
a)n + ni(t− a)n−1.

Хотя имеет место теоретико-множественное включение W n
2 ⊂ L2, будем рассматривать W n

2

как самостоятельное комплексное банахово пространство с нормой ‖x‖W n

2
= ‖δx‖L2

+
n

∑

j=1

|rj(x)|.

Пример 2. Этот пример порождён классической теорией потенциала, строгое обоснование
которой получено в работах А.М. Ляпунова, В.А. Стеклова, Н.М. Гюнтера и С. Г. Михлина.
Для определённости рассмотрим случай трёхмерного пространства. Аналоги для плоского и
многомерного случая могут быть рассмотрены для поверхностей Ляпунова согласно [11,12]. В
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последней работе приводится конструкция И.И. Привалова обобщённого оператора Лапласа в
многомерном случае.

Пусть Ω — ограниченная открытая область в R
3, граница которой ∂Ω состоит из конечного

числа несвязных замкнутых ограниченных поверхностей, принадлежащих классу C2, причём
дополнение R

3 \ Ω замыкания Ω связно. На элементах декартова произведения B = C(Ω) ×
C(∂Ω) × C(∂Ω) тройки банаховых пространств неперывных на Ω и ∂Ω скалярных функций
определён линейный оператор

Λ





p
q
l



 (t) =

∫

Ω

p(τ)

|t− τ | dτ +

∫

∂Ω

q(σ)

|t− σ| dσ −
∫

∂Ω
l(σ)

∂

∂ν(σ)

(

1

|t− σ|

)

dσ, t ∈ R
3

со значениями в классе функций определённых на R
3. Здесь | · | — евклидова норма в R

3, dτ
и dσ есть соответственно объёмная и поверхностная меры Лебега, ν(σ) — вектор единичной
нормали к ∂Ω в точке σ, направленный во внешность области Ω.

Свойство «∂Ω принадлежит классу C2» означает, что для каждой точки σ ∈ ∂Ω существует
трёхмерная окрестность Vσ точки σ, такая, что пересечение ∂Ω ∩ Vσ можно биективно отоб-
разить на некоторую открытую область U ⊂ R

2 и подобное отображение дважды непрерывно
дифференцируемо [13].

Пусть D есть конечномерное расширение образа ΛB за счёт однородных гармонических
полиномов степени 6 m. Пусть далее семейство x1(t), . . . , xn(t) обозначает фиксированный
базис указанного подпространства гармонических полиномов.

Теорема 1. Скалярная функция x(t), t ∈ R3 принадлежит линейному многообразию D в

том и только том случае, когда имеет место разложение

x(t) = (Λδx)(t) +

n
∑

j=1

ujrj(x),

где rj(x) = γj(x − Λδx), {γj}n
1 семейство функционалов, биортогональное системе {xj}n

1 , δ :
D → B есть оператор, определённый равенством: δx = lim

h→+0
δhx,

δhx = − 1

4π







6
h2

(

1
4πh2

∫

Sh(τ) x(ξ) dξ − x(τ)
)

∂x
∂ν(σ) (σ + hν(σ)) − ∂x

∂ν(σ) (σ − hν(σ))

x(σ + hν(σ)) − x(σ − hν(σ))






.

Здесь Sh(τ) — сфера радиуса h с центром в точке τ ∈ Ω, σ ∈ ∂Ω, первая компонента δh
представляет собой h-приближение обобщённого лапласиана [12], вторая компонента взята из
теоремы 2.21 монографии [13].

Пример 3. Приводимый ниже пример может представить интерес для дискретных моде-
лей, при построении которых привлекается конечномерное пространство большой размерности.
Пусть B = Hν и Hµ — конечномерные гильбертовы пространства размерности соответствен-
но ν и µ, причём ν ≪ µ. Пусть далее Λ : B → Hµ — линейное инъективное отображение и
Λ∗ : Hµ → B — сопряженный с ним оператор. Следующее утверждение очевидно.

Самосопряжённый оператор S = Λ∗Λ положительно определён и обратим, P = ΛS−1Λ∗ :
Hµ → Hµ — ортогональный проектор. Кроме того, операторы δ = S−1Λ∗ : Hµ → B и δ∗ =
ΛS−1 : B → Hµ есть обобщённые обратные отображения к операторам соответственно Λ и

Λ∗, т. е. ΛδΛ = Λ и Λ∗δ∗Λ∗ = Λ∗.

Введём каноническое представление произвольного элемента x ∈ Hµ. Имеем:

x = Px+ (I − P )x = Λδx+

µ−ν
∑

j=1

ujrj(x).
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Нетрудно видеть, что система элементов u1, . . . , uµ−ν в этом представлении принадлежит
пространству Hν , образует базис ядра оператора δ и биортогональна системе функционалов
r1, . . . , rµ−ν . Далее, так как I − P есть ортогональный проектор, то в качестве второго слагае-
мого канонического разложения можно взять спектральное разложение этого проектора, т. е.
считать, что система u1, . . . , uµ−ν ортонормирована и rj(x) = (x, uj), j = 1, . . . , µ−ν. Здесь (·, ·)
означает скалярное произведение в гильбертовом пространстве Hµ.

Ввиду условия ν ≪ µ разность µ− ν может оказаться достаточно большой. Поэтому целе-

сообразно ввести более узкое пространство D = {x ∈ Hµ : x = Λδx +
n

∑

j=1

ujrj(x)}, в котором

предлагается рассматривать линейные уравнения с дополнительными линейными ограниче-
ниями. Нетрудно видеть, что это пространство имеет размерность n + ν (n 6 µ − ν) и по-
лучается в результате расширения образа ΛB оператора Λ за счёт первых n элементов ядра
оператора δ. При этом элементы uj, j = 1, . . . , n образуют базис ядра сужения оператора
δ на линейное многообразие D. Норма в построенном пространстве D задаётся равенством

‖x‖D = ‖δx‖B +
n

∑

j=1

|rj(x)|.

§ 2. Факторизация функционально-дифференциальных операторов

Пусть L : D → B есть линейный ограниченный оператор. В силу указанной выше фак-
торизации тождественного оператора построенного пространства D имеет место следующее

представление: Lx = Qδx +

n
∑

j=1

qjrj(x), x ∈ D. Здесь Q = LΛ : B → B есть линейный ограни-

ченный оператор, а элементы qj = Luj , j = 1, . . . , n принадлежат банахову пространству B.
Следующее утверждение является прямым следствием теоремы Никольского о фредгольмовом
операторе.

Произведение оператора L и оператора G, структурно эквивалентного инъекции Λ, по-

рождающей пространство D, фредгольмово тогда и только тогда, когда «главная часть» Q
оператора L фредгольмова.

Этот важный математический результат выделяет широкий класс линейных операторов,
обладающих хорошими свойствами и имеющих важное прикладное значение.

На множестве значений структурно эквивалентного Λ оператора G : B → D обращается
в нуль конечное число линейно независимых функционалов из сопряжённого пространства
D∗ : l1(x), . . . , lm(x). Причём их число m не меньше n. Если LG есть тождественный оператор
в пространстве B, то m = n и G : B → D есть оператор Грина краевой задачи Lx = f ,
l1(x) = 0, . . . , ln(x) = 0.

Представление дефектных функционалов li ∈ D∗ структурно эквивалентного оператора G

в виде li(x) = ϕi(δx)+

n
∑

j=1

αijrj(x), ϕ ∈ B∗, αij = li(uj) позволяет эффективно построить такую

операцию вида L0x = δx +

n
∑

j=1

pjrj(x), x ∈ D, что задача L0x = f , l1(x) = 0, . . . , ln(x) = 0

однозначно разрешима в пространстве D и оператор Грина этой задачи W = Λ + K0, где
конечномерный оператор K0 : B → D выписывается явно. Факторизация G = (Λ + K)P−1

оператора G : B → D теперь может быть получена через указанные выше операторы L0,W и
не использованные дефектные функционалы ln+1, . . . , lm этого оператора [6].

Пусть ν есть ранг конечномерного оператора K. Тогда для аппроксимативных чисел

sj(G) = inf
rank H<j

‖G −H‖ оператора G имеем при j > ν оценку

sj+ν(Λ)/‖P‖ 6 sj(G) 6 γ(P )sj−ν(Λ)/‖P‖,

где γ(P ) = ‖P‖ · ‖P−1‖ есть число обусловленности линейного гомеоморфизма P .
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В наиболее интересном для практики случае, когда D ⊂ B, а инъекция Λ : B → B, порож-
дающая пространство D, компактна, всякий оператор L : D → B с фредгольмовой главной
частью Q = LΛ будет неограниченным, но замкнутым оператором в основном пространстве B.
Поэтому представляет интерес следующее утверждение о плотности пересечения ядер линей-
ных ограниченных функционалов из D∗.

Пусть m > n. Пересечение F = ∩m
i=1 ker li ядер функционалов li ∈ D∗ плотно в B в том и

только том случае, когда найдётся такой конечномерный оператор K : B → D, при котором

область значений (Λ +K)B оператора (Λ +K) : B → B совпадает с F , а ядро сопряжённого

оператора (Λ +K)∗ : B∗ → B∗ состоит из одного нуля [6].

§ 3. Возмущения минимального ранга

Пусть инъекция Λ : B → B, порождающая пространство D = ΛB⊕E ⊂ B, компактна. Вы-
берем линейный ограниченный оператор L : D → B с фредгольмовой главной частью Q = LΛ.
Предположим, что пересечение F = ∩n

i=1 ker li ядер n = dimE функционалов li ∈ D∗ плотно
в B и линейная краевая задача Lx = f , l1(x) = 0, . . . , ln(x) = 0 однозначно разрешима в D.
Тогда сужение L|F оператора L на подпространство F будет плотно определённым замкнутым
оператором в пространстве B. Кроме того, это сужение будет иметь компактную резольвенту
и, как следствие, дискретный спектр. В прикладных задачах дискретный спектр сужения опи-
сывает частоты собственных колебаний систем различного назначения. Поэтому представляет
интерес следующая экстремальная задача управления дискретным спектром.

Требуется построить такой конечномерный оператор H : B → B минимально возможно-
го ранга, при котором резольвентное множество возмущённого оператора L|F − H содержит
заданное непустое ограниченное подмножество Ω комплексной плоскости.

Имеет место следующая теорема двойственности [9].
Минимальное значение ранга конечномерного возмущения H в задаче управления спек-

тром равно максимальной геометрической кратности собственных значений оператора L|F ,

которые лежат в множестве Ω.

В работе [1] при доказательстве теоремы 1 об эквивалентности свойств фредгольмового
оператора С.М. Никольский использовал специальную конструкцию конечномерного опера-
тора, который исправляет фредгольмов оператор до непрерывно обратимого. Аналогичную
конструкцию применял В.А. Треногин при исследовании проблемы ветвления решений опе-
раторных уравнений, а ещё ранее подобные возмущения вводил Э. Шмидт. Оказывается, что
оптимальное конечномерное возмущение в задаче управления спектром также принадлежит
классу возмущений Шмидта–Никольского–Треногина. Поясним это утверждение.

Пусть I обозначает тождественный оператор в любом банаховом пространстве. Обозначим
через n(µ) размерность подпространств ker(L|F −µI) и ker(L∗

|F − µ̄I). Конечномерный оператор
H будем называть возмущением Шмидта–Никольского–Треногина, отвечающим собственному

значению µ, если его можно представить в виде Hx =

n(µ)
∑

i=1

xi〈x, yi〉, где 〈x, yi〉 = yi(x), {yi}n(µ)
1 —

система функционалов из B∗, биортогональная какому-либо базису собственного подпростран-

ства ker(L|F − µI), а {xi}n(µ)
1 — система элементов из B, биортогональная какому-либо базису

сопряжённого подпространства ker(L∗
|F − µ̄I). Важность такой конструкции раскрывается в

следующем утверждении [9].
Возмущение H минимального ранга в задаче управления спектром является возмущением

Шмидта–Никольского–Треногина, отвечающим собственному значению µ ∈ Ω с максималь-

ной геометрической кратностью.

§ 4. Теорема Фредгольма для функционально-дифференциальных уравнений с
краевыми неравенствами

Пусть теперь B и D есть вещественные пространства, а линейный ограниченный оператор
L : D → B имеет замкнутую область значений. Приведём два критерия разрешимости в про-
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странстве D уравнения Lx = f с краевыми неравенствами li(x) > βi, i = 1, . . . ,m, где li ∈ D∗.

В терминах канонических представлений оператора Lx = Qδx+

n
∑

j=1

qjrj(x), Q = LΛ, qj = Luj ,

и функционалов li(x) = (δx, ϕi) +

n
∑

j=1

αijrj(x), ϕi = liΛ ∈ B∗, (δx, ϕi) = ϕi(δx), αij = li(uj)

имеет место следующий аналог теоремы Фредгольма [7].
Пусть f ∈ B и вещественные числа β1, . . . , βm таковы, что система неравенств li(x) > βi,

i = 1, . . . ,m, совместна.

Для того чтобы существовало решение x ∈ D уравнения Lx = f с краевыми неравенства-

ми li(x) > βi, i = 1, . . . ,m, необходимо и достаточно, чтобы для любого y ∈ B∗, удовлетво-

ряющего при каких-либо неотрицательных числах λ1, . . . , λm системе уравнений























Q∗y =

m
∑

i=1

λiϕi,

(qj, y) =

m
∑

i=1

λiαij , j = 1, . . . , n,

выполнялось неравенство (f, y) >

m
∑

i=1

λiβi.

В приложениях встречается случай, когда B изоморфно и изометрично пространству X∗,
сопряженному к некоторому банахову пространству X. Природа элементов второго сопряжён-
ного пространства может оказаться весьма сложной (как в случае X = Ln

1 [a, b], B = Ln
∞[a, b]) и

это вызывает определённые трудности. Утверждение об одновременной фредгольмовости опе-

ратора и его сопряженного теоремы 1 работы [1] позволяет выделить такой класс операторов
L и функционалов li из D∗, для которых утверждение о разрешимости уравнений с краевыми
неравенствами можно формулировать в терминах двойственного пространства X.

Пусть билинейная форма 〈·, ·〉 задаёт двойственность между X и B, фредгольмов оператор

Q : B → B сопряжен к некоторому оператору Γ : X → X и li(x) = 〈ϕi, δx〉 +

n
∑

j=1

αijrj(x),

ϕi ∈ X, i = 1, . . . ,m.
Задача Lx = f , li(x) > βi, i = 1, . . . ,m, разрешима в D, если и только если для любого

ϕ ∈ X, удовлетворяющего при некоторых числах λ1 > 0, . . . , λm > 0 системе уравнений























Γϕ =
m

∑

i=1

λiϕi,

〈ϕ, qj〉 =
m

∑

i=1

λiαij , j = 1, . . . , n,

выполняется неравенство 〈f, y〉 >

m
∑

i=1

λiβi.

§ 5. Минимальные семейства циклических векторов операторов Грина

Пусть B — комплексное сепарабельное гильбертово пространство, инъекция Λ : B → B,
порождающая пространство D = ΛB ⊕ E ⊂ B, принадлежит классу Шэттена Ξs

q(B) при q >
q0 > 1, имеет вещественный спектр и её резольвента при некотором γ > 0 допускает оценку

‖(Λ − λI)−1‖ 6 γ|Imλ|−1(Imλ 6= 0).

Пусть далее L : D → B — линейный ограниченный оператор, главная часть которого предста-
вима в виде Q = LΛ = I − F1 + F2. Здесь F1, F2 есть линейные ограниченные операторы в B,
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причём второй оператор вполне непрерывен, а норма первого допускает оценку

‖F1‖ < (γ cosec

(

π

2q0

)

+ 2)−1.

Предположим, что пересечение

n
⋂

i=1

ker li ядер n = dimE функционалов li ∈ D∗ плотно

в пространстве B и линейная краевая задача Lx = f , l1(x) = 0, . . . , ln(x) = 0 однозначно

разрешима в D.

Тогда оператор Грина этой задачи G : B → D имеет полную в пространстве B систему

корневых векторов [8].
Совокупность линейно независимых элементов f1, . . . , fm из пространства B называется

семейством циклических векторов оператора Грина G, если линейная оболочка векторов

{Gkf1, . . . , G
kfm}∞k=0

плотна в пространстве B.
Мощность µ минимального семейства циклических векторов оператора Грина G равна

µ = max
λ6=0

dim ker(G− λI) = max
λ6=0

min
S

‖(GS − λS +G/λ)‖2 = max
λ6=0

‖(GTλ − λTλ +G/λ)‖2,

где min берётся по всем операторам Гильберта–Шмидта S, действующим в B [15].
Норма оператора Гильберта–Шмидта S определяется через операторный след tr равенством

‖S‖2 = tr(S∗S). Оператор Tλ обозначает любое решение нормализованного операторного урав-
нения (U∗

λUλ)T = U∗
λVλ в классе операторов Гильберта–Шмидта, где Uλ = λI −G,Vλ = G/λ.

Одно из решений нормализованного операторного уравнения может быть найдено методом
последовательных приближений W0 = 0,Wk+1 = (I − τU∗

λUλ)Wk + τU∗
λVλ, где положительный

параметр τ достаточно мал.

§ 6. Теорема Рябенького–Филиппова в теории краевых задач

Вопросы численного решения краевых задач для функционально-дифференциальных урав-
нений до сих пор остаются плохо изученными, так как недостаточно исследована связь между
понятиями аппроксимации, устойчивости и сходимости для таких задач. Абстрактная фор-
ма теоремы Рябенького–Филиппова о связи аппроксимации, устойчивости и сходимости для
линейного уравнения (см., например, [14]) формулируется в терминах конечномерных аппрок-
симаций бесконечномерных нормированных пространств и операторов. Мы применяем её при
анализе численного решения краевых задач для функционально-дифференциальных уравне-
ний методом минимальной конечномерной аппроксимации инъекции Λ, порождающей функ-
циональное пространство D. В результате для линейного функционально–дифференциального
уравнения общего вида удаётся получить численный метод, скорость сходимости которого мо-
жет быть получена на основе теоремы Рябенького–Филиппова.

В случае гильбертова пространства восходящий к Э. Шмидту метод минимальной конеч-
номерной аппроксимации компактной инъекции, порождающей функциональное пространство
гладких функций (см. пример 1 параграфа 1), позволяeт строить ненасыщаемые алгоритмы
решения линейных краевых задач.

Пусть B — сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·), Λ
есть линейный компактный оператор, действующий в этом пространстве.

Рассмотрим экстремальную задачу

rank K → min, ‖Λ −K‖ 6 ǫ,

которая состоит в минимизации ранга конечномерного оператора K : B → B, аппроксимиру-
ющего Λ с точностью ǫ по норме пространства ограниченных операторов.
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Минимальное значение функционала в этой задаче равно минимальному значению неотри-
цательного индекса j, для которого j-е аппроксимативное число sj(Λ) = inf

rank K<j
‖Λ − K‖ не

превосходит погрешности аппроксимации ǫ.
Если j∗ = j(ǫ) есть решение последней задачи, то решение K исходной экстремальной

задачи даётся отрезком длины j∗ разложения Шмидта Λ =

∞
∑

i=1

si(Λ)ψi(·, ϕi) оператора Λ. Здесь

{ψi}∞i=1 и {ϕi}∞i=1 — две системы ортонормированных векторов гильбертова пространства B.
При фиксированном индексе j величины sj(Λ), ψi, ϕi образуют тройку (s, ψ, ϕ), которая может
быть найдена из спектральной задачи s2ψ = Λϕ, ϕ = Λ∗ψ, где Λ∗ — сопряженный оператор.

Заметим, что при замене компактного оператора Λ конечномерным оператором

j∗(ǫ)
∑

i=1

si(Λ)ψi(·, ϕi)

мы получим дискретную аппроксимацию функционального пространства D минимальной раз-
мерности при указанной погрешности модели ǫ.

Линейный ограниченный оператор L, отображающий банахово пространство D в банахово
пространство B, и система n линейно независимых функционалов l1, . . . , ln из сопряженного
пространства D∗ определяют краевую задачу

Lx = f, l1(x) = β1, . . . , ln(x) = βn, (6.1)

которую будем предполагать однозначно разрешимой.
6.1. Операторная форма теоремы Рябенького–Филиппова. Запишем краевую за-

дачу (6.1) в виде операторного уравнения Ax = g, где оператор A = (L, l1, . . . , ln) взаимно
однозначно отображает банахово пространство U = D на декартово произведение F = B ×Cn

банаховых пространств. Введeм шаг h = 1/m, где m — натуральное число и построим ли-
нейные конечномерные операторы Ih и Jh соответственно в пространствах B и U по сле-

дующему правилу. Если p ∈ B даeтся разложением в ряд Фурье p =
∞
∑

k=1

ϕk(p, ϕk), то

ph = Ihp =
m

∑

k=1

ϕk(p, ϕk), причем Fh = IhB×Cn будет конечномерной аппроксимацией простран-

ства F . Норма ‖qh‖Fh
= ‖ph‖B +

n
∑

j=1

|βj | элемента qh = (ph, β1, . . . , βn) ∈ Fh будет согласована

с нормой пространства F , т. е. ‖qh‖Fh
→ ‖q‖F при стремлении h → 0. Здесь норма элемента

q = (p, β1, . . . , βn) ∈ F дается равенством ‖q‖F = ‖p‖B +

n
∑

j=1

|βj |.

Если x ∈ U имеет разложение x = Λδx +

n
∑

j=1

ujrj(x), то xh = Jhx = ΛIhδx +

n
∑

j=1

ujrj(x),

причем ΛIh есть отрезок длины m разложения Шмидта компактного оператора Λ, а конечно-

мерное пространство Uh = ΛIhB ⊕ Em с нормой ‖xh‖Uh
= ‖xh‖U = ‖Ihδx‖B +

n
∑

j=1

|rj(x)| будет

согласованной аппроксимацией основного пространства U : ‖xh‖Uh
→ ‖x‖U = ‖δx‖B+

n
∑

j=1

|rj(x)|

при h→ 0.
Положим Lh = IhL, Ah = (Lh, l1, . . . , ln), gh = (Ihf, β1, . . . , βn).
Теперь мы в состоянии воспользоваться изложенной в монографии [14] операторной фор-

мулировкой теоремы Рябенького и Филиппова о связи таких фундаментальных понятий чис-
ленного анализа, как
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аппроксимация с порядком ω линейного оператора исходной задачи:

‖IhLu− LhJhu‖L2
+

n
∑

j=1

|lj(u− Jhu)| 6 C(u)hω; (6.2)

хорошая обусловленность с порядком ρ (ρ < ω) оператора конечномерной задачи:

‖vh‖Uh
6 Mh−ρ‖Ahvh‖Fh

; (6.3)

и сходимость со скоростью ω− ρ решения vh конечномерной задачи Ahvh = gh к решению
u исходной задачи Au = g:

‖Jhu− vh‖Uh
6 C1(u)h

ω−ρ. (6.4)

6.2. Конечномерная задача. Соответствующая краевой задаче (6.1) конечномерная за-
дача запишется в виде

IhLvh = Ihf, l1(vh) = β1, . . . , ln(vh) = βn, (6.5)

где vh — элемент из Uh, который однозначно представляется в виде vh = Λzh +

n
∑

j=1

ujγj , где

zh ∈ IhB. После подстановки vh в (6.5) получим систему линейных уравнений относительно
конечномерного набора (zh, γ1, . . . , γn) ∈ Fh:

Qhzh +

n
∑

j=1

qh
j γj = fh, Φh

i zh +

n
∑

j=1

φijγj = βi, i = 1, . . . , n. (6.6)

Здесь Qh = IhQIh, Q = LΛ, qh
j = IhLuj , fh = Ihf , Φh

i = liΛIh, φij = li(uj). Так как zh принад-
лежит пространству размерности m, то размерность последней системы линейных уравнений
равна m+ n.
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Some problems of the theory of linear equations
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There are considered the structural, approximated and spectral properties of Fredholm operators of index
n and (−n), acting between Banach spaces B and D, where D is isomorphic to the direct sum of B and
finite–dimensional space E of dimension n. There is demonstrated the role of S. M. Nikol’skii theorem on
Fredholm operator in the study of these properties as well as in the issue of solvability equations with
boundary inequalities. For boundary value problems which are uniquely solvable, in the case of a separable
Hilbert space B, based on Schmidt decomposition for a compact operator a scheme of discretization is
proposed, and it allows application of an abstract version of Ryaben’kii–Filippov theorem on the relationship
of approximation, stability and convergence.
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