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К ВОПРОСУ О ПРИЛИВНОЙ СИЛЕ ОТ ТЕЛА,
ОБРАЩАЮЩЕГОСЯ ПО ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ОРБИТЕ

Рассмотрена задача о приливном влиянии на сферическую центральную планету от возмущающего тела
(спутника), движущегося по эллиптической орбите. Произведено усреднение приливного потенциала по
периоду движения спутника и доказано, что независимо от величины эксцентриситета орбиты сила от
возмущающего тела оказывается в среднем чисто радиальная, как если бы орбита спутника была просто
круговая.
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Введение

Задачи с применением гравитационного потенциала тел в приливном приближении часто
встречаются в небесной механике и астрофизике. В большинстве задач приливный потенциал
представляет собой шаровую функцию второй степени, то есть берется с точностью до квад-
ратов степеней координат пробной точки. Например, приливный потенциал спутника массы m

имеет вид [1]

ϕ (r) =
Gm

a3
r2P2 (cos θ) . (1)

Здесь a — расстояние между центрами обеих (возмущающей и возмущаемой) масс.

В данной заметке мы приводим интересный пример, когда недостаточно знать только ра-
диальную компоненту приливной силы, а требуется оценить ещё и азимутальную её состав-
ляющую. Необходимость в таких оценках появляется в тех задачах, где возмущающее тело
движется вокруг центрального тела и требуется знать среднюю за период движения азиму-
тальную компоненту приливной силы.

§ 1. Приливный потенциал

Хотя формула (1) остается верной, мы ещё раз повторим вывод выражения для приливного
потенциала. Это необходимо, чтобы провести корректное осреднение выражения приливного
потенциала.

Пусть вокруг центрального протяженного массивного сферического тела по эллиптической
орбите обращается спутник малой массы m. Смещением центра тяжести центрального тела
пренебрегаем. Неинерциальную декартову систему координат строим следующим образом: на-
чало координат поместим в центре масс главного тела, ось абсцисс проведена в точку перицен-
тра кеплерова эллипса, ось ординат перпендикулярна ей и лежит в плоскости орбиты спутника,
третья ось смотрит перпендикулярно плоскости орбиты.

Пусть в принятой системе координат R (x′, y′, z′) — координаты спутника, r (x, y, z) — коор-
динаты пробной точки самого центрального тела. Чтобы считать начало координат неподвиж-
ным, центру Земли следует сообщить дополнительное ускорение от массы m. По величине
это ускорение, согласно закону Всемирного тяготения, будет равно a0 = Gm

R2 = Gm
x′2+y′2+z′2

. Но

ускорение — это вектор, так что в принятой системе координат оно будет иметь компоненты

a0

(

mG

R3
x′,

mG

R3
y′,

mG

R3
z′

)

. (2)
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Рис. 1.

Приливная сила воздействия спутника на пробную точку центрального тела образуется вычи-
танием из силы

a

(

Gm

d3

(

x′ − x
)

,
Gm

d3

(

y′ − y
)

,
Gm

d3

(

z′ − z
)

)

найденной выше силы (2):

F прил = a − a0.

Отсюда сразу следует, что полный потенциал приливной силы с точностью до постоянной будет
иметь вид

Φ (r) =
Gm

√

(x − x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
− Gm(xx′ + yy′ + zz′)

(x′2 + y′2 + z′2)3/2
. (3)

Последний член в (3) есть линейная функция по координатам пробной точки; он необходим,

поскольку приливной потенциал Φ записан в неинерциальной системе отсчета.

Далее необходимо разложить потенциал Φ (r) по степеням координат пробной точки и со-
хранить только члены, квадратичные по координатам. По формуле Тейлора имеем разложение

1
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + (z′ − z)2
=

1

R
−

(

x
∂

∂x′

1

R
+ y

∂

∂y′
1

R
+ z

∂

∂z′
1

R

)

+

+
x2

2

∂2

∂ x′2

1

R
+

y2

2

∂2

∂ y′2
1

R
+

z2

2

∂2

∂ z2

1

R
+ xy

∂2

∂x′∂y′
1

R
+ xz

∂2

∂ x′∂z′
1

R
+ yz

∂2

∂y′∂z′
1

R
+ . . .

(4)

Раскрывая производные, получим

∂

∂x′

1
√

x′2 + y′2 + z′2
= − x′

R3
,

∂2

∂x′2

1
√

x′2 + y′2 + z′2
= − 1

R3
+

3x′2

R5
,

∂2

∂x′∂y′
=

3x′y′

R5
, (5)

и аналогично для других элементов. Если отбросить в (5) члены порядка R−3, а в (4) посто-
янную 1√

x′2+y′2+z′2
, выражение приливного потенциала будет равно

Φ(x, y, z)=
Gm

2

(

x2 3x′2 − R2

R5
+ y2 3y′2 − R2

R5
+ z2 3z′2 − R2

R5
+6xy

x′y′

R5
+6xz

x′z′

R5
+6yz

y′z′

R5

)

. (6)
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В силу указанного выбора системы координат движение возмущающего спутника происхо-
дит в плоскости z′ = 0, поэтому два последних члена в (6) выпадают, и в итоге мы имеем

Φ (x, y) =
Gm

2

[

x2 3x′2 − R2

R5
+ y2 3y′2 − R2

R5
− z2

R3
+ 6xy

x′y′

R5

]

. (7)

§ 2. Осреднение приливного потенциала

Напомним, что в данной задаче возмущающее тело (спутник) движется по эллиптической
орбите и нас интересует значение Φ, осредненное по периоду обращения этого спутника. Ясно,
в силу симметрии эллипса, что четвертый смешанный член в квадратных скобках (7) при
осреднении выпадает. Остается:

〈Φ〉 =
Gm

2

[

x2 + y2 − 2z2

2

〈

1

R3

〉

+ x2

〈

6x′2 − 3R2

2R5

〉

+ y2

〈

6y′2 − 3R2

2R5

〉]

=

=
Gm

2

[

x2 + y2 − 2z2

2

〈

1

R3

〉

+
3

2
(x2 − y2)

〈

x′2 − y′2

R5

〉]

.

(8)

Анализ показывает, что главную роль в (8) играет интеграл, выражающий осредненную
величину

J =

〈

x′2 − y′2

R5

〉

=
1

T

∫ T

0

x′2 − y′2

R5
dt, (9)

где T — период обращения спутника. Этот интеграл является коэффициентом в членах

∂

∂x
〈Φ〉 ∼ 3J · x;

∂

∂y
〈Φ〉 ∼ −3J · y, (10)

представляющих тангенциальную компоненту приливной силы.
Итак, тангенциальное воздействие спутника на центральное тело, казалось бы, существует.

Но усреднение покажет, что на самом деле это не так. Докажем, что в формулах (10) коэффи-
циент J = 0.

По формуле кеплеровского движения с массой главного тела M и параметрами орбиты a и
e, вводя эксцентрическую аномалию, имеем:

t =

√

a3

GM
(E − e sin E) , T = 2π

√

a3

GM
;

x′ = a cos E, y′ = a
√

1 − e2 sin E, R = a(1 − e cos E).

Таким образом, интеграл (9) приводится к виду

J =
1

2π

√

a3

Gm

∫

2π

0

a2

[

(cos E − e)2 − (1 − e2)sin2E
]

a5(1 − e cos E)5

√

Gm

a3
(1 − e cos E) dE =

=
1

2πa3

∫

2π

0

(cos E − e)2 − (1 − e2)sin2E

(1 − e cos E)4
dE =

=
1

2πa3

∫

2π

0

2e2 − 1 − 2e cos E + (2 − e2)cos2E

(1 − e cos E)4
dE.

Прозводим здесь преобразование дроби для величины e2J делением:

(2e2 − e4)cos2E − 2e3 cos E + 2e4 − e2

(2e2 − e4) cos E + (e3 − 2e) cos E
= (2e − e3) cos E + 2 − 3e2

(2e2 − e4)cos2E − 2e3 cos E + 2e4 − e2 = (e cos E − 1)
[

(2e − e3) cos E + 2 − 3e2
]

+ 2(1 − e2)2 =

= (2 − e2)(e cos E − 1)2 + (2 − 3e2 + 2−2)(cos E − 1) + 2(1 − e2)2 =

= (2 − e2)(e cos E − 1)2 + 4(1 − e2)(e cos E − 1) + 2(1 − e2)2.
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Окончательно интеграл (9) разбивается на три и принимает вид:

J =
1

2πa3

∫

2π

0

[

2(1 − e2)
2

(1 − e cos E)4
− 4(1 − e2)

(1 − e cos E)3
+

2 − e2

(1 − e cos E)2

]

dE. (11)

Находим вспомогательные интегралы:

−2

∫

2π

0

dE

A − B cos E
=

2π√
A2 − B2

,

∫

2π

0

dE

(A − B cos E)2
=

2πA

(A2 − B2)3/2
,

∫

2π

0

dE

(A − B cos E)3
=

2π
(

A2 + B2

2

)

(A2 − B2)5/2
,

∫

2π

0

dE

(A − B cos E)4
=

2πA
(

A2 + B2

2

)

(A2 − B2)7/2
.

Подставляя эти результаты в интеграл (11), в итоге получим

J =
1

a3

[

(1 − e2)
2
(2 + 3e2)

(1 − e2)7/2
− 2(1 − e2)(2 + e2)

(1 − e2)5/2
+

2 − e2

(1 − e2)3/2

]

=

=
1

a3(1 − e2)3/2
(2 + 3e2 − 4 − 2e2 + 2 − e2) = 0.

Таким образом, в осредненном по времени приливном потенциале отсутствуют члены, от-
вечающие за тангенциальную компоненту силы:

∂

∂x
〈Φ〉 = 0;

∂

∂y
〈Φ〉 = 0. (12)

Поэтому сила от возмущающего тела оказывается чисто радиальная, как если бы орбита

спутника была просто круговая. Другими словами, тангенциальная составляющая прилив-

ной силы в среднем вообще отсутствует.

Это основной результат работы.

§ 3. Обсуждение

Мы установили, что при осреднении по времени приливного потенциала сила в плоскости
орбиты от возмущающего тела оказывается чисто радиальной и результат осреднения вообще
не зависит от эксцентриситета эллиптической орбиты, как если бы эта орбита была просто
круговая. Другими словами, тангенциальная составляющая приливной силы в среднем вообще
отсутствует. Кроме возможных применений данного результата для оценки эволюции планет
и орбит спутников представляется также, что этот вывод имеет отношение и к статье [2], где
авторы, похоже, полагали, что причиной чандлеровского периода для Земли является прилив-
ное воздействие от Луны. Конкретно, в указанной работе [2] предполагается существование
в орбитальном движении Луны гармоники с периодом 6 лет (с таким периодом происходит
совпадение у Луны перигея с восходящим узлом её орбиты). Этот период получается из рас-
смотрения двух известных движений нашего спутник под возмущениями со стороны Солнца и
приводит к формуле

2π

18, 61лет
+

2π

8, 85лет
=

2π

6лет
.

С другой стороны, сочетание соответствующей периоду в шесть лет частоты с частотой
годичного движения Земли вокруг Солнца дает период

Tchand =
7

6
· 365, 25 д. ≈ 426 д.,

примерно соответствующий чандлеровскому периоду движения полюсов Земли.
Логика авторов [2] была бы понятна, если в качестве физического обоснования можно было

подразумевать наличие тангенциальной компоненты приливного воздействия Луны на Землю.
Но, как мы только что убедились, никакого усредненного тангенциального приливного воздей-
ствия Луны на Землю не существует.
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On the tidal force from the body circulating on an elliptic orbit
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The problem of the tidal effects on the central spherical planet from the disturbing body (satellite), moving
in an elliptical orbit is studied. We performed the averaging of the tidal potential over the period of the
satellite and proved that regardless of the value of the orbit eccentricity the perturbation force of the body
was, upon the average, purely radial, as if the orbit of the satellite had been just circular.
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