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Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ Ï�ÀÂÈËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ Â ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÕ

�àññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ïðàâèëüíûõ �óíêöèé, òî åñòü �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îò-

êðûòîì (êîíå÷íîì, ïîëóáåñêîíå÷íîì, áåñêîíå÷íîì) ïðîìåæóòêå, èìåþùèõ â êàæäîé òî÷êå êîíå÷íûå

îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû, à òàêæå ïëîòíûå ìíîæåñòâà â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñêàëÿðíî-

ãî ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîý��èöèåíòàìè�ïðîèçâîäíûìè ïðàâèëüíûõ �óíêöèé

¾ïîãðóæàåòñÿ¿ â ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ �óíêöèé Êîëîìáî. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ�ïðîèçâîäíûõ ñòó-

ïåí÷àòûõ �óíêöèé â ÿâíîì âèäå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå R(ϕµ, t) çàäà÷è Êîøè â ïðåäñòàâèòåëÿõ, ïðåäåë

êîòîðîãî ïðè µ → +0 îáúÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Òàê ïîÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð T, êîòîðûé
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé çàäà÷å åå ðåøåíèå â âèäå ïðàâèëüíîé �óíêöèè, îïðåäåëåííûé ñíà÷àëà

ëèøü íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè ïî íåïðå-

ðûâíîñòè T ïðîäîëæàåòñÿ äî îïåðàòîðà T̂, îïðåäåëåííîãî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðàâèëüíûõ �óíêöèé.

Äëÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Êîøè ïðåäëîæåíî ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåí ðÿä èëëþñòðè-

ðóþùèõ ïðèìåðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðàâèëüíûå �óíêöèè, ðàñïðåäåëåíèÿ, îáîáùåííûå �óíêöèè Êîëîìáî, äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå.

Ââåäåíèå

Çäåñü ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [1℄. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî

ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

x′ = b′(t)x+ f ′(t), x(t0) = x0, t, t0 ∈ I, (0.1)

ãäå I = (α, β) � îòêðûòûé èíòåðâàë íà R (âîçìîæíî, è ñàìî R); b, x, f : I → R; øòðèõ îçíà÷àåò
äè��åðåíöèðîâàíèå (áûòü ìîæåò è â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé) [1�8℄.

Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü b è f ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè (ýòî çíà÷èò, ÷òî b′ è f ′
�

îáîáùåííûå �óíêöèè), òî çàïèñü b′(t)x â (0.1) ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíîé, òàê êàê x ìîæåò îêà-

çàòüñÿ ðàçðûâíîé. Êàê è â [1℄, ¾ïîãðóçèì¿ óðàâíåíèå (0.1) â ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ �óíê-

öèé Êîëîìáî, òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü b′, f ′, x′ îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè â ñìûñëå Êîëîìáî

(C-îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè) [9℄, ñì. òàêæå [10�12℄. Òîãäà óìíîæåíèå â (0.1) ñòàíîâèòñÿ êîð-

ðåêòíûì, òàê êàê C-îáîáùåííûå �óíêöèè ïî ïîñòðîåíèþ îáðàçóþò àëãåáðó (ñì. íèæå).

Â ïðåäëàãàåìîé çàìåòêå ðàçâèâàåòñÿ íîâûé ïî ñðàâíåíèþ ñ [1℄ (òîïîëîãè÷åñêèé) ïîäõîä

ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.1) â âèäå îáû÷íîé �óíêöèè, îñíîâàííûé íà òåîðåìå î ïðî-

äîëæåíèè ïî íåïðåðûâíîñòè èç [13, 
. 114℄.

� 1. C-îáîáùåííûå �óíêöèè è ÷èñëà

Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç [9℄, äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èâøèñü

ñëó÷àåì I = R (â îáùåì ñëó÷àå íàäî ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìûå óòî÷íåíèÿ, ïî ïîâîäó êîòî-

ðûõ ñì. [9℄). Ïðè ýòîì áóäåò óäîáíî ñëåãêà âèäîèçìåíèòü íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [1, 9℄. Âñå

îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [1℄ îñòàþòñÿ â ñèëå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ϕ : I → R, èìåþ-
ùèõ êîìïàêòíûé â I íîñèòåëü (�èíèòíûõ �óíêöèé). Äëÿ k = 1, 2, . . . ïîëîæèì

Ak
.
=

{
ϕ ∈ D :

∫

I
ϕ(t) dt = 1,

∫

I
tiϕ(t) dt = 0, i = 1, 2, . . . , k

}
.
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Ìíîæåñòâà Ak íåïóñòûå; A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ Ak ⊃ . . . ,
∞⋂
k=1

Ak = ∅; ϕµ
.
= 1

µ
ϕ
(

t
µ

)
. Ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕµ ∈ Ak â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ ∈ Ak.
×åðåç E îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé R : A1 → R òàêèõ, ÷òî �óíêöèÿ R = R(ϕ, t)

áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà ïî t ïðè ëþáîé �èêñèðîâàííîé ϕ ∈ A1. Èç E âûäåëèì ïîäìíî-

æåñòâî ¾óìåðåííûõ¿ ýëåìåíòîâ:

Emod
.
=

{
R ∈ E : (∀[a, b] ⊂ I) (∀m ∈ N) (∃N ∈ N) (∀ϕ ∈ AN )

(∃C, η)

(
sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣
dm

dtm
R(ϕµ, t)

∣∣∣∣6
C

µN
(0 < µ < η)

)}
.

Ìíîæåñòâî Emod � àëãåáðà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ �óíêöèé, à N ⊂ Emod,

N
.
=

{
R ∈ Emod : (∀[a, b] ⊂ I) (∀m ∈ N) (∃N ∈ N) (∀k ∈ N) (∀ϕ ∈ Ak)

(∃C, η)

(
sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣
dm

dtm
R(ϕµ, t)

∣∣∣∣6Cµk−N (0 < µ < η)

)}
�

äâóñòîðîííèé èäåàë ýòîé àëãåáðû. Ýëåìåíòû �àêòîð-àëãåáðû G
.
= Emod/N íàçûâàþòñÿ

Ñ-îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè (â òåðìèíîëîãèè Êîëîìáî � íîâûå îáîáùåííûå �óíêöèè [9℄). Òà-

êèì îáðàçîì, C-îáîáùåííûå �óíêöèè � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ îòîáðàæåíèé R(ϕ, t):

R1 ∼ R2 ⇐⇒ R1 −R2 ∈ N.

Ïðîèçâîäíîé ýëåìåíòà G ∈ G íàçûâàåòñÿ êëàññ

dG

dt
, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíóþ

dR(ϕ, t)

dt
,

ãäå R(ϕ, t) � ïðîèçâîëüíûé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà G. C-îáîáùåííûå �óíêöèè áåñêîíå÷íî äè�-
�åðåíöèðóåìû. Óìíîæåíèå â àëãåáðå G îáîçíà÷èì ◦.

Êàæäîé áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êëàññ èç G, ñî-
äåðæàùèé â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ R(ϕ, t) = f(t). Ýòî îòîáðàæåíèå èç àëãåáðû áåñêîíå÷íî

äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé â àëãåáðó G èíúåêòèâíî. Îáðàç ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî äè��å-

ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ïðè ýòîì âëîæåíèè îáîçíà÷èì C∞; C∞
� ïîäàëãåáðà â G. Êàæäîé

ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé â I �óíêöèè f ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êëàññ èç G, ñîäåðæàùèé

Rf (ϕ, t)
.
=

∫

I
f(s)ϕ(s− t) ds =

∫

I
f(t+ τ)ϕ(τ) dτ (1.1)

â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ (èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà, ñð. [1, 9℄). Îáðàç ïðîñòðàí-

ñòâà ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ (íåïðåðûâíûõ) �óíêöèé ïðè ýòîì âëîæåíèè îáîçíà÷èì L
(
C
)
.

Ìíîãèå òðóäíîñòè â ðàáîòå ñ C-îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî L è C õîòÿ

è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â G, íî íå ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè: äîñòàòî÷íî

ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî êëàññ, ïîðîæäåííûé ïðîèçâåäåíèåì f1 · f2, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè �óíêöèÿìè f1
è f2. Îäíàêî

lim
µ→+0

(
Rf1·f2(ϕµ, t)−Rf1 · Rf2(ϕµ, t)

)
= 0.

Â êíèãå [9, 
. 14℄ ýòî ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, à äëÿ ëîêàëüíî

ñóììèðóåìûõ íà I �óíêöèé ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è ïðèíàäëåæíîñòè ϕ ∈ A1.
Êëàññ T ∈ G íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëîm è ëîêàëüíî

ñóììèðóåìàÿ íà I �óíêöèÿ f òàêèå, ÷òî T =
dmf

dt
, ãäå f� êëàññ, ïîðîæäåííûé f ñîãëàñíî ðàâåí-

ñòâó (1.1). Ýòî ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîé �óíêöèè Ñîáîëåâà�Øâàðöà



Ïðîñòðàíñòâî ïðàâèëüíûõ �óíêöèé 5

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 1

(ðàñïðåäåëåíèþ). Íàïðèìåð (I = R), äåëüòà-�óíêöèÿ δ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ îò åäè-

íè÷íîé �óíêöèè f(t) = 0 ïðè t < 0, f(t) = 1 ïðè t > 0:

Rf (ϕ, t) =

∫ ∞

0
ϕ(s − t) ds,

dRf (ϕ, t)

dt
= −

∫ ∞

0
ϕ′(s− t) ds = ϕ(−t).

Òàêèì îáðàçîì, äåëüòà �óíêöèÿ δ(t) � êëàññ èç G, ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ

R(ϕ, t) = ϕ(−t).
Ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé (âíå åãî ñâÿçè ñ G) ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé îáîçíà÷èì D′. Ïóñòü

V � îïåðàòîð âëîæåíèÿ D′
è ðàçëè÷íûõ åãî ïîäìíîæåñòâ â G. (Çäåñü è âñþäó íèæå ìû, äîïóñ-

êàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü ðå÷è, íàçûâàåì îòîáðàæåíèå îäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

â äðóãîå îïåðàòîðîì, õîòÿ ýòî íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì â òîïîëîãèè.)

Îáðàç VD′
îáîçíà÷èì D′. È ñíîâà: D′

� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â G, íî íå ïîäàëãåáðà.
Òàê, δ2 ∈ G åñòü êëàññ, ñîäåðæàùèé R(ϕ, t) = ϕ2(−t), íî δ2 /∈ D′.

Ïî àíàëîãèè ñ C-îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè ââîäÿòñÿ C-îáîáùåííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Â àëãåáðå âñåõ �óíêöèîíàëîâ R : A1 → R âûäåëÿåòñÿ ïîäàëãåáðà óìåðåííûõ ýëåìåíòîâ, òî

åñòü òàêèõ, ÷òî

(∃N ∈ N) (∀ϕ ∈ A1) (∃C, η > 0)

(
|R(ϕµ)|6

C

µN
(0 < µ < η)

)
;

äâóñòîðîííèé èäåàë â ýòîé àëãåáðå îáðàçóþò �óíêöèîíàëû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì

(∃N ∈ N) (∀k ∈ N) (∀ϕ ∈ A1) (∃C, η > 0)
(
|R(ϕµ)|6Cµk−N (0 < µ < η)

)
.

Ýëåìåíòû �àêòîð-àëãåáðû R̂ óìåðåííûõ ýëåìåíòîâ ïî ýòîìó èäåàëó íàçûâàþòñÿ Ñ-îáîáùåí-

íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î çíà÷åíèè C-îáîáùåííîé
�óíêöèè â òî÷êå, êîòîðîå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè â òî÷êå òîëüêî äëÿ

áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè. Òàê, íàïðèìåð, çíà÷åíèå äåëüòà-�óíêöèè â òî÷êå 0
åñòü �óíêöèîíàë ϕ(0).

� 2. Ïðîñòðàíñòâà ïðàâèëüíûõ �óíêöèé

Ôóíêöèÿ x : I → R íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé [8,16�19℄, åñëè â êàæäîé òî÷êå t ∈ I ñóùåñòâóþò

êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

x(t+), x(t−) (2.1)

(ñð. òåðìèíîëîãèþ èç [14,16,19℄); íåïðåðûâíûå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå �óíêöèè, �óíêöèè îãðà-

íè÷åííîé âàðèàöèè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Ïðàâèëüíûå �óíêöèè, ó êîòîðûõ, êðîìå ïðåäåëîâ

(2.1), ñóùåñòâóþò òàêæå ïðåäåëû x(α+), x(β−), ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè [18℄ è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè íà I. Òàê êàê íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ èíòåãðè-

ðóåìà ïî ïðàâèëüíîé �óíêöèè â ñìûñëå �èìàíà�Ñòèëòüåñà [18, 
. 65℄, òî äëÿ ïðîèçâîäíîé b′

îò ïðàâèëüíîé �óíêöèè b èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Rb′(ϕ, t) = (RS)

∫

I
ϕ(s) db(s + t).

Äåéñòâèòåëüíî,

Rb′(ϕ, t) = R′
b(ϕ, t) =

d

dt

∫

I
ϕ(s− t)b(s) ds = −

∫

I
ϕ′(s− t)b(s) ds = −

∫

I
ϕ′(τ)b(τ + t) dτ =

= −

∫

I
b(τ + t) dϕ(τ) = (RS)

∫

I
ϕ(τ) db(τ + t).

Íàïîìíèì, ÷òî ϕ � �èíèòíàÿ �óíêöèÿ, ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì âíåèíòåãðàëü-

íîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ.
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Íèæå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äâà ïðîñòðàíñòâà ïðàâèëüíûõ �óíêöèé.

ÏóñòüRb(I) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ïðàâèëüíûõ �óíêöèé, òî åñòü òàêèõ îãðàíè-
÷åííûõ �óíêöèé, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû (2.1), à ÷åðåç R(I) îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ �óíêöèé, ó êîòîðûõ íàðÿäó ñ ïðåäåëàìè (2.1) ñóùåñòâóþò òàêæå

ïðåäåëû

x(α+)
(
x(−∞)

)
, x(β−)

(
x(+∞)

)
.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, �óíêöèè èç òàêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíû. Î÷åâèäíî, R(I) ⊂ Rb(I);
îáà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä R. Ââåäåì íà íèõ íîðìó

‖x‖ = sup
t∈I

|x(t)|. (2.2)

Äëÿ [a, b] ⊂ I ïðîñòðàíñòâà R([a, b]) = Rb([a, b]) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè îòíîñèòåëüíî íîðìû

(2.2) (ñì., íàïðèìåð, [18℄). Äëÿ èíòåðâàëà I ïîëíîòà îáîèõ ïðîñòðàíñòâ íóæäàåòñÿ â äîêàçà-

òåëüñòâå (ñì. íèæå).

Ïóñòü, äàëåå, H(I) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ �óíêöèé x : I → R (ñòóïåí÷àòûõ) ñ êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì T (x) òî÷åê ðàçðûâà, Hv(I) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ �óíêöèé ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì

ìíîæåñòâîì T (x) è ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ñêà÷êîâ

∑

t∈T (x)

|σt(x)|, (2.3)

Hb(I) � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ïðîñòûõ �óíêöèé ñ âîçìîæíî ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ñêà÷êîâ

(2.3). Î÷åâèäíî, èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

H(I) ⊂ Hv(I) ⊂ Hb(I). (2.4)

Âî âñåõ òðåõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èíäóöèðóåòñÿ íîðìà (2.2).

Â [14, 18℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H([a, b]) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Rb([a, b]) = R([a, b]).
Â ñèëó âêëþ÷åíèé (2.4) â R([a, b]) ïëîòíû òàêæå ïðîñòðàíñòâà Hv([a, b]), Hb([a, b]). Äëÿ îòêðû-
òîãî èíòåðâàëà ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî èíàÿ (ñì. íèæå).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Rb(I) áàíàõîâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {xm}∞m=1 � �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Rb(I)
è ε > 0. Íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå M, ÷òî äëÿ m,k > M, k > m âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖xm − xk‖Rb(I) < ε.

�àññìîòðèì ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè am → α+, bm → β−. Ïóñòü x̆m � ñóæåíèå xm íà

Rb([am, bm]). Òîãäà
‖x̆m − x̆k‖Rb([aM , bM ]) 6 ‖xm − xk‖Rb(I) < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̆m}∞m=M+1 �óíäàìåíòàëüíà â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå

Rb([aM , bM ]). Íàéäåòñÿ �óíêöèÿ x̃M ∈ Rb([aM , bM ]) òàêàÿ, ÷òî

‖x̌m − x̃M‖Rb([aM , bM ]) < ε äëÿ m > M.

Îáîçíà÷èì x(t) = x̃M (t) äëÿ t ∈ [aM , bM ]. Ïðè ïåðåõîäå îò [aM , bM ] ê [aM+1, bM+1] çíà÷åíèÿ
x(t) íà [aM , bM ] îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ: xM+1(t) = xM (t) äëÿ t ∈ [aM , bM ]. Òàêèì îáðàçîì, ïî-

ëó÷àåì �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà âñåì I. Ïðè ýòîì â êàæäîé òî÷êå t ∈ I = (α, β) ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû x(t−) è x(t+).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ x íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè t → α + . Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αm → α+, òàêàÿ, ÷òî |x(αm)| → +∞; òàê êàê ‖x‖Rb([αm, βm]) > |x(αm)|, òî
â èòîãå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èâîìó ñîîòíîøåíèþ:

ε > ‖x− xm‖Rb([αm, βm]) >
∣∣‖x‖Rb([αm, βm]) − ‖xm‖Rb([αm, βm])

∣∣→ +∞.
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Çíà÷èò, x îãðàíè÷åíà â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè α. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-

íîñòü x â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè β. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Rb(I). Ýòèì ïîëíîòà Rb(I) äîêàçà-
íà. �

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî R(I) áàíàõîâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî R(I) çàìêíóòî â Rb(I). Ïóñòü x∗ � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà R(I). Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}∞m=1 ⊂ R(I), ñõîäÿùàÿñÿ ê x∗. �àññìîòðèì
÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xm(α+)}∞m=1, {xm(β−)}∞m=1. (2.5)

Òàê êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíäàìåíòàëüíà, òî

(∀ε > 0) (∃M ∈ N) (∀m,k > M) (‖xm − xk‖R(I) < ε),

÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R(I) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xm(t) − xk(t)| < ε.
Óñòðåìèì â ýòîì íåðàâåíñòâå t → α+

(
t → β−

)
. Â èòîãå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

|xm(α+)− xk(α+)| 6 ε
(
|xm(β−)− xk(β−)| 6 ε

)
,

êîòîðûå îçíà÷àþò �óíäàìåíòàëüíîñòü ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (2.5), ÷òî, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

A
.
= lim

m→∞
xm(α+), B

.
= lim

m→∞
xm(β−).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî x∗(α+) = A, x∗(β−) = B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî íå

âûïîëíÿåòñÿ:

(∃ε0 > 0) (∀δ > 0) (∃t0 > α) (t0 − α < δ)
(
|A− x∗(t0)| > ε0

)
.

Ïóñòü b < β. Òîãäà ‖xm − x∗‖R([t0,b]) > ε0, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, x∗(α+) = A. Òî÷íî òàê æå

äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî x∗(β−) = B. Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ R(I). �

Ïðåäëîæåíèå 3. Ìíîæåñòâà H(I), Hv(I) ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå R(I).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïëîòíîñòü H(I). Ïóñòü x ∈ R(I), an → α+
(an → −∞), bn → β− (bn → +∞), εn → 0. Èç äîêàçàííîãî â [14, 18℄ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n íàéäåòñÿ �óíêöèÿ xn ∈ H([an, bn]) òàêàÿ, ÷òî sup
t∈[an, bn]

|xn(t) − x(t)| < εn. Ïîëàãàåì

yn(t) =





x(α+), t ∈ (α, an),

xn(t), t ∈ [an bn],

x(β−), t ∈ (bn, β).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî yn ∈ H(I) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Ïóñòü

ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå N, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíû íåðàâåí-

ñòâà

εn < ε, |x(t)− x(α+)| < ε, t ∈ (α, an), |x(β)− x(t)| < ε, t ∈ (bn, β);

ñëåäîâàòåëüíî, ‖x− yn‖R(I) < ε. �

Çàìå÷àíèå 1. Â ïðîñòðàíñòâå Rb(I) ìíîæåñòâî H(I) ïëîòíûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü I = (−∞, +∞), x0(t) = sin t, ε0 = 1; äëÿ ëþáîãî

y ∈ H(I) íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà a, b, C1, C2, ÷òî y(t) = C1 ïðè t < a, y(t) = C2 ïðè t > b
è ‖x0 − y‖ > 1.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì I ñ êîíå÷íûìè êîíöàìè ìîæíî âçÿòü x0(t) = sin 1
t−α

sin 1
β−t

. �



8 Â.ß. Äåðð, È. �. Êèì

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 1

Ïðåäëîæåíèå 4. Ìíîæåñòâî Hb(I) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Rb(I) â òîïîëîãèè ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñêàçàííîãî âûøå äëÿ ëþáîãî x ∈ Rb(I) è [a, b] ⊂ I íàéäåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
∞
n=1 ⊂ Hb(I) òàêàÿ, ÷òî xn(t) ⇒ x(t) íà [a, b]. �

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü x ∈ Rb(I). �àññìîòðèì
ðàçáèåíèå d èíòåðâàëà I :

α < t0 < t1 < . . . < tn < β.

Ñîñòàâèì ñóììó

vd(f)
.
=

n∑

k=1

|f(tk−)− f(tk−1+)|.

Íàçîâåì ïîëíîé âàðèàöèåé x âåëè÷èíó (èëè ñèìâîë +∞)

∨

I
(x)

.
= sup

d

vd(x).

Ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ òàê îïðåäåëåííàÿ ïîëíàÿ âàðèàöèÿ êîíå÷íà, ñ íîðìîé

‖x‖
.
= sup

t∈I
|x(t)|+

∨

I
(x) (2.6)

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ BV(I). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñì., íàïðèìåð, [20, 
. 69, 274℄), ÷òî BV(I) �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî Hv(I) ñ íîðìîé (2.6) òîæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì

ïðîñòðàíñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, (çàìêíóòûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà BV(I).Ïî ýòîé
ïðè÷èíå Hv(I) ñ íîðìîé (2.6) íå áóäåò ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â BV(I).

Ïóñòü X � îäíî èç ïðîñòðàíñòâ Rb(I), R(I), BV(I), H(I), Hv(I), Hb(I). Íàçîâåì äâå

�óíêöèè èç X ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ

ðàçðûâà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íà X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̂ �àêòîð-ìíîæåñòâî ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

(�àêòîð-ïðîñòðàíñòâî). Íà X̂ ââîäèòñÿ îáû÷íàÿ íîðìà: åñëè x̂ � êëàññ èç X̂, òî ïîëàãàåì

‖x̂‖ = inf
x∈x̂

‖x‖. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ïîëíîå, òî è �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî X̂ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì (ñì., íàïðèìåð, [20, 
. 55, 259℄). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïðîñòðàíñòâà R̂b(I), R̂(I), B̂V(I) áàíàõîâû.

(Ñì. òàêæå [20, ñ. 71, 278, 281℄.)

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâà Ĥ(I), Ĥv(I) ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå R̂(I).

Ïóñòü Xn
îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî n-âåêòîð-�óíêöèé, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ïðèíàä-

ëåæèò X. Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, [20, 
. 72, 281℄).

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïðîñòðàíñòâî Xn
ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëíî ïðîñòðàí-

ñòâî X.

� 3. ¾Ïîãðóæåíèå¿ çàäà÷è (0.1) â ïðîñòðàíñòâî Ñ-îáîáùåííûõ �óíêöèé

Ñëåäóÿ [10℄, ââåäåì â G òîïîëîãèþ. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â I, k ∈ N,
β > 0. Ïîëàãàåì

QK,k,β
.
=
{
G ∈ G : ∃R ∈ Emod (ïðåäñòàâèòåëü G) òàêîé, ÷òî

∀m 6 k sup
t∈K,ϕ∈A1

∥∥∥∥
dm

dtm
R(ϕµ, t)

∥∥∥∥6β
}
.
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Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî V ⊂ G îòêðûòîå, åñëè äëÿ êàæäîãî G ∈ V íàéäóòñÿ β > 0, k ∈ N

è êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ I òàêèå, ÷òî G + QK,k,β ⊂ V. Ýòè îòêðûòûå ìíîæåñòâà

îïðåäåëÿþò òîïîëîãèþ G. Òî÷íåå, ñåìåéñòâî {G+QK,k,β} îáðàçóåò áàçó îêðåñòíîñòåé G.
Äëÿ G ∈ G ïîëàãàåì

pK,k(G)
.
= inf

{
β ∈ R

+ ∪ {+∞} : ∃R ∈ Emod (ïðåäñòàâèòåëü G) òàêîé, ÷òî

∀m 6 k sup
t∈K,ϕ∈A1

∥∥∥∥
dm

dtm
R(ϕµ, t)

∥∥∥∥6β
}
.

Íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè G×G ðàññìîòðèì �èëüòð U, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâàìè

UK,k,ν
.
= {(G,H) ∈ G×G : pK,k(G−H) < ν} (ν > 0, k ∈ N, K ⊂ I � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî).

Ôèëüòð U îïðåäåëÿåò íà G ðàâíîìåðíóþ ñòðóêòóðó (ñì. [13, 
. 201℄), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,

ïîðîæäàåò ââåäåííóþ âûøå òîïîëîãèþ. È õîòÿ ýòà òîïîëîãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìîé íà G,
íà D′

îíà èíäóöèðóåò îòäåëèìóþ òîïîëîãèþ τ (
′′), êîòîðàÿ ñèëüíåå îáû÷íîé òîïîëîãèè τ (

′)

ïðîñòðàíñòâà D′
(òî÷íåå, åå îáðàçà â D′

ïðè âëîæåíèè V ) [10, 
. 174℄.
Â äàëüíåéøåì Y îçíà÷àåò îäíî èç ïðîñòðàíñòâ Rb(I), R(I), R̂b(I), R̂(I), îáðàçû ýòèõ

ïðîñòðàíñòâ â G ïðè âëîæåíèè V áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùåé ãîòè÷åñêîé áóêâîé; òàê,

Y = VY (ñì. òàêæå âûøå îáîçíà÷åíèå L). ×åðåç Y(′)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîèçâîäíûõ ýëå-

ìåíòîâ èç Y; Y è Y(′)
ðàññìàòðèâàåì êàê òîïîëîãè÷åñêèå (âåêòîðíûå) ïðîñòðàíñòâà ñ òîïî-

ëîãèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè èç G (òî÷íåå, óæå èç D′
).

Îáîçíà÷èì D � îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ, îïðåäåëåííûé íà G; òî÷íî òàê æå áóäåì

îáîçíà÷àòü åãî ñóæåíèÿ íà D′
è Y; òàêèì îáðàçîì, Y(′) = D(Y).

Ïóñòü τ � òîïîëîãèÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Y. Òàê êàê âëîæåíèå V : Y → Y áèåêòèâíî

(èíúåêòèâíîñòü îáñóæäàåòñÿ â [9℄, ñþðúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ Y), òî, â ñèëó ñî-

îòíîøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [18, 
. 78, 270℄) V
(⋃
γ

gγ
)
=
⋃
γ

(
Vgγ

)
è V

(⋂
γ

gγ
)
=
⋂
γ

(
Vgγ

)
, V(τ)

îáðàçóåò òîïîëîãèþ â Y, êîòîðàÿ ñèëüíåå òîïîëîãèè τ (
′′), èíäóöèðîâàííîé â Y èç G; îá ýòîé

òîïîëîãèè øëà ðå÷ü âûøå. Òàêèì îáðàçîì,

V(τ) ≻ τ (
′′) ≻ τ (

′). (3.1)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (3.1) äîêàçàíî â [10, 
. 174℄, ïåðâîå ìîæåò áûòü

äîêàçàíî âïîëíå àíàëîãè÷íî.

Òàê êàê âëîæåíèå V : Y → Y, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî â òîïîëîãèÿõ (τ,V(τ)), òî îíî òåì

áîëåå íåïðåðûâíî â òîïîëîãèÿõ (τ, τ (
′′)) (ñì. [13, 
. 35℄); äàëåå, òàê êàê îïåðàòîð äè��åðåí-

öèðîâàíèÿ D íåïðåðûâåí â òîïîëîãèÿõ (τ (
′), τ (

′)), òî îí òåì áîëåå íåïðåðûâåí â òîïîëîãèÿõ

(τ (
′′), τ (

′)) (ññûëêà òà æå).
Ïóñòü b, f ∈ Y, b = Vb, f = Vf ; òîãäà b′, f′ ∈ Y(′)

è ¾ïîãðóæåíèå¿ çàäà÷è (0.1) â G áóäåò

èìåòü âèä

x′ = b′(t) ◦ x+ f′(t), t ∈ I, x(t0) = x0; (3.2)

çàäà÷à (3.2) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé (b, f). Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷àåì îïåðàòîð âëîæåíèÿ ïðîçâåäå-

íèÿ Y × Y â G×G îäíîé áóêâîé V. Çàäà÷å (3.2) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à â ïðåäñòàâèòåëÿõ

R′(ϕ, t) = Rb′(ϕ, t)R(ϕ, t) +Rf′(ϕ, t), R(ϕ, t0) = x0. (3.3)

Ïóñòü çàäà÷à â ïðåäñòàâèòåëÿõ (3.3) èìååò óìåðåííîå ðåøåíèå R(ϕ, t), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâèòåëåì ðåøåíèÿ x ∈ G çàäà÷è (3.2), è ñóùåñòâóåò îáû÷íàÿ �óíêöèÿ x (âîçìîæíî, èç Y)
òàêàÿ, ÷òî

x(t)
.
= lim

µ→0
R(ϕµ, t). (3.4)
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Ýòó �óíêöèþ åñòåñòâåííî íàçâàòü ðåøåíèåì çàäà÷è (0.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C : G×G → G îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å Êîøè (3.2)

(òî åñòü ïàðå (b, f)) åå ðåøåíèå x (åñëè òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò; ýòîò îïåðàòîð åñòåñòâåííî

íàçâàòü îïåðàòîðîì çàäà÷è Êîøè); C çàâåäîìî íåëèíåéíûé îïåðàòîð. ×åðåç P : G → Y îáî-

çíà÷èì îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèþ x �óíêöèþ x, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíî-

øåíèåì (3.4) (åñëè òàêîâàÿ ñóùåñòâóåò). Åñëè â (3.2) f = 0, òî ñ÷èòàåì, ÷òî C : G → G. Òàêèì
îáðàçîì, íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå íå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ C è P â òîïîëîãèÿõ

ñîîòâåòñòâåííî (τ (
′), τ (

′′)) è (τ (
′′), τ), íî è (ïðåæäå âñåãî) èõ ñóùåñòâîâàíèå.

Ïóñòü, äàëåå, T = PCDV. Òîãäà V ïåðåâîäèò ïàðó (b, f) ∈ Y × Y, ïîðîæäàþùóþ çàäà÷ó

Êîøè (0.1), â ïàðó (b, f) ∈ Y×Y, D ïåðåâîäèò ïàðó (b, f) â ïàðó (b′, f′) ∈ Y(′) ×Y(′), C ïå-

ðåâîäèò ïàðó (b′, f′), ïîðîæäàþùóþ çàäà÷ó Êîøè (3.2), â ðåøåíèå x ýòîé çàäà÷è, íàêîíåö, P

ïåðåâîäèò ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî ðåøåíèÿ â ðåøåíèå x çàäà÷è (0.1). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð

T : Y ×Y → Y, â ñëó÷àå åñëè îí ñóùåñòâóåò, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé çàäà÷å Êîøè (0.1)

åå ðåøåíèå x : x = T(b, f). Ïîäõîä, ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ñóùåñòâîâàíèå (è îïðåäåëåííîãî ðîäà íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà T äîêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà äëÿ

ïëîòíîãî â Y ìíîæåñòâà, à çàòåì ñ ïîìîùüþ öèòèðîâàííîé âûøå òåîðåìû èç [13, 
. 114℄ ýòîò

îïåðàòîð ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî [13, 
. 114℄ íà âñå ïðîñòðàíñòâî Y.

� 4. Çàäà÷à (0.1) â ïðîñòðàíñòâàõ H(I), Hv(I)

1. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíóþ çàäà÷ó

ẋ = a(t)x, x(t0) = 1, a(t) = b′(t), (4.1)

ãäå b(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ (èç H(I)). Ïóñòü T (b)
.
= {c1, . . . , cp} � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàç-

ðûâà b, σk � åå ñêà÷îê â òî÷êå ck; ïóñòü, äàëåå, ρ(t) = 0 ïðè t < 0, ρ(t) = 1 ïðè t > 0 (ïðè

t = 0 çíà÷åíèå ρ íå îïðåäåëÿåì). Òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü

b(t) =

p∑

k=1

σkρ(t− ck), a(t) =

p∑

k=1

σkδ(t− ck). (4.2)

Çàäà÷å (4.1) (òî÷íåå, ïîãðóæåííîé âG çàäà÷å âèäà (3.2)) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à â ïðåäñòàâèòåëÿõ

R′(ϕ, t) =
p∑

k=1

σkϕ(ck − s)R(ϕ, t), R(ϕ, t0) = x0, t0 ∈ I.

Ïóñòü t0 < c1. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è â ïðåäñòàâèòåëÿõ (3.4) ïðè f = 0 èìååò âèä

R(ϕ, t) = exp

( p∑

k=1

σk

∫ t

t0

ϕ(ck − s) ds

)

è

R(ϕµ, t) = exp

( p∑

k=1

σk

∫ t

t0

1

µ
ϕ

(
ck − s

µ

)
ds

)
= exp

(
−

p∑

k=1

σk

∫ ck−t

µ

ck−t0
µ

ϕ(s) ds

)
.

Íåñëîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, ÷òî äëÿ t0 6 t < c1 R(ϕµ, t) → 1; äëÿ ck < t < ck+1

R(ϕµ, t) → exp

(
k∑

i=1
σi

)
, 1 6 k 6 p − 1; äëÿ t > cp R(ϕµ, t) → exp

(
p∑

i=1
σi

)
; äëÿ t = ck

R(ϕµ, t) → exp

(
k−1∑
i=1

σi + ck
∫ +∞
0 ϕ(s) ds

)
, 2 6 k 6 p. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êàõ ðàçðûâà �óíê-

öèè b ðåøåíèå èìååò â êà÷åñòâå çíà÷åíèé îáîáùåííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ìåæäó òî÷êàìè
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ðàçðûâà çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ � îáû÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåíåáðå÷ü

çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ðàçðûâà �óíêöèè b, òî ïðè t0 < c1

x(t) =
(
T(b)

)
(t) =





1 äëÿ t0 6 t < c1,

exp

(
k∑

j=1
σj

)
äëÿ ck < t < ck+1, 1 6 k 6 p, cp+1 = β.

(4.3)

Èòàê, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé �óíêöèé â òî÷êàõ ðàçðûâà ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) ïðè
b ∈ H(I) â óêàçàííîì â § 3 ñìûñëå äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

x(t) =
(
T(b)

)
(t) = exp

( p∑

j=1

σjρ(t− cj)

)
= eb(t), t > t0.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîâåäåííûé âûøå àíàëèç ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî åñëè t0 = c1, òî çíà÷åíèÿ
ðåøåíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ðàçðûâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå ÷èñëà. Òàê, âòîðàÿ ñòðîêà

â ïðåäñòàâëåíèè (4.3) ïðè ck < t < ck+1, k = 1, 2, . . . , p− 1, áóäåò èìåòü âèä

exp

( k−1∑

j=1

σj + ck

∫ +∞

0
ϕ(s) ds

)

(ñóììà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, åñëè âåðõíèé èíäåêñ ìåíüøå íèæíåãî). È òîëüêî ïðè t > cp
çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ áóäóò îáû÷íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â äàëüíåéøåì, äî ï. 3 § 5, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî t0 < c1.

Ïóñòü b ∈ Hv(I), òî åñòü b(t) =
∞∑
k=1

σkρ(t − ck), T (b)
.
= {c1, c2, . . .} � ìíîæåñòâî òî÷åê

ðàçðûâà b, σk � åå ñêà÷îê â òî÷êå ck; ðàññóæäåíèÿ, áëèçêèå ê ïðèâåäåííûì âûøå, äàþò

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé �óíêöèé â òî÷êàõ ðàçðûâà ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) ïðè
b ∈ Hv(I) â óêàçàííîì â § 3 ñìûñëå äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

x(t) =
(
T(b)

)
(t) = exp

( ∞∑

j=1

σjρ(t− cj)

)
= eb(t), t > t0.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå âïîëíå â äóõå � 3. Ïóñòü b ∈ H(I)
(
b ∈ Hv(I)

)
. Íàçîâåì �óíêöèåé

Êîøè óðàâíåíèÿ èç (4.1) �óíêöèþ

C(t, s)
.
= eb(t)−b(s), t > s > t0. (4.4)

2. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (0.1), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî b è f èç H(I). Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè ðàçðûâà b è f ñîâïàäàþò è σk(b) è σk(f) � ñêà÷êè

â òî÷êå ðàçðûâà ck �óíêöèé b è f ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû òî÷êè ðàçðûâà

ýòèõ �óíêöèé íå ñîâïàäàëè, òî, îáîçíà÷èâ T
.
= {c1, c2, . . .} = T (b)

⋃
T (f), ìîæíî ïîëîæèòü

σk(b) = 0
(
σk(f) = 0

)
, åñëè ck /∈ T (b)

(
ck /∈ T (f)

)
. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé

�óíêöèé â òî÷êàõ ðàçðûâà (ñì. òàêæå (4.2))

b(t) =

p∑

k=1

σk(b)ρ(t− ck), f(t) =

p∑

k=1

σk(f)ρ(t− ck), t ∈ I.
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Çàäà÷à Êîøè â ïðåäñòàâèòåëÿõ òåïåðü èìååò âèä

R′(ϕ, t) =
p∑

k=1

σkϕ(ck − s)R(ϕ, t) +

p∑

j=1

σjϕ(cj − s), R(ϕ, t0) = x0 (t0 ∈ I),

à åå ðåøåíèå �

R(ϕ, t) = exp

( p∑

k=1

σk

∫ t

t0

ϕ(ck − τ) dτ

)
+

∫ t

t0

exp

( p∑

k=1

σk

∫ t

s

ϕ(ck − τ) dτ

) p∑

j=1

σjϕ(cj − s) ds.

Ââåäÿ îáû÷íûì îáðàçîì ïàðàìåòð, áóäåì èìåòü

R(ϕµ, t) = exp

( p∑

k=1

σk(b)

∫ t

t0

1

µ
ϕ

(
ck − τ

µ

)
dτ

)
+

+

p∑

j=1

σj(f)

∫ t

t0

exp

( p∑

k=1

σk(b)

∫ t

s

1

µ
ϕ

(
ck − τ

µ

)
dτ

)
1

µ
ϕ

(
cj − s

µ

)
ds.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü âòîðîãî ñëàãàåìîãî S(µ) ýòîé ñóììû (ñõîäèìîñòü ïåðâîãî è åãî ïðåäåë

óæå óñòàíîâëåíû âûøå).

Ñäåëàåì â èíòåãðàëå

∫ t

s

1

µ
ϕ

(
ck − τ

µ

)
dτ îáû÷íóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ïðèâåäåò

ýòîò èíòåãðàë ê âèäó

∫ ck−s

µ

ck−t

µ

ϕ(τ) dτ ; åùå îäíà çàìåíà ïåðåìåííîé ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ

S(µ) =

p∑

j=1

σj(f)

∫ cj−t0

µ

cj−t

µ

exp

( p∑

k=1

σk(b)

∫ ck−cj
µ

+s

ck−t

µ

ϕ(τ) dτ

)
ϕ(s) ds.

Îáîçíà÷èì h(t)
.
= et−1

t
ïðè t 6= 0, h(0) = 1; âñå èíòåãðàëû â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, êðîìå

îäíîãî (ïðè j = k), ñòðåìÿòñÿ ëèáî ê 0, ëèáî ê 1; ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïîíåíòû êàê êîíñòàí-

òû ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà; îñòàåòñÿ çàâèñÿùèì îò s ëèøü èíòåãðàë

∫ s

−∞
ϕ(τ) dτ,

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè k = j; ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë

∫ ∞

−∞
exp

(
σj(b)

∫ s

−∞
ϕ(τ) dτ

)
ϕ(s) ds = h

(
σj(b)

)
;

îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
µ→0+

S(µ) =





0 äëÿ t0 6 t < c1,
i∑

j=1
σj(f) exp

(
i∑

k=j+1

σk(b)

)
h
(
σj(b)

)
äëÿ ci < t < ci+1, i = 1, 2, . . . , p, cp+1 = β.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.

x(t) =
(
T(b, f)

)
(t) = x0eb(t) +

(
Y ∗(b, f)

)
(t),

ãäå

(
Y ∗(b, f)

)
(t) =





0 äëÿ t0 6 t < c1,
i∑

j=1
σj(f) exp

(
i∑

k=j+1

σk(b)

)
h
(
σj(b)

)
äëÿ ci < t < ci+1, i = 1, . . . , p, cp+1 = β.
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Â ñëó÷àå åñëè b, f ∈ Hv(I), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck}
∞
k=1 âîçðàñòàþùàÿ, c = lim

k→∞
ck < β, ñïðà-

âåäëèâî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 3.

Òåîðåìà 4. Ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé �óíêöèé â òî÷êàõ ðàçðûâà ðåøåíèå çàäà÷è (0.1) ïðè
b, f ∈ Hv(I) â óêàçàííîì â § 3 ñìûñëå äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

x(t) =
(
T(b, f)

)
(t) = x0eb(t) +

(
Z∗(b, f)

)
(t),

ãäå

(
Z∗(b, f)

)
(t) =





0 äëÿ t0 6 t < c1,
i∑

j=1
σj(f) exp

(
i∑

k=j+1

σk(b)

)
h
(
σj(b)

)
äëÿ ci < t < ci+1, i = 1, 2, . . . ,

∞∑
j=1

σj(f) exp

( ∞∑
k=j+1

σk(b)

)
h
(
σj(b)

)
äëÿ t > c.

� 5. Çàäà÷à (0.1) â ïðîñòðàíñòâå R̂(I)

1. Â òåîðåìàõ 2, 3, 5 ðå÷ü øëà î çíà÷åíèÿõ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò òî÷åê ðàçðû-

âà ck. �àññ÷èòûâàÿ ðàññìàòðèâàòü â êîíå÷íîì ñ÷åòå ðåøåíèÿ êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà R̂(I),
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óêàçàííûõ òåîðåìàõ òàêæå èäåò ðå÷ü î ïðîñòðàíñòâàõ Ĥ(I), Ĥv(I) (òîãäà
îãîâîðêó ¾ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé �óíêöèé â òî÷êàõ ðàçðûâà¿ â òåêñòå ýòèõ òåîðåì ìîæíî

îïóñòèòü).

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî b ∈ R̂(I) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå â óêàçàííîì â § 3 ñìûñëå ðå-

øåíèå x ∈ R̂(I) çàäà÷è (4.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü b ∈ R̂(I); ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {bn}
∞
n=1 ⊂ Ĥ(I) òàêàÿ, ÷òî bn → b â R̂(I) (n → ∞), òî åñòü

(∀ǫ > 0) (∃Nǫ ∈ N) (∀n > Nǫ) (‖bn − b‖
.
= ‖bn − b‖

R̂(I) < ǫ);

ïðè n > N1 ‖bn‖ 6 ‖bn − b‖ + ‖b‖ 6 ‖b‖ + 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T(bn)}
∞
n=1

�óíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå R̂(I).

‖T(bn)−T(bm)‖ = ‖ebn−ebm‖ = ebn‖1−ebm−bn‖ 6 e‖b‖+1‖bm−bn‖+o(‖bm−bn‖) (n,m → ∞).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5 íàéäåòñÿ êëàññ y ∈ R̂(I) òàêîé, ÷òî T(bn) → y (n → ∞). Ïî òåîðåìå

èç [13, 
. 114℄ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå T̂ îïåðàòîðà T íà âñå ïðî-

ñòðàíñòâî R̂(I). Ñëåäîâàòåëüíî, x(t)
.
=
(
T̂(b)

)
(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) â ñìûñëå, óêàçàííîì

â § 3. �

Åñëè èçíà÷àëüíî çàäà÷à (4.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Rb(I), òî çàìåíÿåì åãî ïðî-

ñòðàíñòâîì R(α′, β′), ãäå α < α′ < t0, β
′ 6 β.

2. Äëÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (0.1) ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

Ïóñòü b, f ∈ R̂(I); ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}
∞
n=1, {fn}

∞
n=1 ⊂

Ĥ(I) òàêèå, ÷òî bn → b, fn → f â R̂(I) (n → ∞); òàê êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíäàìåíòàëüíà, òî íàéäóòñÿ òàêèå m,n ∈ N, n > m, ÷òî ‖bn − bm‖ < ε, ‖fn − fm‖ < ε; äëÿ
óäîáñòâà çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(⋃

k

T (fk)

)⋃(⋃

k

T (bk)

)
= {c1, c2, . . . , cpn},

è åñëè êàêàÿ-ëèáî èç �óíêöèé â êàêîé-ëèáî èç òî÷åê ck íåïðåðûâíà, òî ïîëîæèì åå ñêà÷îê

â ýòîé òî÷êå ðàâíûì íóëþ.
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Âîçìîæíî, è òåïåðü ‖T(bn, fn)−T(bm, fm)‖ → 0 (n,m → ∞), îäíàêî áåç äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé íà f äîêàçàòü ýòî íå óäàåòñÿ: ýòà ðàçíîñòü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì (K �

íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà)

e‖b‖
(
Kε+ sup

j

∣∣∣h
(
sj(bn)

)
− h
(
sj(bn)

)∣∣∣ ·
pn∑

j=1

∣∣σj(fn)
∣∣+

+ sup
j

∣∣∣h
(
σj(bm)

)∣∣∣ · sup
16i6pn

∣∣∣1− exp

( i∑

k=1

(
σ(bm)− σ(bb)

))∣∣∣ ·
pn∑

j=1

∣∣σj(fm)
∣∣+

+ sup
j

∣∣∣h
(
σj(bm)

)∣∣∣ ·
pn∑

j=1

∣∣σj(fn)− σj(fm)
∣∣
)
, (5.1)

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ñóìì â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàõ (5.1) è

ðàâíîìåðíàÿ ìàëîñòü ñóììû â òðåòüåé ñòðîêå òðåáóþò, ÷òîáû f, fn ∈ B̂V(I). Îäíàêî â ýòîì

ñëó÷àå íå óäàñòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ óïîìÿíóòîé òåîðåìîé èç [13, 
. 114℄, òàê êàê ìíîæåñòâà

Ĥ(I), Ĥv(I) íå ÿâëÿþòñÿ ïëîòíûìè â B̂V(I) (ñì. (2.6) è òåêñò íèæå ýòîãî ðàâåíñòâà).

Ïóñòü b ∈ R̂(I), f ∈ B̂V(I). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè Êîøè (4.4), íàçîâåì ðåøåíèåì

çàäà÷è (0.1) �óíêöèþ

x(t) = eb(t)
(
x0 +

∫ t

t0

e−b(s) df(s)

)
. (5.2)

Åñëè b è f íà ñàìîì äåëå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê ðàçðûâà, òî èíòåãðàë â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæåò

ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå �èìàíà�Ñòèëòüåñà. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îáùèõ òî÷åê ðàçðûâà ó �óíêöèé b
è f òðåáóåòñÿ ðàñøèðåííàÿ òðàêòîâêà èíòåãðàëà â (5.2). Áóäåì ïîíèìàòü åãî â ñìûñëå àëü�à-

èíòåãðàëà [17℄. Â öèòèðîâàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î �óíêöèÿõ b
è f àëü�à-èíòåãðàë â (5.2) ñóùåñòâóåò è îáëàäàåò ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå

x ∈ R̂(I), à ñàì èíòåãðàë â (5.2) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B̂V(I).
�åçþìèðóåì ñêàçàííîå â ýòîì ïóíêòå â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ b ∈ R̂(I), f ∈ B̂V(I) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ R̂(I)
çàäà÷è (0.1), êîòîðîå äàåòñÿ ðàâåíñòâîì (5.2) ñ óêàçàííîé âûøå òðàêòîâêîé èíòåãðàëà.

3. Â § 4 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.1) è (0.1) â òî÷êàõ ðàçðûâà ïåð-

âîîáðàçíûõ êîý��èöèåíòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå ÷èñëà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû îò-

êàçàëèñü îò ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé (ðàññìàòðèâàåì êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïðàâèëüíûõ

�óíêöèé, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ ðàçðûâà). Ïî ñóùåñòâó, ýòî îçíà÷àåò ÷òî â óêà-

çàííûõ òî÷êàõ èãðàþò ðîëü òîëüêî îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû êîý��èöèåíòîâ, à íå èõ çíà÷åíèÿ.

Ïîýòîìó åñòü ñìûñë ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ ñðàçó óêàçûâàòü îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû (x(t0−),
åñëè ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïðè t > t0, è x(t0+), åñëè ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ

t < t0); áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå ïðàâåå òî÷êè t0.
Òàê, âìåñòî çàäà÷è (0.1) íàäî ñòàâèòü çàäà÷ó

x′ = b′(t)x+ f ′(t), t ∈ I, t > t0, x(t0−) = x0, t0 ∈ I.

Åñëè t0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè b è f, òî òàêàÿ ïåðåìåíà ïîñòàíîâêè çàäà÷è íè÷åãî íå èçìåíèò

âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ. Äðóãîå äåëî, åñëè t0 ∈ T (b)
⋃

T (f). Â ýòîì ñëó÷àå,

ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2, áóäóò îáîáùåííûìè ÷èñëàìè è çíà÷åíèÿ x(t) äëÿ ci < t < ci+1, ÷òî âåñü-
ìà íåæåëàòåëüíî. Çäåñü ìîæíî ïîñòóïèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1) ¾ñäâèíóòü¿ íà÷àëüíóþ òî÷êó

âëåâî íà ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî, òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî t0 < c1, c1 − t0 ïðîèçâîëüíî ìàëî; 2)

èçìåíèòü ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ Ak òàê, ÷òîáû (â ñëó÷àå åñëè I = (−∞, +∞))

∫ +∞

0
ϕ(s)ds = 0.5
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è

∫ 0

−∞
ϕ(s)ds = 0.5 (â ñëó÷àå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà I ðîëü íóëÿ èãðàåò öåíòð èíòåðâàëà, à ðîëü

−∞ èëè +∞ ëåâûé èëè ïðàâûé êîíåö ñîîòâåòñòâåííî). Èç ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ Ak

â [9, 
. 7℄ âèäíî, ÷òî äîáèòüñÿ óêàçàííîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ âîçìîæíî.

4. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîé ñõåìû.

1. �àññìîòðèì çàäà÷ó (0.1), ãäå ïîëîæèì

I =

(
−
1

2
,
1

2

)
, t0 = −

1

2
, x0 = 0, (5.3)

b(t) =

{
29
(
t+ 1

2

)10
, −1

2 < t < 0,

aj
(
t+ 1

2

)10
− bj ,

j
j+1 < t+ 1

2 6
j+1
j+2 ,

aj =
1

(j + 2)

[(
j+1
j+2

)10
−
(

j
j+1

)10] , bj =
ajj

j + 1
,

f(t) =

{
−29

(
t+ 1

2

)10
, −1

2 < t < 0,

−âj
(
t+ 1

2

)10
+ b̂j ,

j
j+1 < t+ 1

2 6
j+1
j+2 ,

âj =
j + 1

(j + 2)

[(
j+1
j+2

)10
−
(

j
j+1

)10] , b̂j =
âjj

j + 1
.

�ðà�èêè �óíêöèé b(t) è f(t) èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

b

–0.4 –0.2 0 0.2 0.4
t

�èñ. 1. �ðà�èê �óíêöèè b(t)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

f

–0.4 –0.2 0 0.2 0.4
t

�èñ. 2. �ðà�èê �óíêöèè f(t)

Ôèêñèðóÿ ϕ è µ, íàõîäèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ïðåäñòàâèòåëÿõ, êîòîðîå ïðè-

íèìàåì çà ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (0.1). �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ϕ(t) =

= exp(−25t2)
2
√
π

, |t| < 1
2 , µ = 0.07 è j = 1, . . . , 100, èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 3.

2. Ñëåäóþùèé ïðèìåð áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî òåì, ÷òî �óíêöèè b(t) è f(t) íå
èìåþò îáùèõ òî÷åê ðàçðûâà. Çäåñü

b(t) =

{
29
(
t+ 1

2

)10
, −1

2 < t < 0,

aj
(
t+ 1

2

)10
− bj ,

j
j+1 < t+ 1

2 6
j+1
j+2 ,

aj =
1

(j + 2)

[(
j+1
j+2

)10
−
(

j
j+1

)10] , bj =
ajj

j + 1
,

f(t) =

{
−29

(
t+ 2

5

)10
, −2

5 < t < 0,

−âj
(
t+ 2

5

)10
+ b̂j ,

j
j+1 < t+ 2

5 6
j+1
j+2 ,

âj =
j + 1

(j + 2)

[(
j+1
j+2

)10
−
(

j
j+1

)10] , b̂j =
âjj

j + 1
.

Íå ìåíÿÿ ϕ è µ, ÷èñëåííî ðåøèì çàäà÷ó Êîøè â ïðåäñòàâèòåëÿõ; ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà

ðèñóíêå 4.
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1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

–0.4 –0.2 0 0.2 0.4
t

�èñ. 3. �ðà�èê ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

–0.4 –0.2 0 0.2 0.4
t

�èñ. 4. �ðà�èê ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

3. Â òðåòüåì ïðèìåðå êîý��èöèåíòîì b(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿ áåñ-

êîíå÷íóþ ïîëíóþ âàðèàöèþ.

b(t) =

{
t cos( π

2t), t 6= 0,
0, t = 0,

f(t) =

{
−29

(
t+ 1

2

)10
, −1

2 < t < 0,

−âj
(
t+ 1

2

)10
+ b̂j,

j
j+1 < t+ 1

2 6
j+1
j+2 ,

âj =
j + 1

(j + 2)

[(
j+1
j+2

)10
−
(

j
j+1

)10] , b̂j =
âjj

j + 1
.

Ñîõðàíèâ ïðåæíèìè ϕ è µ, ðåøèì çàäà÷ó Êîøè â ïðåäñòàâèòåëÿõ; ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñóíêå 5.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

x

–0.4 –0.2 0 0.2 0.4
t

�èñ. 5. �ðà�èê ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Èíòåãðàëû, âîçíèêøèå â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîé ñõåìû, íàéäåíû ñ ïîìîùüþ �îð-

ìóëû Ñèìïñîíà, çàäà÷è Êîøè ðåøåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïî-

ðÿäêà òî÷íîñòè. Âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíû â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðî-

ãðàìì Maple 15.
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V.Ya. Derr, I.G. Kim

The spa
es of regulated fun
tions and di�erential equations with generalized fun
tions in


oe�
ients

Keywords: regulated fun
tions, distributions, generalized fun
tions of Colombeau, di�erential equations.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 34A30

A fun
tion de�ned on an open (�nite, semi-�nite, in�nite) interval is 
alled regulated if it has �nite one-

sided limits at ea
h point of its domain. In the present paper we study spa
es of regulated fun
tions, in

parti
ular, their dense subsets. Our motivation is appli
ations to di�erential equations. Namely, we 
onsider

the Cau
hy problem for a s
alar linear di�erential equation with 
oe�
ients, whi
h are derivatives of regulated

fun
tions. We immerse the Cau
hy problem into the spa
e of the Colombeau generalized fun
tions. If the


oe�
ients are derivatives of step fun
tions, we �nd expli
it solution R(ϕµ, t) of the Cau
hy problem (in terms
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of representatives); its limit as µ → +0 is de�ned to be the solution of the original problem. In this way, we
obtain a densely de�ned (on the spa
e of regulated fun
tions) operator T, whi
h asso
iates the solution to a

Cau
hy problem with this problem. Next, using a well-known topologi
al result on a 
ontinuous extension,

we extend the operator T to the operator T̂ de�ned on the entire spa
e of regulated fun
tions. We have given

the expli
it representation of solution of the Cau
hy problem for the inhomogeneous di�erential equation.

Illustrative examples are also o�ered.
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