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Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà äå�îðìèðóåòñÿ â ðàìêàõ ãèïîòåç êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Çà-

äà÷è �îðìóëèðóþòñÿ â âèäå ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè ïëàñòèíû íà âûïóêëîì è çàìêíóòîì

ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ïà-

ðàìåòðó â çàäà÷àõ î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû ñ îáúåìíûì âêëþ÷åíèåì ïðèâîäèò ê çàäà÷å î ïëàñòèíå

ñ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì. Èññëåäîâàí òàêæå ñëó÷àé îòñëîåíèÿ òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ �

êîãäà òðåùèíà â ïëàñòèíå ðàñïîëîæåíà âäîëü îäíîãî èç áåðåãîâ âêëþ÷åíèÿ. Â çàäà÷å î ïëàñòèíå ñ îò-

ñëîèâøèìñÿ òîíêèì âêëþ÷åíèåì íà òðåùèíå çàäàåòñÿ íåëèíåéíîå óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ. Ýòî óñëîâèå

èìååò âèä íåðàâåíñòâà (òèïà Ñèíüîðèíè) è îïèñûâàåò âçàèìíîå íåïðîíèêàíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðå-

ãîâ òðåùèíû. Äëÿ çàäà÷è ñ îòñëîèâøèìñÿ âêëþ÷åíèåì, ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ, óñòàíîâëå-

íà ýêâèâàëåíòíîñòü âàðèàöèîííîé è äè��åðåíöèàëüíîé �îðìóëèðîâîê. Òàêæå ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ,

îïèñûâàþùèå êîíòàêò ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû. Îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ

âàðèàöèîííûõ çàäà÷ óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåùèíà, ïëàñòèíà Òèìîøåíêî, æåñòêîå âêëþ÷åíèå, �óíêöèîíàë ýíåðãèè, âàðèàöè-

îííàÿ çàäà÷à, óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ.

Ââåäåíèå

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåë, ñîäåðæàùèõ æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, îáó-

ñëîâëåí øèðîêèì ïðèìåíåíèåì êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Â [1�10℄ èçó÷åí øèðîêèé êðóã çàäà÷

òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òåë ñ òðåùèíàìè è æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè. Êàê èçâåñòíî, çàäà÷è, ìîäå-

ëèðóþùèå ïîâåäåíèå òåë ñ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè, ìîæíî óñïåøíî �îðìóëèðîâàòü è èçó÷àòü

ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ [3�12℄. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷

òåîðèè óïðóãîñòè ñ òîíêèìè æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè è âîçìîæíûì îòñëîåíèåì ïðåäëîæåíà

â [4℄. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí â [5, 10℄.

Ïðè èññëåäîâàíèè äå�îðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí è îáîëî÷åê óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè

Êèðõãî�à�Ëÿâà è Òèìîøåíêî [13, 14℄. Èçó÷åíèþ ìîäåëåé ïëàñòèí Êèðõãî�à�Ëÿâà, ñîäåðæà-

ùèõ æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò [6�9,11,12℄. Ïðè ýòîì â [6�8,11,12℄ ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî æåñòêîå âêëþ÷åíèå â ïëàñòèíå îáúåìíîå. Â ðàáîòå [9℄ ñ ïîìîùüþ ïëîñêîé

äâóìåðíîé êðèâîé ìîäåëèðóåòñÿ òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè óïðóãèõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ

ïëàñòèí Òèìîøåíêî, ñîäåðæàùèõ æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî

ãåîìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó (îïèñûâàþùåìó ïðîäîëüíûé ðàçìåð âêëþ÷åíèÿ) â ñåìåéñòâå çàäà÷

î ïëàñòèíå ñ æåñòêèì îáúåìíûì âêëþ÷åíèåì â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîé çàäà÷è íàéäåíà êîððåêò-

íàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è î ïëàñòèíå ñ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì. Äëÿ âàðèàöèîííûõ �îð-

ìóëèðîâîê çàäà÷ î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû ñ òîíêèì âêëþ÷åíèåì íàéäåíû ýêâèâàëåíòíûå, ïðè

äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ, ïîñòàíîâêè â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Â çàäà÷å î ïëàñòèíå

ñ îòñëîèâøèìñÿ òîíêèì âêëþ÷åíèåì (èëè ñîäåðæàùåé òðåùèíó âäîëü âêëþ÷åíèÿ) ïîëó÷åíû

ñîîòíîøåíèÿ, îòðàæàþùèå ìåõàíèêó âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ñîãëàøåíèå � 8222)

è �ÔÔÈ (ãðàíò � 13�01�00017 A).



Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû Òèìîøåíêî 33

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 1

� 1. Îáúåìíîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå áåç îòñëîåíèÿ

�àññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R
2
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Ïóñòü ïîäîáëàñòü ω

ëåæèò ñòðîãî âíóòðè Ω, òî åñòü ω ∩ Γ = ∅, à åå ãðàíèöà ∂ω ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé

(ñì. ðèñ. 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàñòèíà èìååò ïîñòîÿííóþ òîëùèíó 2h. Òðåõìåðíîå äåêàðòî-
âî ïðîñòðàíñòâî {x1, x2, z} ñîîòíåñåì òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî {Ω} × {0} ⊂ R

3
ñîîòâåòñòâîâàëî

ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ æåñòêîå âêëþ÷åíèå áóäåò çàäàâàòüñÿ

ìíîæåñòâîì ω× [−h, h], òî åñòü ãðàíèöà æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ çàäàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòüþ ∂ω × [−h, h]. Óïðóãàÿ ÷àñòü ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè Ω\ω.

�èñ. 1. Îáëàñòü ïëàñòèíû Ω ñ ïîäîáëàñòüþ ω, çàäàþùåé æåñòêîå âêëþ÷åíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ = ξ(x1, x2) = (W,w,ψ) âåêòîð îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäèí-

íîé ïîâåðõíîñòè ((x1, x2) ∈ Ω); W = (w1, w2) � ïåðåìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè {x1, x2}; w � ïåðåìå-

ùåíèÿ âäîëü îñè z; ψ = (ψ1, ψ2)� óãëû ïîâîðîòà íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì òàê-

æå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ξi, i = 1, 2, . . . , 5, äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ξ, ïðè ýòîì (ξ1, ξ2) =W ,

ξ3 = w, (ξ4, ξ5) = ψ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ Òèìîøåíêî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòè-

íû îáîçíà÷èì äàëåå âåëè÷èíû, ìîäåëèðóþùèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå [14℄.

Òåíçîðû, îïèñûâàþùèå äå�îðìàöèþ ïëàñòèíû:

εij(ψ) =
1

2
(ψ,ij +ψ,

j
i ), εij(W ) =

1

2
(w,ij +w,

j
i ), i, j = 1, 2, (v,i =

∂v

∂xi
).

Òåíçîðû ìîìåíòîâ è óñèëèé âûðàæàþòñÿ ïî �îðìóëàì

mij(ψ) = aijrlεrl(ψ), σij(W ) = 3h−2aijrlεrl(W ), i, j, r, l = 1, 2

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå), ãäå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà

óïðóãîñòè A = {aijrl} âûðàæàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

aiiii = D, aiijj = Dæ, aijij = aijji = D(1−æ)/2, i 6= j, i, j = 1, 2,

ãäåD, æ� ïîñòîÿííûå: D � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, æ� êîý��èöèåíò Ïóàññîíà,

0 < æ < 1/2. Ïîïåðå÷íûå ñèëû â ìîäåëè Òèìîøåíêî çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

qi(w,ψ) = Λ(w,i +ψ
i), i = 1, 2,

ãäå Λ = 2k2Gh, k2 � êîý��èöèåíò ñäâèãà, G � ìîäóëü ñäâèãà â ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ

ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, Λ, k2, G � ïîñòîÿííûå.

Ïóñòü BM (· , ·) � áèëèíåéíàÿ �îðìà, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

BM (η, η) = 〈mij(ψ), εij(ψ)
〉
M

+ Λ〈(w,i +ψ
i), (w,i +ψ

i
)〉M + 〈σij(W ), εij(W )〉M ,

ãäå 〈 ·, ·
〉
M

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(M) äëÿ ïîäîáëàñòè M ⊂ Ω, η = (W,w,ψ),

η = (W,w,ψ). Ôóíêöèîíàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìèðîâàííîé ïëàñòèíû, çàíèìàþùåé

îáëàñòü Ω, èìååò âèä

Π(η) =
1

2
BΩ(η, η) −

〈
f, η

〉
Ω
, η = (W,w,ψ),
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ãäå f = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(Ω)5 � âåêòîð, çàäàþùèé âíåøíèå íàãðóçêè [14℄.

Ïóñòü H = H1
0 (Ω)

5
. Âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ η ∈ H, îáóñëîâëåííûå íàëè÷èåì â ïëà-

ñòèíå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ è òðåùèíû. Êàê èçâåñòíî, äëÿ æåñòêîãî òåëà äå�îðìàöèè ðàâíû

íóëþ. Îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â ïëàñòèíå ìîäåëè Òèìîøåíêî

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè ω òàíãåíöèàëüíûå εij(W ), i, j = 1, 2, èçãèáíûå εij(ψ), i, j = 1, 2,
òðàíñâåðñàëüíûå w,i +ψ

i
, i = 1, 2, äå�îðìàöèè ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóæåíèå �óíêöèè

η = (W,w,ψ) íà îáëàñòü ω èìååò çàäàííóþ ñòðóêòóðó (ñì., íàïðèìåð, [15℄):

W = ρ, ψ = d, ψ +∇w = 0 íà ω, ρ, d ∈ R(ω), (1.1)

ãäå ïðîñòðàíñòâî R(D) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà D, ñîäåðæàùåãîñÿ â Ω, îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(D) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ1(x1, x2) = bx2 + c1, ρ2(x1, x2) = −bx1 + c2; (x1, x2) ∈ D},

ãäå b, c1, c2 = const. Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà èç (1.1) ïðèíèìàþò âèä





ψ1 = d1 = bx2 + c1 íà ω,
ψ2 = d2 = −bx1 + c2 íà ω,
w,i +ψ

i = 0, i = 1, 2, íà ω.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî w,12 = b è w,21 = −b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè ω âûïîëíÿåòñÿ b = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè w, η â ýòîé îáëàñòè èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä: w = l, η = ζ, ãäå l ∈ L(ω),
ζ ∈ G(ω). Ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ �óíêöèé L(D), G(D) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà D ⊂ Ω
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

L(D) = {l | l(x1, x2) = a0 + a1x1 + a2x2, ai ∈ R, i = 0, 1, 2, (x1, x2) ∈ D},

G(D) = {ζ | ζ(x1, x2) = (ρ1, ρ2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2),

ãäå ρ = (ρ1, ρ2) ∈ R(D), ai ∈ R, i = 0, 1, 2, (x1, x2) ∈ D}.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå η|ω = ζ, ãäå ζ ∈ G(ω) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâ

(1.1).

Çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì ñ�îðìóëèðóåì â âèäå çàäà÷è ìèíè-

ìèçàöèè

inf
η∈Kω

Π(η), (1.2)

ãäå

Kω =
{
η = (W,w,ψ) ∈ H

∣∣∣ η|ω = ζ ∈ G(ω)
}

åñòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ �óíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå η ∈ H ïðåäïîëàãàåò âûïîëíå-

íèå îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé

w = 0, ψ =W = (0, 0) íà Γ.

Ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà â îáëàñòè ω �óíêöèé η, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Kω, ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè ω âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà εij(W ) = 0, εij(ψ) = 0, ψi+w,i = 0,
i, j = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë ýíåðãèè Π(η) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Π(η) =
1

2
BΩ\ω(η, η) −

〈
f, η

〉
Ω

∀ η = (W,w,ψ) ∈ Kω.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Kω ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H. Â ñèëó îöåíêè

BΩ(η1, η2) 6 C1‖η‖‖η‖ ∀ η, η ∈ H
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ñ ïîñòîÿííîé C1 > 0, íå çàâèñÿùåé îò η ∈ H è η ∈ H, ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà BΩ(·, ·)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íàä H. Êîýðöèòèâíîñòü �óíêöèîíàëà Π(η) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

BΩ(η, η) > C2‖η‖
2 ∀ η ∈ H (1.3)

ñ ïîñòîÿííîé C2 > 0, íå çàâèñÿùåé îò η (ñì. [16℄). Óêàçàííûå ñâîéñòâà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè

Π(η), �îðìû BΩ(·, ·) è ìíîæåñòâà Kω ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî

ðåøåíèÿ ξω çàäà÷è (1.2) (ñì. [17℄). Ñèììåòðè÷íîñòü, íåïðåðûâíîñòü áèëèíåéíîé �îðìû BΩ(·, ·)
è ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Kω îáåñïå÷èâàþò (ñì. [17℄) ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è (1.2) ñëåäóþùåìó

âàðèàöèîííîìó ðàâåíñòâó:

ξω = (Uω, uω, φω) ∈ Kω, BΩ(ξω, η) = 〈f, η〉Ω ∀ η = (W,w,ψ) ∈ Kω. (1.4)

� 2. Òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå áåç îòñëîåíèÿ

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿþòñÿ îáîñíîâàíèå è âûâîä êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è

î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû ñ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì. Âûâîä áóäåò îñíîâûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ

ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â çàäà÷å (1.4) ïî ïðîäîëüíîìó ðàçìåðó îáúåìíîãî âêëþ÷åíèÿ. Âûáåðåì

ïîäõîäÿùóþ ãåîìåòðèþ çàäà÷è, ãäå â êà÷åñòâå îáëàñòè ω, ñîîòâåòñòâóþùåé æåñòêîìó âêëþ÷å-

íèþ, âûñòóïàåò êðèâîëèíåéíûé ïðÿìîóãîëüíèê ωt øèðèíû t (t > 0). Ïðè ýòîì îäíà ñòîðîíà γ
ïðÿìîóãîëüíèêà ωt �èêñèðîâàíà (ñì. ðèñ. 2).

�èñ. 2. Îáëàñòü Ω ñ ïîäîáëàñòüþ ωt è �èêñèðîâàííîé ñòîðîíîé γ

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî âàðèàöèîííûõ çàäà÷ âèäà (1.4) î ðàâíîâåñèè ïëàñòèí ñ îáúåìíûìè

æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè ωt×[−h, h], çàâèñÿùèõ îò ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà t. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ïðè �èêñèðîâàííîì t > 0 âàðèàöèîííûå ðàâåíñòâà

ξt ∈ Vt, BΩ(ξ
t, ηt) = 〈f, ηt〉Ω ∀ ηt ∈ Vt (2.1)

èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ξt. Çäåñü Vt � ïîäìíîæåñòâî H, ñîñòîÿùåå èç âñåõ �óíêöèé η,
äëÿ êîòîðûõ

η|ωt
= ζ, ζ ∈ G(ωt).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Vt îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Vt1 ⊂ Vt2 ïðè t1 > t2 > 0.

Ïóñòü ìíîæåñòâî V0 ⊂ H ñîñòîèò èç âñåõ η, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà êðèâîé γ ñîîòíîøåíèþ

η|γ = ζ íà γ,

ãäå ζ ∈ G(γ). Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíàâëè-

âàþùåå ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè Vt (t > 0) è V0.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî η ∈ V0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηt} òàêàÿ, ÷òî ηt ⊂ Vt
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0 è ηt → η ïðè t→ 0 â ïðîñòðàíñòâå H.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü η ∈ V0. Äîîïðåäåëèì â îáëàñòè Ω �óíêöèþ ζ, ñâÿçàííóþ
ñ η ðàâåíñòâîì ζ = η|γ òàê, ÷òîáû ζ ∈ G(Ω). Âûáåðåì âñïîìîãàòåëüíóþ ãëàäêóþ �óíêöèþ Φ
òàêóþ, ÷òî Φ = 0 íà Γ è Φ = 1 â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ. Ïîëîæèì η = η−Φ · ζ. Ïî ïîñòðîåíèþ
η ∈ H1

0 (Ωγ)
5
, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηt} òàêàÿ, ÷òî

ηt → η ñèëüíî â H1
0 (Ωγ), ηt = 0 â ωt.

Îñòàåòñÿ âçÿòü â êà÷åñòâå {ηt} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

ηt = ηt +Φ · ζ.

Òîãäà ηt → η â H(Ωγ). Êðîìå òîãî, η
t ∈ Vt. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïðîâåäåì âûêëàäêè, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè t→ 0 â çàäà÷å (2.1). Ïîäñòàâëÿÿ
â (2.1) �óíêöèþ η = ξt, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (1.3) ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ ïî t îöåíêó

‖ξt‖ 6 C3 (2.2)

ñ íå çàâèñÿùåé îò t ïîñòîÿííîé C3 > 0. Íà îñíîâàíèè (2.2) â ñèëó ðå�ëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà
H èç {ξt} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáîçíà÷åííóþ ïðåæíèì îáðàçîì, òàêóþ, ÷òî

ξt → ξ0 ñëàáî â H, ξt → ξ0 ñèëüíî â L2(γ). (2.3)

Äàëåå, âûäåëÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ξt → ξ0 ïî÷òè
âñþäó íà γ. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξt} ïî÷òè âñþäó íà γ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä

î òîì, ÷òî ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bt}, {ati}, {c
t
j}, i = 0, 1, 2, j = 1, 2, îïðåäåëÿþùèå

ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ ξt â îáëàñòè ωt, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Çíà÷èò,

ïðè t→ 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñ ïðåæíèì îáîçíà÷åíèåì) òàêóþ, ÷òî

ati → ai, bt → b, ctj → cj , i = 0, 1, 2, j = 1, 2.

Äëÿ ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçàííûå ÷èñëîâûå ñõîäèìîñòè îáóñëàâëèâàþò ñïðàâåäëè-

âîñòü ñîîòíîøåíèÿ

ξt|γ → (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) ñèëüíî â L2(γ).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå âìåñòå ñ (2.3) îçíà÷àåò, ÷òî

ξ0|γ = (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2) íà γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ0 ïðèíàäëåæèò âûïóêëîìó è çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó V0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

ïðè t→ 0 â âàðèàöèîííîì ðàâåíñòâå (2.1) ïðè �èêñèðîâàííîì ηt ∈ Vt, íàõîäèì

ξ0 ∈ V0, BΩ(ξ
0, ηt) = 〈f, ηt〉Ω ∀ ηt ∈ Vt.

Ïóñòü η � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîáíàÿ �óíêöèÿ èç ìíîæåñòâà V . Ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå ëåììå

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η̃t} ∈ Vt òàêàÿ, ÷òî η̃
t → η ñèëüíî â H. Òîãäà, îñóùåñòâëÿÿ

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t→ 0 â ðàâåíñòâå

ξ0 ∈ V0, BΩ(ξ
0, η̃t) = 〈f, η̃t〉Ω ∀ t,

ïîëó÷èì

ξ0 ∈ V0, BΩ(ξ
0, η) = 〈f, η〉Ω ∀ η ∈ V0. (2.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïàðàìåòðà t, îïèñûâàþùåãî øèðèíó æåñòêîãî âêëþ-
÷åíèÿ, ïðåäåëüíîé çàäà÷åé äëÿ ñåìåéñòâà çàäà÷ (2.1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (2.4). Ñâîéñòâà áèëèíåé-

íîé �îðìû BΩ(·, ·) è ìíîæåñòâà V0 ãàðàíòèðóþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ξ
0
çàäà÷è (2.4). Êðîìå

òîãî, åå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè

inf
η∈V0

Π(η). (2.5)

Íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî çàäà÷à (2.5) ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðå-

íèÿ îïèñûâàåò ðàâíîâåñèå ïëàñòèíû ñ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì áåç îòñëîåíèÿ.
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� 3. Òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå ñ îòñëîåíèåì

�àññìîòðèì ïëàñòèíó, ñîäåðæàùóþ òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå ñ îòñëîåíèåì íà îäíîì èç

áåðåãîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ÷èòàåì, ÷òî ïëàñòèíà èìååò ñêâîçíóþ âåðòèêàëüíóþ òðåùèíó,

ðàñïîëîæåííóþ âäîëü æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïðè �îðìóëèðîâêå çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ýòîé ïëà-

ñòèíû áóäåì çàäàâàòü îïðåäåëåííóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷èåì æåñòêîãî

âêëþ÷åíèÿ. Íà òðåùèíå áóäåì ñòàâèòü óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ.

�èñ. 3. Îáëàñòü Ω ñ êðèâîé γ, çàäàþùåé òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå

Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ∂γ /∈ γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâóþ γ ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî çàìêíóòîé ãëàäêîé êðèâîé Ξ, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü Q, Q ⊂ Ω (ñì. ðèñ. 3 ).

Êðîìå òîãî, γ òàêæå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå äî ëèïøèöåâîé êðèâîé Σ, ðàçáèâàþùåé îáëàñòü Ω
íà äâå ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2, òàê, ÷òîáû Σ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2,

Ω1 ∪ Ω2 = Ω è meas(Γ ∩ ∂Ωi) > 0, i = 1, 2. Òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå áóäåì ìîäåëèðîâàòü

ñ ïîìîùüþ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè γ × [−h, h] ⊂ R
3
. Ïóñòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ âíåøíåé

íîðìàëüþ ν ê Ξ, Ξ−
(γ−) è Ξ+

(γ+) � îòðèöàòåëüíûé è ïîëîæèòåëüíûé áåðåãà êðèâîé Ξ (γ).
Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî íà γ− × [−h, h] ïëàñòèíà ñöåïëåíà ñ æåñòêèì âêëþ-

÷åíèåì, à îòñëîåíèå èìååò ìåñòî íà γ+ × [−h, h]. Â ñëó÷àå êîãäà ñëåä �óíêöèè v áåðåòñÿ íà

ïîëîæèòåëüíîì áåðåãó Ξ+
, áóäåì ïèñàòü v+ = v|Ξ+ , òàê æå äëÿ îòðèöàòåëüíîãî áåðåãà �

v− = v|Ξ− . Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îòíîñèòåëüíî γ+ è γ−. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, íà îòðèöàòåëüíîì áåðåãó γ çàäàäèì ñëåäóþùóþ

ñòðóêòóðó èñêîìîé �óíêöèè η:

η|γ = ζ íà γ−, ζ ∈ G(γ). (3.1)

Íà γ âûïèøåì óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû

[Wν ] > h|[ψν ]| íà γ, (3.2)

ãäå Wν = wiνi, ψν = ψiνi, êâàäðàòíûå ñêîáêè [·] îçíà÷àþò ñêà÷îê �óíêöèè: [v] = v|γ+ − v|γ− .

Âûâîä è îáîñíîâàíèå óñëîâèÿ (3.2) ìîæíî íàéòè â [16℄. Îòìåòèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî êîððåêòíî

â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Óñëîâèå (3.2) èíâàðèàíòíî îòíîñè-

òåëüíî âûáîðà íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ν, òàê êàê ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ íà −ν çíà÷åíèå

ñêà÷êà íà áåðåãàõ òðåùèíû òàêæå ìåíÿåò çíàê.

Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî H1,0(Ωγ) (Ωγ = Ω\γ) ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1(Ωγ) ñîñòîèò èç

�óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà Γ. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî H(Ωγ) = H1,0(Ωγ)
5
, ñíàáæåííîå

ñòàíäàðòíîé íîðìîé ‖ · ‖H(Ωγ ). Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ïëàñòèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè Ωγ ,

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Πγ(η) =
1

2
BΩγ

(η, η) −
〈
f, η

〉
Ωγ
, η = (W,w,ψ).

Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ �óíêöèé:

K = {η ∈ H(Ωγ) | η óäîâëåòâîðÿåò (3.1), (3.2)}.
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Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû Òèìîøåíêî ñ îòñëîèâøèìñÿ òîíêèì âêëþ÷åíèåì ñâîäèòñÿ ê çà-

äà÷å î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè

inf
η∈K

Πγ(η). (3.3)

Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ, äîêàçûâàþùèå îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3.3). Áëàãîäàðÿ

ïðèâåäåííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ î âîçìîæíîñòè ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Ω ñ ïîìîùüþ êðèâîé Σ
îöåíêà âèäà (1.3) ñïðàâåäëèâà è â äàííîì ñëó÷àå:

BΩγ
(η, η) > C4‖η‖

2 ∀ η ∈ H(Ωγ). (3.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî êîýðöèòèâíîñòü �óíêöèîíàëà Πγ(η) ñëåäóåò èç (3.4). Ñëàáàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñíèçó è âûïóêëîñòü �óíêöèîíàëà Πγ(η) ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî

ñäåëàíî â [16℄.

Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà K ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü. Äîêàæåì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn} ⊂ K è ηn → η ñèëüíî â H(Ωγ).
Òîãäà íà γ èìååì ñõîäèìîñòü ηn → η â L2(γ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (ñ ïðåæíèì îáîçíà÷åíèåì) òàêóþ, ÷òî ηn → η ïî÷òè âñþäó íà γ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè n→ ∞ â íåðàâåíñòâàõ

[W n
ν ] > h|[ψn

ν ]| ïî÷òè âñþäó íà γ,

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîé �óíêöèè η = (W,w,ψ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [Wν ] > h|[ψν ]|
ïî÷òè âñþäó íà γ. Äàëåå, ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó íà γ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé {ηn} ñî

ñòðóêòóðîé

ηn|γ = (bnx2 + cn1 ,−b
nx1 + cn2 , a

n
0 + an1x1 + an2x2,−a

n
1 ,−a

n
2 ) íà γ−

îáóñëàâëèâàåò òî, ÷òî ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn, an0 , c
n
i , a

n
i , i = 1, 2, ñõîäÿòñÿ ê íåêîòî-

ðûì ÷èñëàì b, a0, ci, ai, i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñëåäîâ) {ηn} ïî÷òè âñþäó
íà γ− ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè (bx2 + c1,−bx1 + c2, a0 + a1x1 + a2x2,−a1,−a2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî η
óäîâëåòâîðÿåò (3.1).

Ñâîéñòâà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè Πγ(η) è ìíîæåñòâà K ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå åäèí-

ñòâåííîãî ðåøåíèÿ ξ = (U, u, φ) çàäà÷è (3.3) è åå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùåìó âàðèàöèîííîìó

íåðàâåíñòâó:

ξ ∈ K, BΩγ
(ξ, η − ξ) >

〈
f, η − ξ

〉
Ωγ

∀ η = (W,w,ψ) ∈ K. (3.5)

Öåëüþ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ âûâîä ýêâèâàëåíòíîé äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è (3.3). À èìåííî, èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (3.5), ñ ïîìîùüþ ïîäõî-

äÿùåãî âûáîðà ïðîáíûõ �óíêöèé, âûâåäåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïîëíûé íàáîð êðàåâûõ

óñëîâèé íà êðèâîé γ. ×òîáû èçâëå÷ü èç íåðàâåíñòâà (3.5) ñîîòíîøåíèÿ íà âíóòðåííåé ãðàíè-

öå γ, áóäåì èñïîëüçîâàòü �îðìóëû �ðèíà. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà

H1(Ωγ) â îáùåì ñëó÷àå íå èìåþò ñëåäîâ, äàëåå ïðåäïîëàãàåì äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ξ.
Ñðàâíèì äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå ïîäñòàíîâêîé â (3.5) ïðîáíûõ �óíêöèé η = ξ + η̃

è η = ξ − η̃, ãäå η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞
0 (Ωγ)

5
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, êîòîðîå çàïèøåì

â âèäå

〈
mij, εij(ψ̃)

〉
Ωγ

+
〈
σij, εij(W̃ )

〉
Ωγ

+
〈
qi, (w̃,i +ψ̃

i)
〉
Ωγ

=
〈
f, η̃〉Ωγ

, (3.6)

ãäå mij = mij(φ), σij = σij(U), qi = qi(u, φ), i, j = 1, 2; U , u, φ � êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ξ.

Èç (3.6), ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü w̃1
, w̃2

, w̃, ψ̃1
, ψ̃2

, èìååì

〈
σij , εij(W̃ )

〉
Ωγ

=
〈
fi, w̃

i
〉
Ωγ

∀ W̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

2,
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〈
qi, (w̃,i )

〉
Ωγ

=
〈
f3, w̃

〉
Ωγ

∀ w̃ ∈ C∞
0 (Ωγ),

〈
mij, εij(ψ̃)

〉
Ωγ

+
〈
qi, ψ̃

i
〉
Ωγ

=
〈
µi, ψ̃

i
〉
Ωγ

∀ ψ̃ ∈ C∞
0 (Ωγ)

2.

Çàìåòèâ, ÷òî èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

〈
mij, εij(ψ̃)

〉
Ωγ

=
〈
mij, (ψ̃,

i
j )
〉
Ωγ

,

〈
σij , εij(W̃ )

〉
Ωγ

=

=
〈
σij, (w̃,

i
j )
〉
Ωγ
, èç ïðåäûäóùèõ òðåõ ðàâåíñòâ çàêëþ÷àåì, ÷òî â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé âû-

ïîëíåíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

σij,j = −fi, i = 1, 2, â Ωγ , (3.7)

qi,i = −f3 â Ωγ , (3.8)

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, â Ωγ . (3.9)

Ïóñòü W = (w1, w2) ∈ H1,0(Ωγ)
2
. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûïèøåì �îðìóëû �ðèíà

(ñì. [18℄) äëÿ îáëàñòè Ω\Q è Q. Èòàê, â îáëàñòè Ω\Q èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫

Ω\Q
σij εij(W ) +

∫

Ω\Q
σij,jw

i = −

∫

Ξ+

σijνjw
i = −

∫

Ξ+

(
σνWν + στWτ

)
, (3.10)

σνν è σττ � íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà σν = {σijνj}, ïðè ýòîì ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ σν = σijνjνi, στ = σijνjτi, τ = (−ν2, ν1), Wτ = wiτi, Wν = wiνi. Îòíîñè-
òåëüíî îáëàñòè Q âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∫

Q

σij εij(W ) +

∫

Q

σij,jw
i =

∫

Ξ−

σijνjw
i =

∫

Ξ−

(
σνWν + στWτ

)
. (3.11)

Ñóììèðóÿ (3.10), (3.11), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî W+ =W−
, σ+ijνj = σ−ijνj íà Ξ\γ, ïîëó÷èì

〈
σij , εij(W )

〉
Ωγ

+
〈
σij,j, w

i
〉
Ωγ

= −
[ ∫

γ

σijνjw
i
]
= −

[ ∫

γ

(
σνWν + στWτ

)]
. (3.12)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ψ ∈ H1,0(Ωγ)
2, w ∈ H1,0(Ωγ) ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

〈
mij, εij(ψ)

〉
Ωγ

+
〈
mij,j, ψ

i
〉
Ωγ

= −
[ ∫

γ

mijνjψ
i
]
= −

[ ∫

γ

(
mνψν +mτψτ

)]
, (3.13)

〈
∇u,∇w

〉
Ωγ

+
〈
△u,w

〉
Ωγ

= −
[ ∫

γ

∂u

∂ν
w
]
, (3.14)

〈
φ,∇w

〉
Ωγ

+
〈
divφ,w

〉
Ωγ

= −
[ ∫

γ

φνw
]
, (3.15)

ãäå âåëè÷èíû mν , mτ îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê σν , στ , ñì. �îðìóëó (3.10). Ïðåîáðàçóåì (3.5)

ñ ïîìîùüþ �îðìóë (3.12)�(3.15) è óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (3.7)�(3.9) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

ξ = (U, u, φ) ∈ K, −
[ ∫

γ

{
σν(Wν−Uν)+στ (Wτ−Uτ )

}]
−
[ ∫

γ

{
mν(ψν−φν)+mτ (ψτ−φτ )

}]
−

− Λ
[ ∫

γ

(
∂u

∂ν
+ φν)(w − u)

]
> 0 ∀ η = (W,w,ψ) ∈ K. (3.16)

Ïóñòü �óíêöèÿ η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ K òàêàÿ, ÷òî η̃ ∈ H1
0 (Ω)

5
. Ïîäñòàâëÿÿ â âàðèàöèîííîå íåðà-

âåíñòâî (3.5) ïðîáíûå �óíêöèè âèäà η = ξ ± η̃, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ η̃ ∈ H1
0 (Ω)

5
:

〈
mij , εij(ψ̃)

〉
Ωγ

+
〈
σij , εij(W̃ )

〉
Ωγ

+
〈
qi, (w̃,i +ψ̃

i)
〉
Ωγ

=
〈
f, η̃〉Ωγ

. (3.17)
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Äàëåå, ïðèìåíÿÿ �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (3.7)�

(3.9), ðàâåíñòâà (3.1) èç (3.17) âûâîäèì

−

∫

γ

[σijνj]ρi +

∫

γ

[mijνj ]ai − Λ

∫

γ

[
φν +

∂u

∂ν

]
l = 0 (3.18)

äëÿ âñåõ ρ = (ρ1, ρ2) ∈ R(γ), l = a0+a1x1+a2x2 ∈ L(γ). Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ρ è l â (3.18),
èìååì

∫

γ

[σijνj]ρi = 0 ∀ ρ ∈ R(γ), (3.19)

∫

γ

[mijνj ]ai − Λ

∫

γ

[
φν +

∂u

∂ν

]
l = 0 ∀ l ∈ L(γ). (3.20)

�àññìîòðèì �óíêöèþ η = ξ ± η̃, ãäå η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) òàêàÿ, ÷òî W̃ ≡ (0, 0), ψ̃ ≡ (0, 0) â Ωγ ,

�óíêöèÿ w̃ ∈ H1,0(Ωγ): w̃ = 0 â Q. Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî, ÷òî η ∈ K. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ

(ñëåäîâ) �óíêöèè w̃ ðàâíû íóëþ íà êðèâîé Ξ\γ è ïðîèçâîëüíû íà γ+. Ïîäñòàâèì �óíêöèþ η
â (3.16). Â èòîãå ïîëó÷èì ∫

γ+

(φν +
∂u

∂ν
)w̃ > 0.

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðîèçâîëüíîñòü çíà÷åíèé w̃ íà ãðàíèöå γ+, íàõîäèì

φν +
∂u

∂ν
= 0 íà γ+. (3.21)

Ïîäñòàâèì â âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (3.5) ïðîáíûå �óíêöèè âèäà η = ξ ± η̃, ãäå η̃ =

= (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ H(Ωγ) òàêàÿ, ÷òî w̃ ≡ 0, ψ̃ ≡ (0, 0) â Ωγ , W̃ ≡ (0, 0) â Q è W̃ν = 0 íà γ+.
Ïðåîáðàçîâàâ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ �îðìóë �ðèíà, âûâåäåì

∫

Ξ+

σijνjw̃
i =

∫

Ξ+

(
σνW̃ν + στW̃τ

)
=

∫

Ξ+

στW̃τ = 0.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè çíà÷åíèé W̃τ íà γ
+
îçíà÷àåò, ÷òî

στ = 0 íà γ+. (3.22)

Àíàëîãè÷íûìè âûêëàäêàìè, ïîäîáðàâ ïðîáíûå �óíêöèè âèäà η = ξ ± η̃, ãäå η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈

∈ H(Ωγ) òàêàÿ, ÷òî w̃ ≡ 0, W̃ ≡ (0, 0) â Ωγ , ψ̃ ≡ (0, 0) â Q è ψ̃ν = 0 íà γ+, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

mτ = 0 íà γ+. (3.23)

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ (3.19)�(3.23) è âñïîìîãàòåëüíîãî òîæäåñòâà

[vs] = v+(s+ − s−) + (v+ − v−)s− = v+[s] + [v]s− (3.24)

óïðîñòèì ñîîòíîøåíèå (3.16) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

ξ ∈ K, −

∫

γ

(
σ+ν [Wν − Uν ] +m+

ν [ψν − φν ]
)
> 0 ∀ η = (W,w,ψ) ∈ K.

Îòñþäà, ñðàâíèâàÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè η = (0, 0, 0, 0, 0) è η = 2ξ, èìååì

−

∫

γ

(σ+ν [Wν ] +m+
ν [ψν ]) > 0 ∀ η = (W,w,ψ) ∈ K, (3.25)

∫

γ

(σ+ν [Uν ] +m+
ν [φν ]) = 0. (3.26)
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Ïóñòü W̃ ∈ H1,0(Ωγ)
2
, W̃ = (0, 0) â Q, W̃+

ν > 0 íà γ (â ýòîì ñëó÷àå W̃+
ν = [W̃+

ν ]). Òîãäà

èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ η̃1 = (hW̃ , 0, W̃ ) ∈ K, η̃2 = (hW̃ , 0,−W̃ ) ∈ K (òî åñòü ψ̃1 = W̃ äëÿ η̃1
è ψ̃2 = −W̃ äëÿ η̃2). Ïîäñòàâëÿÿ η̃1 â (3.25), ïîëó÷èì

−

∫

γ+

σν(hW̃ν)−

∫

γ+

mν(W̃ν) > 0.

Ñâîéñòâà �óíêöèè W̃ ïîçâîëÿþò âûâåñòè èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ íåðàâåíñòâî

−hσν > mν íà γ+.

Òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè, ïîäñòàâèâ η̃2 â (3.25), íàõîäèì

−hσν > −mν íà γ+.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

−hσν > |mν | íà γ+. (3.27)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (3.26) íåïîëîæèòåëüíî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ ξ ∈ K è íåðàâåíñòâà

(3.27), ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî

σ+ν [Uν ] +m+
ν [φν ] = 0 íà γ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ξ = (U, u, φ) çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (3.3), ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè,
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

mij(φ) = aijrlεrl(φ), σij(U) = 3h−2aijrlεrl(U), i, j, r, l = 1, 2, â Ωγ ; (3.28)

qi(u, φ) = Λ(u,i +φ
i), i = 1, 2, â Ωγ ; (3.29)

σij,j = −fi, i = 1, 2, â Ωγ ; (3.30)

qi,i = −f3 â Ωγ ; (3.31)

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, â Ωγ ; (3.32)∫

γ

[σijνj]ρi = 0 ∀ ρ ∈ R(γ); (3.33)

∫

γ

[mijνj]ai − Λ

∫

γ

[
φν +

∂u

∂ν

]
l = 0 ∀ l ∈ L(γ), l = a0 + a1x1 + a2x2; (3.34)

ξ|γ = ζ íà γ−, ãäå ζ ∈ G(γ); (3.35)

φν +
∂u

∂ν
= 0, στ = 0, mτ = 0, −hσν > |mν | íà γ+; (3.36)

[Uν ] > h|[φν ]|, σ+ν [Uν ] +m+
ν [φν ] = 0 íà γ; (3.37)

u = 0, φ = U = (0, 0) íà Γ. (3.38)

Ïóñòü äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé �óíêöèè ξ, îïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ωγ , ñïðàâåäëèâû óðàâ-

íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (3.28), (3.29), óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (3.30)�(3.32), òîæäåñòâà (3.33), (3.34) è

óñëîâèÿ (3.35)�(3.38). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ξ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è

(1.4). Óìíîæèì ðàâåíñòâà (3.30) íà (wi − ui) äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî, çàòåì ïðî-

ñóììèðóåì ïî i. Îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ωγ è ïðèìåíèì �îðìóëû

�ðèíà (3.12). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

〈
σij , εij(W − U)

〉
Ωγ

+
[ ∫

γ

σijνj(w
i − ui)

]
=

〈
fi, (w

i − ui)
〉
Ωγ
. (3.39)
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Óðàâíåíèå (3.31) ïîñëå óìíîæåíèÿ åãî íà (w−u), èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Ωγ è ïðèìåíåíèÿ �îðìóë

(3.14), (3.15) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

〈
qi, w,i −u,i

〉
Ωγ

+ Λ
[ ∫

γ

(∂u
∂ν

+ φν

)
(w − u)

]
=

〈
f3, (w − u)

〉
Ωγ
. (3.40)

Ïðîâåäÿ òàêèå æå äåéñòâèÿ ñ óðàâíåíèÿìè (3.32) (ðàâåíñòâà, â ñîîòâåòñòâèè ñ èíäåêñàìè i =
= 1, 2, óìíîæàþòñÿ íà (ψi − φi)), âûâåäåì

〈
mij, εij(ψ − φ)

〉
Ωγ

+
[ ∫

γ

mijνj(ψ
i − φi)

]
=

〈
µi − qi, (ψ

i − φi)
〉
Ωγ
. (3.41)

Ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (3.39)�(3.41), ïîëó÷èì

BΩγ
(ξ, η − ξ)−

〈
f, (η − ξ)

〉
Ωγ

= −
[ ∫

γ

σijνj(w
i − ui)

]
−

−
[ ∫

γ

mijνj(ψ
i − φi)

]
− Λ

[ ∫

γ

(∂u
∂ν

+ φν

)
(w − u)

]
. (3.42)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè η ∈ K ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.42) íåîòðèöàòåëüíà.

Ñ ó÷åòîì (3.24) ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè (3.42), âçÿòûå ñ îáðàòíûì çíàêîì, ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå ∫

γ

(σijνj)
+[wi − ui] +

∫

γ

(mijνj)
+[ψi − φi] + Λ

∫

γ

(∂u
∂ν

+ φν

)+
[w − u] +

+

∫

γ

[σijνj ](w
i − ui)− +

∫

γ

[mijνj ](ψ
i − φi)− + Λ

∫

γ

[∂u
∂ν

+ φν

]
(w − u)−. (3.43)

Âêëþ÷åíèÿ η ∈ K, ξ ∈ K îçíà÷àþò, ÷òî η è ξ íà γ− èìåþò çàäàííóþ ñòðóêòóðó (3.1). Ýòî îáñòî-

ÿòåëüñòâî âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (3.33), (3.34), â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò òî, ÷òî ñóììà ïîñëåäíèõ

òðåõ èíòåãðàëîâ â (3.43) ðàâíà íóëþ. �àçáèâàÿ íà íîðìàëüíóþ è êàñàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå

âåêòîðû σijνj , mijνj , (W − U) è (ψ − φ), çàïèøåì (3.43) â âèäå

∫

γ

{
σ+ν [Wν − Uν ] + σ+τ [Wτ − Uτ ] +m+

ν [ψν − φν ] +m+
τ [ψτ − φτ ] + Λ(

∂u

∂ν
+ φν)

+[w − u]
}
. (3.44)

Çàìå÷àÿ, ÷òî ñîãëàñíî (3.36) íà γ+ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà m+
τ = 0, σ+τ = 0 è (∂u

∂ν
+ φν)

+ = 0,
óïðîñòèì âûðàæåíèå (3.44) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∫

γ

(σ+ν [Wν ] +m+
ν [ψν ])−

∫

γ

(σ+ν [Uν ] +m+
ν [φν ]). (3.45)

Ñîãëàñíî (3.37) âòîðîé èíòåãðàë â (3.45) ðàâåí íóëþ. Íåïîëîæèòåëüíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà âûðàæåíèÿ (3.45) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ [Wν ] > h|[ψν ]|,
−hσ+ν > |m+

ν |, âûïîëíåííûõ íà γ. Â èòîãå äëÿ η ∈ K âûðàæåíèå (3.45) íåïîëîæèòåëüíî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.42) èìååò íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðà-

âåäëèâî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (3.5). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïîñòàíîâîê). �ëàäêàÿ �óíêöèÿ ξ = (U, u, φ) ∈ K ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3.3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì êðàåâîé çàäà÷è (3.28)�(3.38).

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (2.5) î ïëàñòèíå ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì áåç

îòñëîåíèÿ ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé äè��åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå. Òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèè

ξ = (U, u, φ) ∈ H, ζ ∈ G(γ), òàêèå, ÷òî

mij(φ) = aijrlεrl(φ), σij(U) = 3h−2aijrlεrl(U), i, j, r, l = 1, 2, â Ωγ ;
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qi(u, φ) = Λ(u,i +φ
i), i = 1, 2, â Ωγ ;

σij,j = −fi, i = 1, 2, â Ωγ ;

qi,i = −f3 â Ωγ ;

mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, â Ωγ ;

∫

γ

[σijνj]ρi = 0 ∀ ρ ∈ R(γ);

∫

γ

[mijνj]ai − Λ

∫

γ

[
φν +

∂u

∂ν

]
l = 0 ∀ l ∈ L(γ), l = a0 + a1x1 + a2x2;

ξ|γ = ζ íà γ, ãäå ζ ∈ G(γ);

u = 0, φ = U = (0, 0) íà Γ.
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N.P. Lazarev

The equilibrium problem for a Timoshenko plate 
ontaining a 
ra
k along a thin rigid in
lusion

Keywords: 
ra
k, Timoshenko-type plate, rigid in
lusion, energy fun
tional, variational problem,

nonpenetration 
ondition.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 74B99

We study the equilibrium problem of a transversely isotropi
 plate with rigid in
lusions. It is assumed that

the plate deforms under hypotheses of 
lassi
al elasti
ity. The problems are formulated as the minimization of

the plate energy fun
tional on the 
onvex and 
losed subset of the Sobolev spa
e. It is established that, as the

geometri
 parameter (the size) of the volume in
lusion tends to zero, the solutions 
onverge to the solution

of an equilibrium problem of a plate with a thin rigid in
lusion. Also the 
ase of the delamination of an

in
lusion is investigated when a 
ra
k in the plate is lo
ated along one of the in
lusion edges. In the problem

of a plate with a delaminated in
lusion the nonlinear 
ondition of nonpenetration is given. This 
ondition

takes the form of a Signorini-type inequality and des
ribes the mutual nonpenetration of the 
ra
k edges.

For the problem with a delaminated in
lusion, the equivalen
e of variational and di�erential statements is

proved provided a su�
iently smooth solution. For ea
h 
onsidered variation problem, unique solvability is

established.
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