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�àññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà óëüòðà�èëüòðîâ π-ñèñòåì ñ íóëåì è åäèíèöåé, èñïîëüçóåìûå ïðè

ïîñòðîåíèè ðàñøèðåíèé àáñòðàêòíûõ çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìíîæåñòâ ïðèòÿ-

æåíèÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ óïîìÿíóòûõ óëüòðà-

�èëüòðîâ â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñðåäè ïîñëåäíèõ âûäåëÿþòñÿ äîïóñòèìûå ïî îòíîøåíèþ

ê îãðàíè÷åíèÿì àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà èñõîäíîé çàäà÷è. Öåëåâîé îïåðàòîð äàííîé çàäà÷è ïðè

î÷åíü îáùèõ óñëîâèÿõ ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîìó óëü-

òðà�èëüòðó π-ñèñòåìû ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàçà. Ïðè ýòîì îñíîâíîå ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ

(àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëîã ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè) îöåíèâàåòñÿ ñíèçó íåïðåðûâíûì îáðàçîì àíàëî-

ãè÷íîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå óëüòðà�èëüòðîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèè

ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà (êîãäà èñïîëüçóåìàÿ π-ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìíîæåñòâ) óïîìÿíóòàÿ îöåíêà
ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå èñêîìîå è âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ; äëÿ ïî-

ñëåäíåãî óêàçàíî äîñòàòî÷íî ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáñóæäàåòñÿ âàðèàíò ïðèìåíåíèÿ (â îöåíî÷íûõ

öåëÿõ) ðàñøèðåíèÿ Âîëìýíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ, òîïîëîãèÿ, óëüòðà�èëüòð.

Ââåäåíèå

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ÁÔ (áàçà �èëüòðà), ÈÏ (èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî),

ÌÏ (ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ), ï/ì (ïîäìíîæåñòâî), ÒÏ (òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî), ó/�

(óëüòðà�èëüòð).

Ïðè èññëåäîâàíèè àáñòðàêòíûõ çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íà-

ðÿäó ñ êîìïàêòè�èêàöèÿìè ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé, ìîæíî ïðèìåíÿòü è áîëåå ñëà-

áûå â ëîãè÷åñêîì îòíîøåíèè êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ

íóæíîãî òèïà â îöåíî÷íûõ öåëÿõ. Õàðàêòåðíîå ïîñòðîåíèå òàêîãî ðîäà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

íåïðåðûâíûé îáðàç íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ÌÏ ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ï/ì îñíîâíîãî ÌÏ.

Èñïîëüçóÿ ýòó êîíñòðóêöèþ, ìû îöåíèâàåì îñíîâíîå ÌÏ ñíèçó. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âñïîìîãà-

òåëüíîå ÌÏ êîíñòðóèðóåòñÿ â êîìïàêòíîì ÒÏ, óïîìÿíóòàÿ îöåíêà âûðîæäàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò ñåðèþ ðàáîò àâòîðà, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ó/� øè-

ðîêî ïîíèìàåìûõ ÈÏ ïðè ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî ÌÏ. Äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçîâàëàñü

ñõåìà, äîïóñêàþùàÿ åñòåñòâåííûå àíàëîãèè ñ êîìïàêòè�èêàöèåé Ñòîóíà�×åõà, íî îòëè÷àþ-

ùàÿñÿ áîëüøåé (ïîòåíöèàëüíî) ðåàëèçóåìîñòüþ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ¾íåïîëíûõ¿ ó/�, à òî÷íåå

ó/� ñîîòâåòñòâóþùåãî ÈÏ. Íàèáîëåå ïîíÿòíî ïðèìåíåíèå â ýòèõ öåëÿõ êîìïàêòîâ Ñòîóíà,

÷òî îòâå÷àåò ñëó÷àþ èñïîëüçîâàíèÿ ó/� àëãåáðû ìíîæåñòâ. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîñòèãà-

åòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ó/� ÈÏ ñ ïîëóàëãåáðîé ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñÿ

ãîìåîìîð� êîìïàêòà Ñòîóíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðå, ïîðîæäåííîé èñõîäíîé ïîëóàëãåáðîé

ìíîæåñòâ. Â òî æå âðåìÿ íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ íåðåäêî âîçíèêàëè ïîñòðîåíèÿ, â êîòîðûõ

óïîìÿíóòîå (øèðîêî ïîíèìàåìîå) ÈÏ ñâÿçûâàëîñü ñ ïðèìåíåíèåì ¾âñåãî ëèøü¿ π-ñèñòåìû
ñ íóëåì è åäèíèöåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñëåäíèé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàññìîòðå-

íèÿ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî âàðèàíòà èçìåðèìîé ñòðóêòóðû èñïîëüçóåòñÿ îòäåëèìàÿ π-ñèñòåìà

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàìì Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (ïðîåêòû 12�Ï�1�1019, 12�Ï�1�1012) è ïðè �èíàí-

ñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 13�01�00304).
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(ñ íóëåì è åäèíèöåé). Ñâîéñòâî îòäåëèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ êàæäîãî ¾èçìå-

ðèìîãî¿ ìíîæåñòâà è òî÷êè, åìó íå ïðèíàäëåæàùåé, ñóùåñòâóåò äðóãîå ¾èçìåðèìîå¿ ìíîæå-

ñòâî, ñîäåðæàùåå ýòó òî÷êó è íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ ïåðâûì. �àçóìååòñÿ, àëãåáðû è ïîëóàëãåáðû

ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòäåëèìûìè π-ñèñòåìàìè. Äðóãîé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ

ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ÒÏ, óäîâëåòâîðÿþùåì àêñèîìå T1; â äàííîì ñëó÷àå èìååì

òîïîëîãè÷åñêóþ âåðñèþ, à òî÷íåå ðàñøèðåíèå Âîëìýíà.

Îòìå÷åííûå îáñòîÿòåëüñòâà ìîòèâèðóþò ñïåöèàëüíîå èññëåäîâàíèå êîíñòðóêöèè, îïåðèðó-

þùåé ó/� îòäåëèìîé π-ñèñòåìû (ñëåäóåò äîáàâèòü ê ýòîìó è òî ïîëåçíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî

òðèâèàëüíûå �èëüòðû îòäåëèìîé π-ñèñòåìû ìàêñèìàëüíû; áîëåå òîãî, äàííîå ñâîéñòâî èìååò

ìåñòî òîëüêî â êëàññå îòäåëèìûõ π-ñèñòåì). Ïðàâäà, â ñòîëü îáùåì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâàíèè

åñòåñòâåííîé (è ñîãëàñóþùåéñÿ ñ òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà â ñëó÷àå, êîãäà π-ñèñòåìà
åñòü àëãåáðà ìíîæåñòâ) òîïîëîãèè ìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîëó÷àåì êîìïàêòà è â âîïðîñàõ ïî-

ñòðîåíèÿ ÌÏ â çàäà÷å î äîñòèæèìîñòè âûíóæäåíû îãðàíè÷èâàòüñÿ îöåíî÷íûìè îïèñàíèÿìè,

÷òî, âïðî÷åì, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì. Òåì íå ìåíåå ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé ëîãèêè èññëåäî-

âàíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷ ñïåöèàëüíîå èçó÷åíèå óïîìÿíóòîé âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëå-

ñîîáðàçíûì. Îíî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü è íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ìîìåíòû äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ

êîìïàêòè�èêàöèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ïîòðåáíîñòü â ïîñòðîåíèè ðàñøèðåíèé âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè

ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè ïðè îñëàáëåíèè îãðàíè÷å-

íèé. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì ïîñòðîåíèÿ [1, ãë. III℄, ãäå áûëè ââåäåíû òî÷íûå, ïðèáëèæåííûå

è îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ; ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿëèñü â âèäå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé îáû÷íûõ ðåøåíèé. Â [2, 3℄ îòìå÷àëîñü (äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ), ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèé-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî

è ïîòðåáóþòñÿ íàïðàâëåííîñòè îáû÷íûõ ðåøåíèé. Ïî ðÿäó ïðè÷èí çäåñü îêàçàëîñü áîëåå åñòå-

ñòâåííûì èñïîëüçîâàòü �èëüòðû è, â ÷àñòíîñòè, ó/� ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé; ñì. [4,5℄

è öåëûé ðÿä äðóãèõ ðàáîò. Â ýòîé ñâÿçè èìååò ñìûñë îòìåòèòü èñïîëüçîâàíèå â [4℄ êîìïàêòè-

�èêàöèè Ñòîóíà�×åõà äëÿ öåëåé ðàñøèðåíèÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè, ÷òî óæå

óïîìèíàëîñü âûøå íàðÿäó ñ çàìå÷àíèÿìè î ïðèìåíåíèè ¾íåïîëíûõ¿ ó/� â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ

áîëåå êîíñòðóêòèâíûõ ïîñòðîåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ ñâåðäëîâñêîé øêîëû Í.Í. Êðàñîâñêîãî ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ êîí-

ñòðóêöèè ðàñøèðåíèé òðàäèöèîííî çàíèìàëè âàæíîå ìåñòî. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì îðèãèíàëü-

íûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Í.Í. Êðàñîâñêèì è ñâÿçàííûé ñ ïðèìåíåíèåì îáîáùåííûõ �óíê-

öèé â çàäà÷àõ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì. [6℄), à òàêæå ïðèìåíåíèå ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ

â èãðîâûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, ÷òî íàðÿäó ñ ïðàâèëîì ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà ñûãðàëî âàæ-

íóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâå Í.Í. Êðàñîâñêîãî

è À.È. Ñóááîòèíà (ñì. [7℄).

� 1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ ñèìâîëèêó, âêëþ÷àÿ

êâàíòîðû è ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè. Ïðè ýòîì def çàìåíÿåò êîíñòðóêöèþ ¾ïî îïðåäåëå-

íèþ¿, ÷åðåç

△
= îáîçíà÷àåì ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ; êàê îáû÷íî, ∃ ! çàìåíÿåò âûðàæåíèå

¾ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî¿, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå

ýëåìåíòû êîòîðîãî ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî îáúåêòà x ÷åðåç {x} îáîçíà÷àåì ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé x; ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îáúåêòà

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìíîæåñòâî è, â ÷àñòíîñòè, ñåìåéñòâî.

×åðåç P(X) (÷åðåç P ′(X)) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì ìíîæåñòâà X;
÷åðåç Fin(X) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(X). Åñëè A è B � ìíîæå-

ñòâà, òî ÷åðåç BA
îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç A â B (òî åñòü

îòîáðàæåíèé f : A → B); åñëè ê òîìó æå C ∈ P(A), òî f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) åñòü

îáðàç C; f1(C) 6= ∅ ïðè C 6= ∅. Äëÿ âñÿêèõ ìíîæåñòâ A è B îòîáðàæåíèÿ f ∈ B
A
è (íåïóñòîãî)
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ñåìåéñòâà A ∈ P ′
(

P(A)
)

f1[A]
△
=
{

f1(A) : A ∈ A
}

∈ P ′
(

P(B)
)

ðàññìàòðèâàåì êàê îáðàç ñåìåéñòâà A.

×åðåç R îáîçíà÷àåì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, N
△
= {1; 2; . . .} è 1, n

△
= {k ∈ N | k 6 n} ∀n ∈ N.

Ïîëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòû N (íàòóðàëüíûå ÷èñëà) íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè, èñïîëüçóåì äëÿ

âñÿêèõ ìíîæåñòâà Y è ÷èñëà n ∈ N ¾îáû÷íîå¿ ñîãëàøåíèå Y n △
= Y 1,n, ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâî âñåõ

êîðòåæåé â Y ¾äëèíû¿ n. Èñïîëüçóåì èíäåêñíóþ �îðìó çàïèñè îòîáðàæåíèé è, â ÷àñòíîñòè,

êîðòåæåé.

Ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà. Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî è äâóõ ïîñëåäóþùèõ ïóíêòîâ �èêñèðó-

åì íåïóñòîå ìíîæåñòâî I, ïîëó÷àÿ â âèäå P ′
(

P(I)
)

ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäñåìåéñòâ P(I)
è ïîëàãàÿ

π[I]
△
=
{

I ∈ P ′
(

P(I)
)

| (∅ ∈ I)& (I ∈ I)& (A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)
}

(1.1)

(ââåäåíî ñåìåéñòâî âñåõ π-ñèñòåì [8, . 14℄ ï/ì I ñ ¾íóëåì¿ è ¾åäèíèöåé¿). Â âèäå ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ π-ñèñòåì èç ñåìåéñòâà (1.1) èìååì àëãåáðû ï/ì I è òîïîëîãèè íà I:

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I] | I \A ∈ A ∀A ∈ A}, (top)[I]

△
=

{

τ ∈ π[I] |
⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)

}

;

ïðè A ∈ (alg)[I] (ïðè τ ∈ (top)[I]) â âèäå (I,A) (â âèäå (I, τ)) èìååì ÈÏ ñ àëãåáðîé ìíîæåñòâ

(ÒÏ). Åñëè J ∈ π[I], A ∈ P(I) è n ∈ N, òî ÷åðåç ∆n(A,J ) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé

(Jk)k∈1,n ∈ J n
òàêèõ, ÷òî: 1) A åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Jk, k ∈ 1, n; 2) Jp∩Jq = ∅ ∀ p ∈

∈ 1, n ∀ q ∈ 1, n \ {p}. Òîãäà

Π[I]
△
= {I ∈ π[I] | ∀ J ∈ I ∃n ∈ N : ∆n(I \ J,I) 6= ∅}

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ ïîëóàëãåáð ï/ì I; ïðè J ∈ Π[I] â âèäå (I,J ) èìååì ÈÏ ñ ïîëóàëãåáðîé

ìíîæåñòâ, a0I(J )
△
= {A ∈ P(I) | ∃m ∈ N : ∆m(A,J ) 6= ∅} ∈ (alg)[I] åñòü àëãåáðà ï/ì I,

ïîðîæäåííàÿ ïîëóàëãåáðîé J . Íàêîíåö,

π̃0[I]
△
= {I ∈ π[I] | ∀ J ∈ I ∀x ∈ I \ J ∃X ∈ I : (x ∈ X)& (J ∩X = ∅)}

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ îòäåëèìûõ π-ñèñòåì ï/ì I. Èìååì öåïî÷êó âëîæåíèé

(alg)[I] ⊂ Π[I] ⊂ π̃0[I] ⊂ π[I] ⊂ P ′
(

P(I)
)

. (1.2)

Ôèëüòðû è áàçû �èëüòðîâ. ×åðåç β[I] (÷åðåç β0[I]) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ B ∈
∈ P ′

(

P(I)
)

(âñåõ B ∈ P ′
(

P ′(I)
)

), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2;

òåì ñàìûì ââåäåíû íàïðàâëåííûå ñåìåéñòâà è ñðåäè íèõ (èìååì β0[I] ⊂ β[I]) ÁÔ, ñîñòàâëÿþ-
ùèå ñåìåéñòâî β0[I]. Â âèäå

F[I]
△
= {F ∈ P ′

(

P ′(I)
)

| (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&

& (∀F ∈ F ∀H ∈ P(I) (F ⊂ H) ⇒ (H ∈ F))} (1.3)

èìååì ñåìåéñòâî âñåõ �èëüòðîâ ìíîæåñòâà I, à â âèäå

Fu[I]
△
= {U ∈ F[I] | ∀ F ∈ F[I] (U ⊂ F) ⇒ (U = F)} ∈ P ′(F[I]) (1.4)
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ìíîæåñòâî âñåõ ó/� I. Kîíå÷íî, ïðè B ∈ β0[I] ñåìåéñòâî

(I − fi)[B]
△
= {F ∈ P(I) | ∃B ∈ B : B ⊂ F} ∈ F[I] (1.5)

åñòü �èëüòð, ïîðîæäåííûé áàçîé B. Îòìåòèì î÷åâèäíóþ öåïî÷êó âëîæåíèé

Fu[I] ⊂ F[I] ⊂ β0[I] ⊂ β[I]. (1.6)

Íàêîíåö, òî÷êè I îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ òðèâèàëüíûìè ó/�:

(I − ult)[x]
△
= {F ∈ P(I) | x ∈ F} ∈ Fu[I] ∀x ∈ I. (1.7)

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè, 1. Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ïóíêòà �èêñèðóåì τ ∈ (top)[I]. Èòàê,

(I, τ) åñòü ÒÏ. Åñëè x ∈ I, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ | x ∈ G} ∈ β0[I] è ñîãëàñíî (1.5)

Nτ (x)
△
= (I − fi)[N0

τ (x)] ∈ F[I] åñòü �èëüòð îêðåñòíîñòåé [15, ãë. I℄ òî÷êè x; êðîìå òîãî,

(x− bas)[τ ]
△
= {B ∈ P

(

Nτ (x)
)

| ∀A ∈ Nτ (x) ∃B ∈ B : B ⊂ A}

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ áàç (I, τ) â òî÷êå x, ïðè÷åì (x−bas)[τ ] ⊂ β0[I] (ëîêàëüíûå áàçû
ÿâëÿþòñÿ ÁÔ). Åñëè A ∈ P(I), òî cl(A, τ) åñòü def çàìûêàíèå [15, 16℄ ìíîæåñòâà A â ÒÏ (I, τ);

ÿñíî, ÷òî cl(A, τ) ∈ CI [τ ], ãäå CI [τ ]
△
= {I \ G : G ∈ τ} åñòü ñåìåéñòâî âñåõ ï/ì I, çàìêíóòûõ

â (I, τ). Åñëè B ∈ β0[I] è x ∈ I, òî [15, ãë. I℄

(

B
τ
⇒x

)

def
⇐⇒

(

Nτ (x) ⊂ (I − fi)[B]
)

. (1.8)

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè, 2. Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

(D − top)[I]
△
= {τ ∈ (top)[I] | ∀x1 ∈ I ∀x2 ∈ I \ {x1} ∃H ∈ Nτ (x1) : x2 /∈ H},

(top)0[I]
△
= {τ ∈ (top)[I] | ∀x1 ∈ I ∀x2 ∈ I \ {x1} ∃H1 ∈ Nτ (x1) ∃H2 ∈ Nτ (x2) : H1 ∩H2 = ∅},

(r− top)[I]
△
= {τ ∈ (top)[I] | Nτ (x) ∩CI [τ ] ∈ (x− bas)[τ ] ∀x ∈ I},

(top)[I]
△
= (D − top)[I] ∩ (r− top)[I] = (top)0[I] ∩ (r− top)[I],

(c− top)[I]
△
=

{

τ ∈ (top)[I] | ∀ G ∈ P ′(τ)

(

I =
⋃

G∈G

G

)

⇒

(

∃K ∈ Fin(G) : I =
⋃

G∈K

G

)}

,

(c− top)0[I]
△
= (c− top)[I] ∩ (top)0[I].

Ïðè âûøåóïîìÿíóòîì ïåðå÷èñëåíèè, ñâÿçàííîì, â ÷àñòíîñòè, ñ àêñèîìàìè îòäåëèìîñòè, ñëå-

äóåì [16, ãë. 4℄, âûäåëÿÿ ñíà÷àëà T1- è T2-ïðîñòðàíñòâà, çàòåì ðåãóëÿðíûå ÒÏ è, íàêîíåö,

T3-ïðîñòðàíñòâà; çàòåì õàðàêòåðèçóþòñÿ êîìïàêòíûå ÒÏ è, â çàêëþ÷åíèå, � êîìïàêòû (êîì-

ïàêòíûå T2-ïðîñòðàíñòâà).
Ýëåìåíòû òîïîëîãèè, 3. Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ïóíêòà �èêñèðóåì íåïóñòûå ìíîæå-

ñòâà X è Y, à òàêæå òîïîëîãèè τ1 ∈ (top)[X] è τ2 ∈ (top)[Y ]. Â âèäå C(X, τ1, Y, τ2)
△
= {f ∈

∈ Y X | f−1(G) ∈ τ1 ∀G ∈ τ2} èìååì ìíîæåñòâî âñåõ (τ1, τ2)-íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç Y X .
Îòìåòèì, ÷òî [16, ãë. 3℄

C(X, τ1, Y, τ2) = {f ∈ Y X | f1
(

cl(A, τ1)
)

⊂ cl
(

f1(A), τ2
)

∀A ∈ P(X)}. (1.9)
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� 2. Ôèëüòðû π-ñèñòåì

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî I è π-ñèñòåìó I ∈ π[I]. Â âèäå

F
∗(I)

△
=
{

F ∈ P ′(I) | (∅ /∈ F)& (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&

&
(

∀F ∈ F ∀ J ∈ I (F ⊂ J) ⇒ (J ∈ F)
)}

(2.1)

èìååì ìíîæåñòâî âñåõ �èëüòðîâ ÈÏ (I,I); ðàçóìååòñÿ, ñàì òåðìèí ÈÏ ïîíèìàåòñÿ çäåñü è äà-

ëåå ðàñøèðèòåëüíî (ñì. (1.2)). Òîãäà [9, (5.8)℄

F
∗
0(I)

△
= {U ∈ F

∗(I) | ∀ F ∈ F
∗(I) (U ⊂ F) ⇒ (U = F)} =

= {U ∈ F
∗(I) | ∀L ∈ I (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) ⇒ (L ∈ U)} (2.2)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ó/� (I,I). Çàìåòèì, ÷òî F
∗
0,t(I)

△
= {(I − ult)[x] ∩ I : x ∈ I} ∈ P ′

(

F
∗(I)

)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òðèâèàëüíûõ �èëüòðîâ ÈÏ (I,I). Ïðè ýòîì

F
∗
0,f (I)

△
= {U ∈ F

∗
0(I) |

⋂

L∈U

L = ∅} = F
∗
0(I) \ F

∗
0,t(I), (2.3)

åñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ ó/� (I,I). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ñì. (2.2)) ∀L ∈ I

ΦI(L)
△
= {U ∈ F

∗
0(I) | L ∈ U} = {U ∈ F

∗
0(L) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U}. (2.4)

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî

F
∗
0(I|J )

△
= {U ∈ F

∗
0(I) | J ⊂ U} ∀J ∈ P ′(I).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè S ∈ P ′(I) F
∗
0(I | S) åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ ΦI(S), S ∈ S.

Â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ (2.4) îïðåäåëÿåòñÿ π-ñèñòåìà ìíîæåñòâà F
∗
0(I):

(UF)[I;I]
△
= {ΦI(J) : J ∈ I} ∈ π[F∗

0(I)]. (2.5)

Â ÷àñòíîñòè, ñåìåéñòâî (2.5) åñòü áàçà òîïîëîãèè (íåïóñòîãî) ìíîæåñòâà F
∗
0(I); ýòà òîïîëîãèÿ

T∗
I [I] ∈ (top)0[F

∗
0(I)] èìååò âèä

T∗
I [I] = {G ∈ P

(

F
∗
0(I)

)

| ∀ U ∈ G ∃ U ∈ U : ΦI(U) ⊂ G}

è ïðåâðàùàåò F
∗
0(I) â T2-ïðîñòðàíñòâî (åñëè I ∈ (alg)[I], òî T∗

I [I] ∈ (c−top)0[F
∗
0(I)] ïðåâðàùàåò

F
∗
0(I) â êîìïàêò Ñòîóíà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ΦI(J) 6= ∅ ∀ J ∈ I \ {∅}.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè I = P(I), òî I ∈ (alg)[I], F
∗(I) = F[I], F

∗
0(I) = Fu[I], F

∗
0,t(I) = {(I −

−ult)[x] : x ∈ I} è F
∗
0,f (I) =

{

U ∈ Fu[I] |
⋂

L∈U

L = ∅

}

. �

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå I ∈ π[I], êàê ëåãêî âèäåòü, F ∩ I ∈ F
∗(I) ∀F ∈ F[I].

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé F = (I− fi)[B], ãäå B ∈ β0[I], ïîëó÷àÿ, ÷òî

(I− fi)[B] ∩ I = {J ∈ I | ∃B ∈ B : B ⊂ J} ∈ F
∗(I). (2.6)

Âïðî÷åì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â (2.6) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òåì âàðèàíòîì, êîãäà B ⊂ I. Ñ ó÷åòîì

ýòîãî ââåäåì β0
I
[I]

△
= {B ∈ β0[I] | B ⊂ I}, ïîëó÷àÿ, ÷òî

(I− fi)[B| I]
△
= (I− fi)[B] ∩ I ∈ F

∗(I) ∀B ∈ β0I (I) (2.7)
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(÷àñòíûé ñëó÷àé (2.6)). Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî

β00I [I]
△
= {B ∈ β0I [I] | (I− fi)[B|I] ∈ F

∗
0(I)} =

= {B ∈ β0I [I] | ∀ J ∈ I (J ∩B 6= ∅ ∀B ∈ B) ⇒ (∃B ∈ B : B ⊂ J)} (2.8)

(â ñâÿçè ñ (2.8) îòìåòèì ñâîéñòâî, óïîìÿíóòîå â (2.2)), ïðè÷åì

F
∗
0(I) ⊂ β00I [I] ⊂ β0I [I] ⊂ β0[I]. (2.9)

Èòàê, ó/� ÈÏ (I,I) ÿâëÿþòñÿ ÁÔ â ñìûñëå ðàçäåëà 1. Îòìåòèì òàêæå ïîëåçíîå ñâîéñòâî: åñëè

J1 ∈ I è J2 ∈ I, òî
(J1 ∩ J2 = ∅) ⇒

(

ΦI(J1) ∩ΦI(J2) = ∅
)

.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, à òàêæå (2.4) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

ΦI(L) ∈ T∗
I [I] ∩CF∗

0
(I)

[

T∗
I [I]
]

∀L ∈ I. (2.10)

Ïîýòîìó

(

F
∗
0(I),T

∗
I [I]

)

åñòü íóëüìåðíîå ÒÏ. Åñëè U ∈ F
∗
0(I), òî

{ΦI(U) : U ∈ U} ∈ (U − bas)
[

T∗
I [I]
]

. (2.11)

� 3. Îòäåëèìûå π-ñèñòåìû è ñâîéñòâà ïëîòíîñòè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî I è (îòäåëèìóþ) π-ñèñòåìó I ∈ π̃0[I],
ïîëó÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, ÈÏ (I,I) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Â ýòîì ñëó÷àå (è òîëüêî â ýòîì)

(

(I,I)−

−ult
)

[x]
△
= (I− ult)[x] ∩ I ∈ F

∗
0(I) ∀x ∈ I. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëÿåì îïåðàòîð

(

(I,I)− ult
)

[·]
â âèäå

x 7→
(

(I,I)− ult
)

[x] : I → F
∗
0(I) (3.1)

(îïåðàòîð (3.1) èñïîëüçóåòñÿ íèæå òîëüêî â ñëó÷àå I ∈ π̃0[I], õîòÿ ïîäîáíûé îïåðàòîð ñî

çíà÷åíèÿìè â F
∗(I) ìîæíî áûëî áû ââåñòè è â îáùåì ñëó÷àå π-ñèñòåìû I). Çàìåòèì, ÷òî

F
∗
0,t(I) =

(

(I,I)− ult
)

[·]1(I) (ìíîæåñòâî-îáðàç).
Ñåé÷àñ, íåñêîëüêî îáîáùàÿ (2.4), ïîëàãàåì, ÷òî

F∗
0[I | A]

△
= {U ∈ F

∗
0(I) | A ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∀A ∈ P(I). (3.2)

�àçóìååòñÿ, èç (2.4) è (3.2) ñëåäóåò, ÷òî

ΦI(L) = F∗
0[I|L] ∀L ∈ I.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè A ∈ P(I), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F∗
0[I | A] = cl

(

(

(I,I)− ult
)

[·]1(A),T∗
I [I]
)

. (3.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (3.3). Ñðàâíèì

ìíîæåñòâà F∗
0[I | A] è Ω.

ÏóñòüW ∈ F∗
0[I|A], òî åñòüW ∈ F

∗
0(I) è ïðè ýòîì A∩U 6= ∅ ∀U ∈ W. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

W ∈ W, ïîëó÷àÿ, ÷òî A ∩W 6= ∅. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíî w ∈ A ∩W ; òîãäà,
ïîñêîëüêó w ∈ A,

(

(I,I)− ult
)

[w] ∈
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A)

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,W ∈
(

(I,I)−ult
)

[w], òàê êàê, â ÷àñòíîñòè,W ∈ I.Êàê ñëåäñòâèå (ñì. (2.4)),
(

(I,I)− ult
)

[w] ∈ ΦI(W ). Ïîëó÷èëè ñâîéñòâî

ΦI(W ) ∩
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A) 6= ∅.
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Ïîñêîëüêó âûáîð W áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

ΦI(U) ∩
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A) 6= ∅ ∀U ∈ W.

Ñ ó÷åòîì (2.11) èìååì ñâîéñòâî W ∈ Ω, ÷åì çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ

F∗
0[I | A] ⊂ Ω. (3.4)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî U ∈ Ω. Òîãäà U ∈ F
∗
0(I) è ñîãëàñíî (2.11) {ΦI(U) : U ∈ U} ∈

∈ (U − bas)
[

T∗
I [I]
]

. Ñëåäîâàòåëüíî (ïî îïðåäåëåíèþ Ω),

ΦI(U) ∩
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A) 6= ∅ ∀U ∈ U.

Ïóñòü V ∈ U. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, V ∈ I è ΦI(V ) ∩
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A) 6= ∅. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âû-

áåðåì ó/� V ∈ ΦI(V ) ∩
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A). Òîãäà V ∈ V è, êðîìå òîãî, V ∈
(

(I,I)− ult
)

[·]1(A).
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V =

(

(I,I) − ult
)

[a]
(ñì. îïðåäåëåíèå (3.1)). Ïîëó÷èëè, ÷òî

(

(I,I)− ult
)

[a] ∈ ΦI(V ) è V ∈
(

(I,I)− ult
)

[a], ÷òî îçíà-
÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ a ∈ V. Ïîëó÷èëè ñâîéñòâî A∩V 6= ∅. Ïîñêîëüêó
âûáîð V áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî A ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U. Ñ ó÷åòîì (3.2) ïîëó÷à-

åì âêëþ÷åíèå U ∈ F∗
0[I | A]. Èòàê, Ω ⊂ F∗

0[I | A], îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

F∗
0[I | A] = Ω. �

Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ îòìåòèì, ÷òî

ΦI(J) = cl
(

((I,I)− ult) [·]1(J),T∗
I [I]
)

∀ J ∈ I. (3.5)

Â ÷àñòíîñòè, èç (3.5) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

F
∗
0(I) = ΦI(I) = cl

(

F
∗
0,t(I),T

∗
I [I]
)

. (3.6)

Â [10℄ óêàçàíû íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà ÒÏ (F∗
0(I),T

∗
I [I]). Ñâîéñòâî, óñòàíîâëåííîå â ïðåä-

ëîæåíèè 1, ðàíåå �îðìóëèðîâàëîñü â ìåíåå îáùåì ñëó÷àå (ñì., íàïðèìåð, [17℄).

� 4. Ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå óëüòðà�èëüòðîâ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â îòíîøåíèè ÈÏ (I,I) ñëåäóåì ñîãëàøåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà

(I 6= ∅,I ∈ π̃0[I]). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå èëè èíûå ñåìåéñòâà J ∈ P ′
(

P(I)
)

â êà÷åñòâå îãðà-

íè÷åíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà; â êà÷åñòâå öåëåâîãî îòîáðàæåíèÿ çäåñü áóäåì èñïîëüçî-

âàòü îïåðàòîð (3.1). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè â ÒÏ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

âûøåóïîìÿíóòîãî òèïà ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü âñïîìîãàòåëüíîå ÌÏ, âûäåëÿÿ ýòîò ýòàï â ñà-

ìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó. Îäíàêî ñíà÷àëà ïðèâåäåì ñëåäóþùåå âåñüìà îáùåå

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü E è H � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, τ ∈ (top)[H], s ∈ HE
è E ∈ P ′

(

P(E)
)

.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

F0
u[E| E ]

△
= {U ∈ Fu[E]| E ⊂ U} (4.1)

(ñåìåéñòâî âñåõ ó/� E, äîïóñòèìûõ îòíîñèòåëüíî E). Íàïîìíèì, ÷òî s1[B] ∈ β0[H] ïðè B ∈
∈ β0[E]; â ÷àñòíîñòè, s1[U ] ∈ β0[H] ïðè U ∈ Fu[E] (ñì. (1.6)). Ïîýòîìó ïðè h ∈ H îïðåäåëåíî

ñâîéñòâî s1[U ]
τ
⇒h, êîòîðîå, êîíå÷íî, ìîæåò èìåòü èëè íå èìåòü ìåñòà ïðè êîíêðåòíîì âûáîðå

U è h. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ [9, 10℄

(as)[E;H; τ ; s; E ]
△
=
{

h ∈ H | ∃ U ∈ F0
u[E| E ] : s1[U ]

τ
⇒h

}

(4.2)

åñòü ÌÏ íà çíà÷åíèÿõ h, îòâå÷àþùåå ¾îãðàíè÷åíèÿì¿ â âèäå E . Îòìåòèì, ÷òî ïðè E ∈ β[E]

(as)[E;H; τ ; s; E ] =
⋂

Σ∈E

cl
(

s1(Σ), τ
)

(4.3)
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(ñì. [9, (3.7)℄). Çäåñü æå çàìåòèì, ÷òî â [9, . 119℄ ïðèâåäåíî ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ (4.2) â òåðìèíàõ

ñõîäèìîñòè ïî Ìîðó�Ñìèòó è, ñòàëî áûòü, èñïîëüçóþùåå íå �èëüòðû, à íàïðàâëåííîñòè. Â ýòîé

ñâÿçè ñîâñåì êðàòêî íàïîìíèì äàííîå ïðåäñòàâëåíèå, ïðèäåðæèâàÿñü îáîçíà÷åíèé [9℄.

Íàïðàâëåííîñòüþ â ìíîæåñòâå S íàçûâàåì âñÿêèé òðèïëåò (D,�, f), ãäå (D,�) åñòü íåïó-
ñòîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî (ñì. [16, ãë. 2℄) è f ∈ S

D; ïðè ýòîì äëÿ d1 ∈ D è d2 ∈ D èìååì

(d1 � d2)
def
⇐⇒

(

(d1, d2) ∈�
)

(íàïîìíèì, ÷òî �∈ P ′(D × D)). Ñîïîñòàâëÿåì íàïðàâëåííîñòè

(D,�, f) â (íåïóñòîì) ìíîæåñòâå S àññîöèèðîâàííûé �èëüòð

(S− ass)[D;�; f ]
△
= {M ∈ P(S)| ∃ d1 ∈ D ∀ d2 ∈ D (d1 � d2) ⇒

(

f(d2) ∈M
)

} ∈ F[S];

åñëè ê òîìó æå t ∈ (top)[S] è x ∈ S, òî

(

(D,�, f)
t
→x

)

def
⇐⇒

(

(E − ass)[D;�; f ]
t
⇒x

)

.

Òîãäà, âîçâðàùàÿñü ê ðàññìàòðèâàåìîìó â äàííîì çàìå÷àíèè ÌÏ, èìååì [9, îïðåäåëåíèå 3.1℄,

÷òî (as)[E;H; τ ; s; E ] åñòü ìíîæåñòâî âñåõ h ∈ H, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

íàïðàâëåííîñòü (D,�, f) â E, ÷òî E ⊂ (E − ass)[D;�; f ] è

(D,�, s ◦ f)
τ

−→ h.

Íàêîíåö, â [11℄ óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ÌÏ (4.2) ðåàëèçóåòñÿ

â êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â E, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîäõîäó Äæ. Âàðãè (ñì. [1, ãë. III℄). �

�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé âàðèàíò ÌÏ: (as)[I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)−ult
)

[·];J ], ãäå J ∈P ′(I).

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè J ∈ P ′(I), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(as)[I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)− ult
)

[·];J ] = F
∗
0(I|J ). (4.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ â êëàññå íàïðàâëåííî-

ñòåé, ïðèâåäåííîå â çàìå÷àíèè 2.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî U ∈ (as)[I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I) − ult
)

[·];J ]. Òîãäà U ∈ F
∗
0(I) è äëÿ

íåêîòîðîé íàïðàâëåííîñòè (D,�, l) â I èìååò ìåñòî

(

J ⊂ (I − ass)[D;�; l]
)

&

(

(

D,�,
(

(I,I)− ult
)

[·] ◦ l
)

T
∗

I
[I]

−→ U

)

(4.5)

(çäåñü (D,�) � íåïóñòîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, l ∈ ID). Ïóñòü Σ ∈ J . Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî

ïîëîæåíèÿ â (4.5) ïîäáåðåì d1 ∈ D òàêîå, ÷òî ∀ d ∈ D

(d1 � d) =⇒
(

l(d) ∈ Σ
)

. (4.6)

Ïðè ýòîì Σ ∈ I ïî âûáîðó J è ñîãëàñíî (4.6) äëÿ d ∈ D ñî ñâîéñòâîì d1 � d èìååì Σ ∈
∈
(

(I,I)− ult
)

[l(d)], à ïîòîìó (ñì. (2.4))

(

(I,I)− ult
)

[l(d)] ∈ ΦI(Σ). (4.7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè S ∈ NT∗

I
[I](U) ñîãëàñíî âòîðîìó ïîëîæåíèþ â (4.5) èìååì äëÿ íåêîòî-

ðîãî d2 ∈ D òîò �àêò, ÷òî

(

(I,I) − ult
)

[l(d)] ∈ S ïðè d ∈ D,d2 � d. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

íàïðàâëåíèÿ [16, ãë. 2℄, ìîæíî óêàçàòü d ∈ D, äëÿ êîòîðîãî d1 � d è d2 � d. Â ÷àñòíîñòè,

ñ ó÷åòîì (4.7) èìååì, ÷òî

(

(I,I)− ult
)

[l(d)] ∈ ΦI(Σ) ∩ S.

Ïîñêîëüêó âûáîð S áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

ΦI(Σ) ∩H 6= ∅ ∀H ∈ NT∗

I
[I](U).



Íåêîòîðûå ñâîéñòâà óëüòðà�èëüòðîâ, ñâÿçàííûå ñ êîíñòðóêöèÿìè ðàñøèðåíèé 95

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 1

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî U ∈ cl
(

ΦI(Σ),T
∗
I [I]
)

è (ñ ó÷åòîì (2.10)) U ∈ ΦI(Σ), à ïîòîìó Σ ∈ U . Ïîñêîëü-
êó âûáîð Σ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî J ⊂ U . Ñëåäîâàòåëüíî, U ∈ F

∗
0(I|J ). Èòàê,

óñòàíîâëåíî âëîæåíèå

(as)
[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)− ult
)

[·];J
]

⊂ F
∗
0(I|J ). (4.8)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî U ∈ F
∗
0(I|J ). Òîãäà U ∈ F

∗
0(I) è ïðè ýòîì J ⊂ U. Ñ ó÷åòîì (3.6) ïîäáåðåì

íàïðàâëåííîñòü (D,⊑, ψ) â I, äëÿ êîòîðîé

(

D,⊑,
(

(I,I)− ult
)

[·] ◦ ψ
)

T∗

I
[I]

−→ U. (4.9)

Ïóñòü Ω ∈ J . Òîãäà, êàê ñëåäñòâèå, Ω ∈ U è

ΦI(Ω) ∈ NT∗

I
[I](U).

Ñ ó÷åòîì (4.9) ïîäáåðåì d∗ ∈ D òàêîå, ÷òî ∀ d ∈ D

(d∗ ⊑ d) ⇒
(

(

(I,I)− ult
)

[ψ(d)] ∈ ΦI(Ω)
)

.

Èòàê, äëÿ δ ∈ D ñî ñâîéñòâîì d∗ ⊑ δ èìååì, ÷òî Ω ∈
(

(I,I)− ult
)

[ψ(δ)] è, ñòàëî áûòü, ψ(δ) ∈ Ω.
Ïîëó÷èëè, ÷òî ∃ d1 ∈ D ∀ d2 ∈ D

(d1 ⊑ d2) =⇒
(

ψ(d2) ∈ Ω
)

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ω ∈ (I− ass)[D;⊑;ψ]. Èòàê, óñòàíîâëåíî âëîæåíèå

J ⊂ (I− ass)[D;⊑;ψ].

Ñ ó÷åòîì (4.9) ïîëó÷àåì (ñì. çàìå÷àíèå 2), ÷òî U ∈ (as)
[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)−ult
)

[·];J
]

. Êîëü
ñêîðî âûáîð U áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî âëîæåíèå

F
∗
0(I|J ) ⊂ (as)

[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)− ult
)

[·];J
]

,

÷åì â ñèëó (4.8) çàâåðøàåòñÿ îáîñíîâàíèå ðàâåíñòâà (4.4). �

Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2 (ñëåäóåò ó÷åñòü ïîëîæåíèÿ [9, . 119℄)

èìååì

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè B ∈ β[I], òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(as)
[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)− ult
)

[·];B
]

=
⋂

B∈B

F∗
0[I|B].

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì êîìáèíàöèåé ïðåäëîæåíèÿ 1 è ïðåäñòàâëåíèÿ (4.3).

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü òåïåðü J ∈ P ′
(

P(I)
)

. Îïðåäåëèì B óñëîâèåì

B
△
=

{

⋂

J∈K

J : K ∈ Fin(J )

}

; (4.10)

òîãäà B ∈ β[I] è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû [9, (3.6)℄, èìååì ðàâåí-

ñòâî

(as)
[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)− ult
)

[·];J
]

= (as)
[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)− ult
)

[·];B
]

.

Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò î÷åâèäíàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(as)
[

I;F∗
0(I);T

∗
I [I];

(

(I,I)−ult
)

[·];J
]

=
⋂

B∈B

F∗
0[I|B] = {U ∈ F

∗
0(I)|B∩U 6= ∅ ∀B ∈ B ∀U ∈ U},

(4.11)

ãäå B îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì (4.10). Â (4.11) ïðèâåäåíî åñòåñòâåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåä-

ëîæåíèÿ 3 íà ñëó÷àé, êîãäà J ∈ P ′
(

P(I)
)

¾çàìåíÿåò¿ (â äàííîì ïðåäëîæåíèè) B. Èòîãîì ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ â íóëüìåðíîì T2-ïðîñòðàíñòâå
(

F
∗
0(I),T

∗
I [I]
)

. �
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� 5. Îáîáùåííûå ïðåäåëû

Â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî E â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé, íåïó-

ñòîå ìíîæåñòâî H, ýëåìåíòû êîòîðîãî èãðàþò ðîëü ñîñòîÿíèé, êîòîðûå æåëàòåëüíî äîñòèãàòü

ïîñðåäñòâîì îáû÷íûõ ðåøåíèé íà çíà÷åíèÿõ òîãî èëè èíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ HE, èìåíóåìîãî
öåëåâûì, à òàêæå òîïîëîãèþ τ ∈ (top)0[H]. Ïðè óïîìÿíóòûõ ñîãëàøåíèÿõ ðåàëèçóþòñÿ ÌÏ

(as)[E;H; τ ; f ; E ], E ∈ P ′
(

P(E)
)

.
Ôèêñèðóåì, êðîìå òîãî, π-ñèñòåìó L ∈ π[E]. Òîãäà F

∗
0(L) ⊂ β0[E], à ïîòîìó f1[U ] ∈

∈ β0[H] ∀U ∈ F
∗
0(L). Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëÿåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî

Flim[E;L;H; τ ]
△
=
{

f ∈ HE | ∀ U ∈ F
∗
0(L) ∃h ∈ H : f1[U ]

τ
⇒ h

}

=

=
{

f ∈ HE | ∀ U ∈ F
∗
0(L) ∃ !h ∈ H : f1[U ]

τ
⇒ h

}

(5.1)

(âñå �óíêöèè-êîíñòàíòû, äåéñòâóþùèå èç E âH, ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå (5.1)). Ñ ó÷åòîì (5.1)

êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå [11, 12℄: åñëè f ∈ Flim[E;L;H; τ ], òî ϕlim[f ] ∈ HF∗

0
(L)

óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì

f1[U ]
τ
⇒ϕlim[f ](U) ∀U ∈ F

∗
0(L). (5.2)

Ïîëåçíî îòìåòèòü â ñâÿçè ñ (5.2), ÷òî ïðè f ∈ Flim[E;L;H; τ ] è S ∈ P
(

F
∗
0(L)

)

ϕlim[f ]
1(S) = {h ∈ H | ∃ U ∈ S : f1[U ]

τ
⇒h}. (5.3)

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ [11, 12℄. Òàê, â ÷àñòíîñòè,

ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0(L| E)

)

⊂ (as)[E;H; τ ; f ; E ] ∀ f ∈ Flim[E;L;H; τ ] ∀ E ∈ P ′(L). (5.4)

Ïðè ïðîâåðêå (5.4) èñïîëüçóåòñÿ òîò âåñüìà î÷åâèäíûé �àêò, ÷òî

ϕlim[f ](U) ∈ (as)[E;H; τ ; f ;U ] ∀ f ∈ Flim[E;L;H; τ ] ∀U ∈ F
∗
0(L).

Â (5.4) ìû ïîëó÷àåì îöåíêó îñíîâíîãî ÌÏ â òåðìèíàõ âñïîìîãàòåëüíîãî (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.1).

Êðîìå òîãî [11, 12℄, èìååì, ÷òî

(τ ∈ (top)[H]) ⇒
(

ϕlim[f ] ∈ C
(

F
∗
0(L),T

∗
L[E],H, τ

)

∀ f ∈ Flim[E;L;H; τ ]
)

. (5.5)

Íàïîìíèì òàêæå (ñì. [11, 12℄), ÷òî ïðè L ∈ π̃0[E] îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

(

(E,L) − ult
)

[·] ∈
∈ F

∗
0(L)

E
è, áîëåå òîãî,

f = ϕlim[f ] ◦
(

(E,L)− ult
)

[·] ∀ f ∈ Flim[E;L;H; τ ]. (5.6)

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè L ∈ π̃0[E], τ ∈ (top)[H], f ∈ Flim[E;L;H; τ ] è E ∈ β[E], òî

ϕlim[f ]
1

(

⋂

Σ∈E

F∗
0[L|Σ]

)

⊂ (as)[E;H; τ ; f ; E ].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷òåì (5.5), (5.6) è ïðåäëîæåíèå 3.3.1 ìîíîãðà�èè [13℄. Òîãäà [13,

(3.2.8), (3.3.1)℄

ϕlim[f ]
1
(

(as)[E;F∗
0(L);T

∗
L[E];

(

(E,L)− ult
)

[·]; E ]
)

⊂ (as)[E;H; τ ; f ; E ],

ãäå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3,

(as)[E;F∗
0(L);T

∗
L[E];

(

(E,L)−ult
)

[·]; E ] =
⋂

Σ∈E

F∗
0[L|Σ]. �
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Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè L ∈ π̃0[E], τ ∈ (top)[H] è f ∈ Flim[E;L;H; τ ], òî

f1(E) ⊂ ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0(L)

)

⊂ cl
(

f1(E), τ
)

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (3.1) è (5.6) èìååì, ÷òî

f(x) = ϕlim[f ] (((E,L)− ult) [x]) ∈ ϕlim[f ]
1 (F∗

0(L)) ∀x ∈ E.

Ïîýòîìó f1(E) ⊂ ϕlim[f ]
1 (F∗

0(L)) . Ó÷òåì òåïåðü (1.9) è (3.6); â ñèëó (5.5) è (5.6)

ϕlim[f ]
1 (F∗

0(L)) = ϕlim[f ]
1
(

cl
(

F
∗
0,t(L),T

∗
L[E]

))

⊂ cl
(

ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0,t(L)

)

, τ
)

=

= cl
(

ϕlim[f ]
1
(

((E,L)− ult) [·]1(E)
)

, τ
)

= cl
(

(ϕlim[f ] ◦ ((E,L) − ult) [·])1 (E), τ
)

= cl
(

f1(E), τ
)

. �

� 6. Êîìïàêòè�èêàöèÿ è ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâ ïðèòÿæåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñîõðàíÿåì â îòíîøåíèè (E,L) è (H, τ) ïðåäïîëîæåíèÿ ðàçäåëà 5,

íî òðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû L ∈ π̃0[E] è τ ∈ (top)[H]. Ïîëàãàåì, íàêîíåö, â ïðåäåëàõ

íàñòîÿùåãî ðàçäåëà, ÷òî

T∗
L[E] ∈ (c− top)[F∗

0(L)]. (6.1)

Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå (6.1) âûïîëíåíî ïðè L ∈ Π[E] è, â ÷àñòíîñòè, ïðè L ∈ (alg)[E]. �

Ñ ó÷åòîì ïîëîæåíèé ðàçäåëà 2 èìååì èç (6.1), ÷òî T∗
L[E] ∈ (c− top)0[F

∗
0(L)] è, ñòàëî áûòü,

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

(

F
∗
0(L),T

∗
L[E]

)

(6.2)

åñòü íåïóñòîé êîìïàêò. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îáðàçîâ êîìïàêò-

íûõ ìíîæåñòâ (ñì., íàïðèìåð, [16, ãë. 5℄).

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè f ∈ Flim[E;L;H; τ ], òî ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0(L)

)

= cl
(

f1(E), τ
)

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (5.5) èìååì, ÷òî ϕlim[f ] ∈ C
(

F
∗
0(L),T

∗
L[E],H, τ

)

. Ïîñêîëü-
êó, â ÷àñòíîñòè, τ ∈ (top)0[H], òî (ñì. (6.1), [13, (2.8.6)℄) ϕlim[f ]

1
(

F
∗
0(L)

)

åñòü çàìêíóòîå â (H, τ)
ï/ì H, ïðè÷åì f1(E) ⊂ ϕlim[f ]

1
(

F
∗
0(L)) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5. Ïîëó÷àåì âëîæåíèå

cl
(

f1(E), τ
)

⊂ ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0(L)

)

,

îòêóäà, âíîâü èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 5, èçâëåêàåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Îòìåòèì, ÷òî ïðè f ∈ Flim[E;L;H; τ ] â ñèëó (5.5), (6.1) ìíîæåñòâî ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0(L)

)

êîìïàêòíî

â (H, τ).

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ Flim[E;L;H; τ ] è E ∈ β[E], òî

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = ϕlim[f ]
1

(

⋂

Σ∈E

F∗
0[L|Σ]

)

.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèè ïðåäëîæåíèÿ 3 è [14, ïðåäëîæå-

íèå 2.5.1℄; èñïîëüçóþòñÿ òàêæå (5.5), (5.6) è (6.1).

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè f ∈ Flim[E;L;H; τ ] è E ∈ P ′(L), òî

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = ϕlim[f ]
1
(

F
∗
0(L| E)

)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì [11, (4.1)℄ íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèåé ïðåäëîæå-

íèÿ 2, (5.5), (5.6), (6.1). Èç (5.3) è òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = ϕlim[f ]
1

(

⋂

Σ∈E

F∗
0[L|Σ]

)

=

{

h ∈ H| ∃ U ∈
⋂

Σ∈E

F∗
0[L|Σ] : f

1[U ]
τ
⇒h

}

∀ f ∈ Flim[E;L;H; τ ] ∀ E ∈ β[E]. (6.3)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (5.3) è ïðåäëîæåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = ϕlim[f ]
1 (F∗

0(L| E)) =
{

h ∈ H| ∃ U ∈ F
∗
0(L| E) : f

1[U ]
τ
⇒ h

}

∀ f ∈ Flim[E;L;H; τ ] ∀ E ∈ P ′(L). (6.4)

Â ñâÿçè ñ (6.3) çàìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ

E ∈ P ′
(

P(E)
)

íå ñîñòàâëÿåò òðóäà è îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè, ïîäîáíûìè ïðèâåäåííûì

â çàìå÷àíèè 3 (ñì., â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèþ íà îñíîâå (4.10)). Ïî ïîâîäó (6.4) îòìåòèì, ÷òî

â [11,12℄ (è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò) äàííîå ñâîéñòâî óñòàíàâëèâàëîñü ïðè óñëîâèè, ÷òî L ∈ Π[E];
íà ñàìîì æå äåëå â áîëåå îáùåì (�îðìàëüíî) ñëó÷àå L ∈ π̃0[E], ðàññìàòðèâàåìîì â íàñòîÿùåì

ðàçäåëå, ñóùåñòâåííî ëèøü ñâîéñòâî (6.1). Ïðè ýòîì (6.4) ìîæåò áûòü èçâëå÷åíî èç (6.3) ïðè

èñïîëüçîâàíèè ðàññóæäåíèé, ïîäîáíûõ ïðèâåäåííûì â çàìå÷àíèè 3. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëü-

çóåìûå â (6.3) è (6.4) ìíîæåñòâà ó/� ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèÿìè [1, ãë. III℄

êàê ìíîæåñòâà îáîáùåííûõ è ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé (àáñòðàêòíîé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè

â ÒÏ) îäíîâðåìåííî.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì âîïðîñå ïîäðîáíåå, îãðàíè÷èâàÿñü äëÿ ïðîñòîòû âàðèàíòîì (6.3)

è �èêñèðóÿ (íàïðàâëåííîå) ñåìåéñòâî E ∈ β[E]. Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 1 â âèäå ìíî-

æåñòâà

E
△
=
⋂

Σ∈E

F∗
0[L|Σ] (6.5)

èìååì çàìêíóòîå â êîìïàêòå (6.2) ï/ì F
∗
0(L), êîòîðîå, ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòîì â òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà (6.2). Åñëè f ∈ Flim[E;L;H; τ ], òî ϕlim[f ] åñòü (ñì. (5.5))
íåïðåðûâíàÿ ìîäè�èêàöèÿ f, ðàññìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå öåëåâîãî îòîáðàæåíèÿ, à ïî ñóòè

äåëà � åãî íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå. Òî÷êè E (6.5), ðàññìàòðèâàåìûå â êà÷åñòâå àðãóìåí-

òîâ ϕlim[f ], ÿâëÿþòñÿ (ïî ñìûñëó) îáîáùåííûìè ýëåìåíòàìè (ðåøåíèÿìè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

â (6.3) îòìå÷àåòñÿ è äðóãàÿ ðîëü ó/� U ∈ E, ñâÿçàííàÿ ñ îñóùåñòâëåíèåì àïïðîêñèìàòèâíîé ðå-

àëèçàöèè ýëåìåíòîâ H â âèäå îáîáùåííûõ ïðåäåëîâ ÁÔ f1[U ]. Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 3 èìååì

äëÿ òàêèõ ó/� �àêò ñîáëþäåíèÿ ¾àñèìïòîòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé¿ â âèäå ñåìåéñòâà E . Òàêèì
îáðàçîì, èìåÿ â âèäó àíàëîãèþ ñ [1, ãë. III℄, ìîæíî ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà (6.5) êàê

î ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿõ èëè ñâîåîáðàçíûõ àïïðîêñèìàòîðàõ äëÿ òî÷åê îñíîâíîãî ÌÏ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü t ∈ (D − top)[E] (èòàê, (E, t) åñòü T1-ïðîñòðàíñòâî). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè,
CE[t] ∈ π[E], ïðè÷åì {x} ∈ CE[t] (ñì. [16, . 85℄). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî CE[t] ∈ π̃0[E], òî åñòü

CE[t] � îòäåëèìàÿ π-ñèñòåìà.

Íàïîìíèì, ÷òî (H, τ) åñòü T3-ïðîñòðàíñòâî; â ÷àñòíîñòè, τ ∈ (r− top)[H], à ïîòîìó

Nτ (y) ∩CH[τ ] ∈ (y − bas)[τ ] ∀ y ∈ H.

Äîïóñòèì, êðîìå òîãî, ÷òî τ ∈ (c− top)[H]. Òîãäà

C(E, t,H, τ) ⊂ Flim[E;CE [t];H; τ ]. (6.6)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f ∈ C(E, t,H, τ). Ïóñòü y∗ ∈ H. Èìååì òîãäà ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: Nτ (y∗)∩
∩CH[τ ] ∈ (y∗ − bas)[τ ]. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì, ÷òî

f−1(S) ∈ CE[t] ∀S ∈ Nτ (y∗) ∩CH[τ ].
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Ïîñêîëüêó âûáîð y∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

f−1(S) ∈ CE[t] ∀ y ∈ H ∀ S ∈ Nτ (y) ∩CH[τ ]. (6.7)

Ñâîéñòâî (6.7) èìååò òàêæå ñìûñë íåêîòîðîé ëîêàëüíîé èçìåðèìîñòè. Îíî, êàê ëåãêî âèäåòü

ñ ó÷åòîì ïîñòðîåíèé, ïîäîáíûõ èñïîëüçóåìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå [9, ïðåäëîæåíèå 3.4℄, äîñòà-

òî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè ñâîéñòâà f ∈ Flim

[

E;CE [t];H; τ
]

, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà (6.6).

Çàìå÷àíèå 5. Ñëåäóåì ñîãëàøåíèþ òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà â îòíîøåíèè t,
ïîëó÷àÿ â êà÷åñòâå îòäåëèìîé π-ñèñòåìû ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ â T1-ïðîñòðàíñòâå (E, t)
ï/ì E. Ïóñòü â ïðåäåëàõ äàííîãî çàìå÷àíèÿ τ ∈ (c− top)0[H] (èòàê, (H, τ) � êîìïàêò). Òîãäà,

â ÷àñòíîñòè, τ ∈ (r− top)[H] è, êîëü ñêîðî τ ∈ (top)0[H], èìååì ñâîéñòâî τ ∈ top)[H] [16, ãë. 5℄.
Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ âûøåóïîìÿíóòîãî ïðèìåðà âûïîëíåíû, à ïîòîìó â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ñëó÷àå íåïóñòîãî êîìïàêòà (H, τ) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è (6.6). �

Çàìå÷àíèå 6. Â ðàáîòàõ [9�12,17℄ â êà÷åñòâå îòäåëèìûõ π-ñèñòåì èñïîëüçîâàëèñü â îñíîâ-

íîì àëãåáðû è ïîëóàëãåáðû ìíîæåñòâ, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò òðàäèöèîííîìó òîëêîâàíèþ

ÈÏ. Îòìåòèì çäåñü òàêæå èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà, ïðåä-

ïðèíÿòûå â [18,19℄ è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò. Íàêîíåö, â ñâÿçè ñ êîíñòðóêöèåé, èñïîëüçóåìîé äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà (6.6) ïðè óñëîâèÿõ, ïîäîáíûõ (6.7), îòìåòèì [20℄. �
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Some ultra�lter properties onneted with extension onstrutions

Keywords: attration set, topology, ultra�lter.

Mathematial Subjet Classi�ations: 28A33

General properties of ultra�lters of π-systems with zero and unit used under extension onstruting for

abstrat attainability problems with the aim of estimation for attration sets in topologial spae are

onsidered. Possibilities of employment of the above-mentioned ultra�lters as general elements are onsidered.

Among them, elements admissible with respet to onstraints of asymptoti harater of the initial problem

are seleted. Under very general onditions, the goal operator of the given problem extends to the ontinuous

mapping that takes eah ultra�lter of π-system to the limit of orresponding image. The basi attration set

(an asymptoti analog of the attainability domain) is estimated from below by the ontinuous image of an

analogous auxiliary set in the spae of ultra�lters. In the partiular ase of realization of the Stone spae

(when the used π-system is an algebra of sets) the above-mentioned estimate is an equality onneting a

desired attration set and an auxiliary one; for the latter a su�iently simple representation is given. The

variant of appliation (in estimating goals) of the Wallman extension is disussed.
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