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Èçó÷àþòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèå êîíå÷íîìåðíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âîçíèêà-

þùèå â ðåçóëüòàòå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé äèñêðåòèçàöèè óïðàâëåíèÿ (â ðàìêàõ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè

óïðàâëåíèÿ) ïðè îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ

íåïðåðûâíîñòü ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíòîâ �óíêöèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷; ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå �îðìóëû ãðàäèåíòîâ, èñïîëüçóþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èñõîäíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è ñî-

ïðÿæåííîé ê íåé ñèñòåìû è òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàþùèå âîçìîæíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ

ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ïðîáëåìû ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ïðèìåíåíèå ê ÷èñ-

ëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è Êîøè�Äàðáó, óïðàâëÿåìîé

ïî èíòåãðàëüíîìó êðèòåðèþ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñè-

ìèðóþùåé çàäà÷è â ñèñòåìå MatLab ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû fmin
on, à òàêæå àâòîðñêîé ïðîãðàììû,

ðåàëèçóþùåé ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçà-

öèè, ïîëó÷àåìàÿ èç àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ìåòîäîì ñèíóñ-ïàðàìåòðèçàöèè. Ïðè-

âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è â ñèñòåìå MatLab ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû

fminun
, à òàêæå àâòîðñêèõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ìåòîäû íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è BFGS. �åçóëüòà-

òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäðîáíî àíàëèçèðóþòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, äè��åðåíöèðîâàíèå �óíêöè-

îíàëà, êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óïðàâëåíèÿ, òåõíèêà ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1℄ (ñì. òàêæå [2, ãëàâà IV, � 8℄) äëÿ îäíîé íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ñâåäåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìèçàöèè ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïóòåì êîíå÷íîìåðíîé

àïïðîêñèìàöèè òîëüêî óïðàâëåíèÿ. Òàêîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò äîâîëüíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì

àëãîðèòìè÷åñêè ðàçäåëÿòü ïðîáëåìó ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è ñîáñòâåííî ïðîáëåìó

îïòèìèçàöèè. Òàì æå áûëî ïðåäëîæåíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé �óíêöèè (èëè

�óíêöèè, çàäàþùåé îãðàíè÷åíèå) àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è (ÀÇ) èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ñî-

ïðÿæåííîé ñèñòåìû; â ðåçóëüòàòå òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà îêàçûâàåòñÿ ñîïîñòà-

âèìîé ñ òðóäîåìêîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ñàìîé �óíêöèè

2

. Ïîçäíåå ïîä íàçâàíèåì òåõíèêà ïàðà-

ìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ (
ontrol parametrization te
hnique) ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèå ïîäîáíûé

ñïîñîáó [1℄ ý��åêòèâíûé ïîäõîä ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñîñðåäîòî÷åííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [4℄). Äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì çà÷àñòóþ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä

ïðîñòðàíñòâåííî ìîäàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

3

(spatial modal expansion) ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíå-

íèåì ¾ñîñðåäîòî÷åííîé¿ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ (òåîðåòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ êîòî-

ðîé íà äàííûé ìîìåíò äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíû), ñì., íàïðèìåð, [5℄. Â îïðåäåëåííîì

ñìûñëå íå÷òî ïîõîæåå ìû íàáëþäàåì è â [1℄: ëåâûå ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé òàì áûëè ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íåèçâåñòíûõ �óíêöèé; â ÷èñëåííîì îòíîøåíèè ðåøåíèå

òàêîé ñèñòåìû àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �Ô â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà

îêàçàíèå óñëóã â 2012�2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè (øè�ð çàÿâêè 1.1907.2011).

2

Ñåé÷àñ ïîäîáíûå àëãîðèòìû èíîãäà íàçûâàþò áûñòðûìè [3℄.

3

Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé çà ñ÷åò äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå áîëåå ðàñïðîñòðà-

íåíû òåðìèíû ìåòîä ïðîñòðàíñòâåííîãî êâàíòîâàíèÿ è ìåòîä ïðÿìûõ [2, ãëàâà IV, �� 2, 4℄.
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Âìåñòå ñ òåì ó÷åò ñïåöè�èêè óïðàâëÿåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (ÍÊÇ) èìåííî êàê ðàñ-

ïðåäåëåííîé ñèñòåìû ìîæåò âåñüìà ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Òàê,

íàïðèìåð, åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè�Äàðáó ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ðàñêëàäûâàòü

ñåòêó íà ñëîè, îðèåíòèðîâàííûå âäîëü êðèâîé íà÷àëüíûõ äàííûõ, è ðåøàòü çàäà÷ó ïîñëîé-

íî, òî, ñêàæåì, â ñèñòåìå MatLab ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íûå îïåðàöèè âìåñòî äâîéíûõ

öèêëîâ. Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé âîçðàñòàåò â 5�10 ðàç.

Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì âñåñòîðîííåå èçó÷åíèå ïðèìåíèìî-

ñòè òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ðàñïðåäåëåííûì ñèñòåìàì.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà óñëîâíîé êîíå÷íîìåð-

íîé îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ÀÇ â ðàìêàõ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü

îïðàâäàíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè ÀÇ îáëàäàþò îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ãëàä-

êîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñõîäèìîñòè äîêàçûâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ïðåäïîëîæåíèè

íåïðåðûâíîñòè ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíòîâ óêàçàííûõ �óíêöèé. Äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ââè-

äó èõ áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ, ïðè äîêàçàòåëüñòâå óïîìÿíóòîãî ñâîéñòâà óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ

îïèñàíèå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ òåõ èëè èíûõ �óíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíå-

íèé (ñì., íàïðèìåð, [6, ñ. 265�266℄, [7, 8℄, [9, ñ. 169�170℄, [10�13℄).

Â ðàáîòå [14℄ èçó÷àëàñü àïïðîêñèìèðóþùàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîñòåéøåé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé äèñêðåòèçàöèè

óïðàâëåíèÿ ïðè îïòèìèçàöèè íåëèíåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâèìûõ îïåðàòîð-

íûì óðàâíåíèåì òèïà �àììåðøòåéíà

4

ñ íåëèíåéíîé ÷àñòüþ â âèäå çàâèñÿùåãî îò óïðàâëåíèÿ

îïåðàòîðà âíóòðåííåé ñóïåðïîçèöèè. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû [10�13℄, óêàçàííûé êëàññ ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî øèðîê � ê îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì òàêîãî òèïà åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ñâîäÿòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ÍÊÇ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèé â [14℄ ïðèíèìàëîñü ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ s-âåêòîð-�óíêöèé,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â çàäàííîì ïàðàëëåëåïèïåäå. �àññìàòðèâàëñÿ ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè,

ïðåâðàùàþùèé �óíêöèîíàëû èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè â îáû÷íûå �óíêöèè ìíîãèõ ïå-

ðåìåííûõ, îïðåäåëåííûå íà óêàçàííîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Â îïèñàííîé ñèòóàöèè â [14℄ áûëè

ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè �óíêöèé ÀÇ. Âìåñòå ñ òåì ðàñïðîñòðàíåííûì òðåáî-

âàíèåì, îáåñïå÷èâàþùèì ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîç-

âîëÿþùèì îöåíèâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîñòü ãðàäèåíòà öåëåâîé �óíê-

öèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ñòàòüå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå, íà÷àòîå â [14℄, è äëÿ òîé

æå ÀÇ óñòàíàâëèâàåì óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå íåïðåðûâíîñòü ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíòîâ �óíê-

öèé êîíå÷íîìåðíîé ÀÇ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðèâîäèì �îðìóëû óêàçàííûõ

ãðàäèåíòîâ, èñïîëüçóþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èñõîäíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è ñîïðÿæåí-

íîé ê íåé. Ïðèìåíåíèå ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå

çàäà÷è Êîøè�Äàðáó, óïðàâëÿåìîé ïî èíòåãðàëüíîìó êðèòåðèþ; ïîäðîáíî àíàëèçèðóþòñÿ ðå-

çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

5

. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

èñõîäíîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì â �îðìóëàõ ãðàäèåíòîâ ïîçâîëÿåò â õîäå âû÷èñëåíèé àëãî-

ðèòìè÷åñêè ðàçäåëèòü ïðîáëåìó ðåøåíèÿ ÀÇ îïòèìèçàöèè è ïðîáëåìó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. À èìåííî, óïðàâëÿåìóþ ÍÊÇ ÷èñëåííî ìîæíî ðåøàòü, âîîáùå ãîâîðÿ,

ëþáûì ïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì: ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ çíà÷åíèå �óíêöèè ÀÇ è åå ïðîèç-

âîäíûõ ïî äèñêðåòèçèðîâàííîìó óïðàâëåíèþ, âûçûâàåò ïîäïðîãðàììó, ðåøàþùóþ èñõîäíóþ

ÍÊÇ äëÿ äàííîãî óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ñîïðÿæåííóþ ê íåé. Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ïîä-

ïðîãðàììû ìîæåò áûòü ðàçíîé. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãîòîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå

ïàêåòû. Ìû èñïîëüçîâàëè ñîáñòâåííóþ ïîäïðîãðàììó íà ÿçûêå MatLab, ðåàëèçóþùóþ ìåòîä

êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Äîñòîèíñòâîì ýòîé ïîäïðîãðàììû (âàæíûì ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìîñòè åå

4

Ñì., íàïðèìåð, [15, ãëàâà VI, ï. 19.2℄.

5

Àíàëîãè÷íûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü àâòîðîì è äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ

ñ ïîëóëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè êîëåáàíèé ñòðóíû, òåïëîïðîâîäíîñòè, ñèñòåìû �óðñà�Äàðáó è äð. Èç-çà îãðà-

íè÷åííîãî îáúåìà ñòàòüè ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ äëÿ èëëþñòðàöèè ëèøü íà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû

Êîøè�Äàðáó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò, íà íàø âçãëÿä, îïðåäåëåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
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ìíîãîêðàòíîãî âûçîâà) ÿâèëàñü äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé, êîòîðîé óäàëîñü

äîáèòüñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé MatLab âìåñòî äâîéíûõ öèêëîâ. Â ñâîþ

î÷åðåäü, âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé áûëà îñíîâàíà íà ïîñëåäîâàòåëüíîì

ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè�Äàðáó ïî íàêëîííûì (¾äèàãîíàëüíûì¿) ñëîÿì, îðèåíòèðîâàííûì âäîëü

êðèâîé íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Â.È.Ñóìèíó çà íåîäíîêðàòíûå ïîëåçíûå îá-

ñóæäåíèÿ ìàòåðèàëà ñòàòüè.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Äàëåå, n,m, ℓ, s ∈ N, p ∈ [1,∞), q ∈ [1,∞] � çàäàííûå ÷èñëà, q > p; Π ⊂ R
n
� èçìå-

ðèìîå (â ñìûñëå Ëåáåãà) îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî; U = L∞(Π), D∞ ≡
{
u ∈ Us : ui(t) ∈

∈ [αi;βi]äëÿ ï.â. t ∈ Π, i = 1, s
}
� ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â èñõîäíîé áåñêîíå÷íî-

ìåðíîé çàäà÷å; D ⊂ D∞ � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ àïïðîêñèìàöèé óïðàâëåíèÿ (ïîäðîáíåå îá

ýòîì ñì. íèæå); Z = Lp(Π), X = Lq(Π), ZX = Lσ(Π), q
−1 + σ−1 = p−1

(â ÷àñòíîñòè, ïðè q = p
èìååì σ = ∞). Îïðåäåëèì êëàññ F(ℓ, s,m;X ,Z) âñåõ �óíêöèé f(t, y, u) : Π × R

ℓ × R
s → R

m
,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì y ∈ R
ℓ
, u ∈ R

s
è âìåñòå

ñ ïðîèçâîäíûìè èçìåðèìà ïî t ∈ Π è íåïðåðûâíà ïî {y;u} ∈ R
ℓ × R

s
è òàêîâà, ÷òî:

F1) f
(
., y(.), u(.)

)
∈ Zm ∀y ∈ X ℓ

, u ∈ Ls
∞(Π);

F2) f
′
y

(
., y(.), u(.)

)
∈ Zm×ℓ

X
, f ′u

(
., y(.), u(.)

)
∈ Zm×s ∀{y, u} ∈ X ℓ × Us

;

F3) ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ N : R+ → R
+
òàêàÿ, ÷òî

max
{∥∥f ′y(., y, u) − f ′y(., z, u)

∥∥
Z

m×ℓ
X

,
∥∥f ′v(., y, u) − f ′v(., z, u)

∥∥
Zm×s

}
6 N (M) ‖y − z‖X ℓ

∀y, z ∈ X ℓ, u ∈ D, ‖y‖, ‖z‖ 6M ;

F4) ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ N1 : R
+ → R

+
òàêàÿ, ÷òî

max
{∥∥f ′y(., y, u) − f ′y(., y, u)

∥∥
Z

m×ℓ
X

,
∥∥f ′v(., y, u) − f ′v(., y, u)

∥∥
Zm×s

}
6 N1(M) ‖u− u‖Us

∀y ∈ X ℓ, u, u ∈ D, ‖y‖ 6M.

×åðåç X+
îáîçíà÷àåì êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé â ïðîñòðàíñòâå X . Äëÿ âåêòîðîâ

a, b ∈ R
ℓ
, a 6 b (âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî ïîíèìàåì ïîêîìïîíåíòíî), èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

[a; b] ≡ [a1; b1]× · · · × [aℓ; bℓ]. Ìîäóëü âåêòîðà ïîíèìàåì êàê ñóììó ìîäóëåé êîìïîíåíò.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå �óíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ óäî-

áíîé �îðìîé îïèñàíèÿ øèðîêîãî êëàññà óïðàâëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ñì. [10�13℄:

x(t) = θ(t) +A
[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π, x ∈ X ℓ. (1.1)

Çäåñü u ∈ D∞ � óïðàâëåíèå; θ ∈ X ℓ
� çàäàííûé ýëåìåíò; A : Zm → X ℓ

� çàäàííûé ëèíåé-

íûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð (ËÎÎ); f ∈ F(ℓ, s,m;X ,Z) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Îòíîñèòåëüíî

ËÎÎ A ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷àñòî âûïîëíÿþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ

ñ ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [10�12, 16℄):

A1) äëÿ âñÿêîãî y ∈ Zm×ℓ
X

ËÎÎ A∼ y : X ℓ → X ℓ
è Ay∼ : Zm → Zm

, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåò-

ñòâåííî �îðìóëàìè A∼ y[x] = A[yx], x ∈ X ℓ
; Ay∼[z] = yA[z], z ∈ Zm

, ÿâëÿþòñÿ êâàçè-

íèëüïîòåíòíûìè, òî åñòü èõ ñïåêòðàëüíûå ðàäèóñû ðàâíû íóëþ: ρ
(
A∼ y

)
= ρ

(
Ay∼

)
= 0;
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A2) ËÎÎ A : Zm → X ℓ
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìàæîðàíòó

6 B : Z → X òàêóþ, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî y ∈ ZX îïåðàòîð By : X → X , îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé By[x] = B[yx], x ∈ X ,

êâàçèíèëüïîòåíòåí.

Îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäïîëàãàåì ñëåäóþùåå:

H1) óðàâíåíèå (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xu ∈ X ℓ ∀u ∈ D∞;

H2) ñóùåñòâóþò �óíêöèè u∗ ∈ U , x∗ ∈ X òàêèå, ÷òî: |u(t)| 6 u∗(t), |xu(t)| 6 x∗(t) äëÿ âñåõ

u ∈ D∞.

Óêàæåì ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé H1), H2) (ñì. [10, òåîðå-
ìà 1.1℄

7

):

H) ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ϕ(t, ξ) : Π × R
+ → R

+
, èçìåðèìàÿ ïî t ∈ Π, íåïðåðûâíàÿ è íå

óáûâàþùàÿ ïî ξ ∈ R
+
è òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

∣∣∣f
(
., y(.), u(.)

)∣∣∣ 6 ϕ
(
., |y(.)|

)
∈ Z

∀y ∈ X ℓ
, u ∈ D∞, è, êðîìå òîãî, ðàçðåøèìî ìàæîðàíòíîå óðàâíåíèå

x(t) = |θ(t)|+B
[
ϕ
(
., x(.)

)]
(t), t ∈ Π, x ∈ X+.

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ H1) äëÿ êàæäîãî u ∈ D∞ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî xu ∈
∈ X ℓ

� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), îòâå÷àþùåå óïðàâëåíèþ u ∈ D∞. Êîíñòðóêòèâíûå äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ìàæîðàíòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû â [11, � 4℄. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

öåëåâîé �óíêöèîíàë âèäà J [u] = Φ
[
F
(
., xu(.), u(.)

)]
, ãäå Φ ∈

(
Ẑm̂

)∗
, Ẑ � ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî

�óíêöèé íà Π ñ èíäåêñîì ñóììèðóåìîñòè èç [1;+∞) è òàêîå, ÷òî X ⊂ Ẑ; F ∈ F(ℓ, s, m̂;X , Ẑ).

� 2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü κ ∈ N � çàäàííîå ÷èñëî, ïðè÷åì ìíîæåñòâî Π ïðåäñòàâëåíî â âèäå äèçúþíêòíîãî

îáúåäèíåíèÿ Π =
κ⊔

j=1
Πj . Ïîëîæèì µ = s κ . Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ àïïðîêñèìàöèé

óïðàâëåíèÿ (èíà÷å ãîâîðÿ, äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è) ïðèìåì

D =
{
u ∈ Ls

∞(Π) : ui(t) ≡ wij ∈ [αi;βi], t ∈ Πj , i = 1, s, j = 1, κ
}
. (2.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ìíîæåñòâî µ-ìåðíûõ âåêòîðîâ w =
{
w11, . . . , w1κ; . . . ;ws1, . . . , wsκ

}
ñî ñâîé-

ñòâàìè wij ∈ [αi;βi], i = 1, s, j = 1, κ. Ôîðìóëà (2.1) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè D è W . Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå D �óíêöèîíàë J [u] ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèþ µ ïåðåìåííûõ, êîòîðóþ ìû óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü J{w}, w ∈W .

Ïðåäñòàâëåííàÿ äàëåå �îðìóëà äëÿ ãðàäèåíòà ∇J{w} (ëåììà 2) ñâÿçàíà ñ ñîïðÿæåííûì

óðàâíåíèåì

Ψ−A∗Λ∗

uΨ = A∗Λ̂∗

uΦ, Ψ ∈
(
Zm

)∗

, (2.2)

â êîòîðîì Λu : X ℓ → Zm
� îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ f ′x(., xu, u); Λ̂u : X ℓ → Ẑm̂

�

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ F ′
x(., xu, u).

Äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ áàíàõîâûõ èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â [18, òåîðåìà 1.3℄ äîêàçàíî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïðè ëþáîì u ∈ D∞ óðàâíåíèå (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå â

(
Zm

)∗

ðåøåíèå. Ýòî

ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé Ψu = ΦΛ̂uR(AΛu)A, ãäå R(AΛu) =
∞∑
k=0

(AΛu)
k = (I −AΛu)

−1
.

6

Òî åñòü B : Z → X � ËÎÎ, B[Z+] ⊂ X+
è

∣

∣A[z]
∣

∣ 6 B
[

|z|
]

äëÿ âñåõ z ∈ Zm
.

7

Ñòðîãî ãîâîðÿ, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èç ðåçóëüòàòîâ [10℄ íå ñëåäóåò, îäíàêî óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

[10, òåîðåìà 2.2℄. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî íà ïîñëåäíåì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà âìåñòî ñåðèè

îöåíîê íà âîëüòåððîâîé öåïî÷êå íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì A2) è îáîáùåííîé ëåììîé �ðîíóîëëà [17,

òåîðåìà 1.9.3℄.
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Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.2 èç [18℄ â ñîâîêóïíîñòè ñ òåîðåìîé �èññà

î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ J{w} èìååò íàW ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîìó âåêòîðó h ∈ R
µ
ïðè óñëîâèè

w + h ∈W , êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè

∂

∂h
J{w} =

(
∇J{w}, h

)
, ∇J{w} =

{
∂

∂w11
J{w}, . . . , ∂

∂wsκ

J{w}
}
,

∂

∂wij

J{w} = Ψu

[
f ′vi(., xu, u)χj

]
+Φ

[
F ′

vi
(., xu, u)χj

]
, (2.3)

ãäå i = 1, s, j = 1, κ; χj � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Πj .

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ γ : R+ → R
+
, áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ

è òàêàÿ, ÷òî äëÿ îñòàòêà â �îðìóëå ïðèðàùåíèÿ

J{w + λh} − J{w} = λ
(
∇J{w}, h

)
+ rλ(w, h) (2.4)

ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

∣∣∣rλ(w, h)
∣∣∣ 6 λ · γ(λ) äëÿ âñåõ λ ∈ [0; 1], w, w + h ∈W .

Òåïåðü, íàêîíåö, ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ. Òîãäà ãðàäèåíò ∇J{w}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå W .

� 3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóþò �óíêöèè x∗ ∈ X+
, u∗ ∈ U+

, z∗ ∈ Z+
, ξ∗ ∈ Z+

X
, η∗ ∈ Z+

òàêèå,

÷òî äëÿ âñÿêîãî u ∈ D∞ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|xu| 6 x∗, |u| 6 u∗,
∣∣f(., xu, u)

∣∣ 6 z∗,
∣∣f ′x(., xu, u)

∣∣ 6 ξ∗,
∣∣f ′v(., xu, u)

∣∣ 6 η∗.

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò �óíêöèè ẑ∗ ∈ Ẑ+
, ξ̂∗ ∈ Ẑ+

X
, η̂∗ ∈ Ẑ+

òàêèå, ÷òî

∣∣F (., xu, u)
∣∣ 6 ẑ∗,∣∣F ′

x(., xu, u)
∣∣ 6 ξ̂∗,

∣∣F ′
v(., xu, u)

∣∣ 6 η̂∗ ∀u ∈ D∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèé u∗ è x∗ � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå

ïðåäïîëîæåíèé H1), H2). Ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè z∗ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç óæå äîêà-

çàííûõ äâóõ íåðàâåíñòâ (ñ x∗ è u∗), óñëîâèé îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f (Êàðàòåîäîðè è F1)) [18,
ëåììà 3.1℄ è èäåàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ X è U . Ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèé ξ∗ è η∗ äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ F2). Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè (ïðîñòî f çàìåíÿåòñÿ íà F ). �

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî u ∈ D∞ îïåðàòîð R(AΛu) =
∞∑
k=0

(AΛu)
k
ÿâëÿåòñÿ ËÎÎ â ïðîñòðàí-

ñòâå X ℓ
. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî R∗ > 0 òàêîå, ÷òî

∥∥R(AΛu)
∥∥
X ℓ→X ℓ 6 R∗ äëÿ âñåõ

u ∈ D∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 3 è óñëîâèþ A2) èìååì

∥∥R(AΛu)
∥∥
X ℓ→X ℓ 6 R∗, ãäå

R∗ ≡
∞∑
k=0

‖Bk
ξ∗
‖X→X . È òàê êàê ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(Bξ∗) = 0, òî ÷èñëî R∗ êîíå÷íî. �
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Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî β > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, u ∈ D∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∥R(AΛu)−R(AΛu)
∥∥
X ℓ→X ℓ 6 ‖B‖Z→X βS dx(u, u), (3.1)

ãäå dx(u, u) ≡
∥∥f ′x(., xu, u)−f ′x(., xu, u)

∥∥
Z

m×ℓ
X

, S =
∞∑
k=1

4k‖B r(k)
ξ∗

‖X→X � ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà,

r(k) =

[
k − 1

2

]
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî

∥∥R(AΛu)−R(AΛu)
∥∥
X ℓ→X ℓ 6

∞∑

k=1

∥∥(AΛu)
k − (AΛu)

k
∥∥
X ℓ→X ℓ . (3.2)

Âûáåðåì ëþáîå ÷èñëî k ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî (AΛu)
k = (AΛu + A(Λu − Λu))

k
. Îòñþäà ïîëó÷àåì

∥∥(AΛu)
k − (AΛu)

k
∥∥
X ℓ→X ℓ 6

k∑
ν=1

Cν
k δk,ν , ãäå δk,ν � îöåíêà íîðìû âñåâîçìîæíûõ îïåðàòîðíûõ

ïðîèçâåäåíèé, â êîòîðûå ìíîæèòåëü A(Λu−Λu) âõîäèò ν ðàç, à ìíîæèòåëü AΛu ñîîòâåòñòâåííî

(k − ν) ðàç. Ñîãëàñíî óñëîâèþ A2), äëÿ ëþáîãî y ∈ X ℓ
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣A(Λu − Λu)[y]
∣∣ 6 B

[∣∣f ′x(., xu, u)− f ′x(., xu, u)
∣∣ |y|

]
.

Ïî ëåììå 3

∣∣A(Λu − Λu)[y]
∣∣ 6 2Bξ∗

[
|y|

]
,

∣∣AΛu[y]
∣∣ 6 Bξ∗

[
|y|

]
. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

δk,ν = ‖B‖Z→X dx(u, u)σk 2
ν
, ãäå âåëè÷èíà σk = max

α=1,k
‖B α−1

ξ∗
‖X→X ‖B k−α

ξ∗
‖X→X . Ïî óñëîâèþ A2)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖B k
ξ∗
‖X→X → 0 ïðè k → ∞, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì

√
β > 0. Çàìåòèâ, ÷òî σk 6 β ‖B r(k)

ξ∗
‖X→X , ïîëó÷àåì

∥∥(AΛu)
k − (AΛu)

k
∥∥
X ℓ→X ℓ 6 ‖B‖Z→X dx(u, u)β ‖B r(k)

ξ∗
‖X→X 2k

k∑

ν=0

Cν
k , k ∈ N.

Ñ ó÷åòîì (3.2) è ðàâåíñòâà

k∑
ν=0

Cν
k = 2k ïðèõîäèì ê (3.1). Çàìåòèì, ÷òî

lim
k→∞

k

√
4k ‖B r(k)

ξ∗
‖X→X = 4 lim

k→∞

k

√
‖B r(k)

ξ∗
‖X→X = 4

√
ρ(Bξ∗) = 0 < 1

â ñèëó óñëîâèÿ A2). Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèçíàêó Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà ñóììà S êîíå÷íà. �

Ëåììà 6. Íàéäåòñÿ Ψ∗ > 0 òàêîå, ÷òî ‖Ψu‖(Zm)∗ 6 Ψ∗ ∀u ∈ D∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåìì 3, 4 è íåðàâåíñòâà �¼ëüäåðà ïîëó÷àåì

‖Ψu‖(Zm)∗ 6 ‖Φ‖ ‖ξ̂∗‖ẐX

∥∥R(AΛu)
∥∥
X ℓ→X ℓ ‖A‖Zℓ→X ℓ 6 Ψ∗ ,

ãäå Ψ∗ ≡ ‖Φ‖ ‖ξ̂∗‖ẐX
R∗ ‖A‖Zℓ→X ℓ . �

Ëåììà 7. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà σ∗ > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖Ψu −Ψu‖(Zm)∗ 6 σ∗

[
dx(u, u) +Dx(u, u)

]
∀u, u ∈ D∞,

ãäå Dx(u, u) ≡
∥∥F ′

x(., xu, u)− F ′
x(., xu, u)

∥∥
Ẑ

m̂×ℓ
X

.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíèì

‖Ψu −Ψu‖(Zm)∗ =
∥∥ΦΛ̂uR(AΛu)A− ΦΛ̂uR(AΛu)A

∥∥
(Zm)∗

6

6

∥∥∥ΦΛ̂u

{
R(AΛu)−R(AΛu)

}
A
∥∥∥
(Zm)∗

+
∥∥∥Φ

{
Λ̂u − Λ̂u

}
R(AΛu)A

∥∥∥
(Zm)∗

.

Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî â ñèëó ëåìì 3, 5 è 4. �

Ëåììà 8. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ËÎÎ B∗ : Z → X òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ óïðàâëåíèé

u, u ∈ D∞ è îòâå÷àþùèõ èì ðåøåíèé xu, xu óðàâíåíèÿ (1.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣xu − xu

∣∣∣ 6 B∗

[∣∣∆uf(xu)
∣∣
]
, ãäå ∆uf(xu) = f

(
., xu, u

)
− f

(
., xu, u

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç [18, òåîðåìà 2.1℄. �

Ëåììà 9. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ËÎÎ G∗ : U → X òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ óïðàâëåíèé

u, u ∈ D∞ è îòâå÷àþùèõ èì ðåøåíèé xu, xu óðàâíåíèÿ (1.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣xu − xu

∣∣∣ 6 G∗

[
|u− u|

]
, è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥∥∥xu − xu

∥∥∥
X ℓ

6 L∗ ‖u− u‖Us
ïðè L∗ = ‖G∗‖.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ∆u ≡ u−u. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé Àäàìàðà è ëåì-

ìîé 3 ìîæåì îöåíèòü

∣∣f(., xu, u)− f(., xu, u)
∣∣ 6

∫ 1

0

∣∣f ′v(., xu, u+ θ∆u)
∣∣ dθ |∆u| 6 η∗ |∆u| .

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 8 è îïðåäåëèòü ËÎÎ G∗ : U → X �îðìóëîé: G∗[h] = B∗[η∗ h],
h ∈ U . �

Ëåììà 10. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî K∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ w,w ∈ W è îòâå-

÷àþùèõ èì óïðàâëåíèé u, u ∈ D èìååì dx(u, u), Dx(u, u), dv(u, u), Dv(u, u) 6 K∗ ‖u− u‖Us
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæàåì ïåðâóþ îöåíêó, îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îöåíèì

dx(u, u) ≡
∥∥f ′x(., xu, u)− f ′x(., xu, u)

∥∥
Z

m×ℓ
X

6 d1x(u, u) + d2x(u, u),

d1x(u, u) ≡
∥∥f ′x(., xu, u)− f ′x(., xu, u)

∥∥, d2x(u, u) ≡
∥∥f ′x(., xu, u)− f ′x(., xu, u)

∥∥.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 âûáåðåì M = ‖x∗‖X . Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ F3) è ëåììå 9 ìîæåì
îöåíèòü

d1x(u, u) 6 N (M) ‖xu − xu‖X ℓ 6 N (M)L∗ ‖u− u‖Us .

Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ F4) ïîëó÷àåì d2x(u, u) 6 N1(M) ‖u− u‖Us
. Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî. �

� 4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 èìååì

∂Jij ≡
∣∣∣∣
∂

∂wij

J{w} − ∂

∂wij

J{w}
∣∣∣∣ 6

∣∣∣Φ
[{
F ′

vi
(., xu, u)− F ′

vi
(., xu, u)

}
χj

]∣∣∣+

+
∣∣∣Ψu

[
f ′vi(., xu, u)χj

]
−Ψu

[
f ′vi(., xu, u)χj

]∣∣∣ 6 ‖Φ‖
(Ẑm̂)∗

Dv(u, u) +

+
∣∣∣
{
Ψu −Ψu

}[
f ′vi(., xu, u)χj

]∣∣∣+
∣∣∣Ψu

[{
f ′vi(., xu, u)− f ′vi(., xu, u)

}
χj

]∣∣∣ 6

6 ‖Φ‖
(Ẑm̂)∗

Dv(u, u) + ‖Ψu −Ψu‖(Zm)∗

∥∥∥
∣∣f ′vi(., xu, u)

∣∣
∥∥∥
Z

+ ‖Ψu‖(Zm)∗ dv(u, u).
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Ïîëüçóÿñü ëåììàìè 7, 3, 6, ïîëó÷àåì

∂Jij 6 ‖Φ‖(Ẑm̂)∗Dv(u, u) + ‖η∗‖Z σ∗
[
dx(u, u) +Dx(u, u)

]
+Ψ∗ dv(u, u).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 10. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

� 5. Ïðèìåð: çàäà÷à Êîøè�Äàðáó

�àññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ çàäà÷ó Êîøè�Äàðáó:





x′′t1t2(t) = f
(
t, x(t), u(t)

)
, t = (t1, t2) ∈ Π = [0, T1]× [0, T2];

xt1

∣∣∣∣
t2=v(t1)

= π(t1), t1 ∈ [0, T1]; xt2

∣∣∣∣
t1=v−1(t2)

= χ(t2), t2 ∈ [0, T2];

x(t) = a.

(5.1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t2 = v(t1) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäå-

ëåííàÿ íà îòðåçêå [0, T1], è òàêàÿ, ÷òî v(0) = T2, v(T1) = 0; t1 = v−1(t2) � �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ

ê �óíêöèè t2 = v(t1); t ∈ Π, t2 = v(t1), � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà êðèâîé íà÷àëüíûõ äàííûõ;

a ∈ R � çàäàííîå ÷èñëî; �óíêöèÿ f ∈ F(ℓ, s,m;X ,Z) ïðè ℓ = m = 1, X = Lq(Π), Z = Lp(Π),
1 6 p < q < +∞; π ∈ Lp[0;T1], χ ∈ Lp[0;T2]. �åøåíèå çàäà÷è (5.1) áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå

ï.â. è èñêàòü åãî ñðåäè �óíêöèé èç Lq(Π), èìåþùèõ ïåðâûå è ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ êëàññà

Lp(Π). Îáðàùàÿ äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ýòîé çàäà÷è, ïðèâîäèì åå ê âèäó

x(t1, t2) = a+

∫ t1

t1

π(ξ) dξ +

∫ t2

t2

χ(ξ) dξ +

∫ t1

v−1(t2)
dξ1

∫ t2

v(ξ1)
f(ξ, x, u) dξ2.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò âèä (1.1), ãäå w ∈ Lq(Π), A : Lp(Π) → Lq(Π) � �óíêöèÿ è îïåðà-

òîð, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

w(t1, t2) = a+

∫ t1

t1

π(ξ) dξ +

∫ t2

t2

χ(ξ) dξ, A[z](t1, t2) =

∫ t1

v−1(t2)
dξ1

∫ t2

v(ξ1)
z(ξ) dξ2.

Ïðîâåðèì, ÷òî ËÎÎ A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A1), A2) ïðè B = A. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A
ïîëîæèòåëüíûé, òî, ïðèíèìàÿ B = A, íàì äîñòàòî÷íî ëèøü îáîñíîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

A1). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ [10, òåîðåìà 2.1℄. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü Σ = Σ(Π) � σ-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Π, PH �

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ χH ìíîæåñòâà H ∈ Σ. Òîãäà ñèñòåìà

B(A) =
{
H ∈ Σ : PHAPH = PHA

}
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ ËÎÎ

A : Zm → X ℓ
. Ïðè ýòîì äëÿ ÷èñëà δ > 0 ïîäñèñòåìà T =

{
∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π

}
⊂

⊂ B(A) èìåíóåòñÿ âîëüòåððîâîé δ-ìàëîé ïî ìåðå öåïî÷êîé ìíîæåñòâ ËÎÎ A, åñëè mes(h) < δ
äëÿ âñåõ h = Hi\Hi−1, i = 1, k. Ñîãëàñíî [10, òåîðåìà 2.1℄, íàì äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∀δ > 0
ËÎÎ A îáëàäàåò δ-ìàëîé ïî ìåðå öåïî÷êîé ìíîæåñòâ. Îïèøåì åå ïîñòðîåíèå. Ïðåæäå âñåãî,

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ > 0 âûáåðåì ðàçáèåíèå 0 = ξ0 < ξ1 < . . . < ξκ = T1, ξi − ξi−1 < σ,
i = 1, κ, è îáîçíà÷èì ηj = v(ξκ−j), j = 0, κ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà h[i; j] = [ξi−1, ξi]× [ηj−1, ηj ],
i, j = 1, κ. Ïîëîæèì k = κ2 è äëÿ êàæäîãî ν = 1, k îïðåäåëèì ÷èñëà k1 = k1(ν), k2 = k2(ν)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì γ1 = [ν/κ], γ2 = ν − γ1 · κ. Åñëè γ2 > 0, òî áåðåì k1 = γ2,
k2 = γ1 +1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíèìàåì k1 = κ, k2 = γ1. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

hν = h[k1, k2], ν = 1, k. Ôàêòè÷åñêè hν � ýòî ìíîæåñòâà h[i, j], ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå îò

ëåâîãî íèæíåãî â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ðÿäàì. Ïîëîæèì Π+ ≡
{
t ∈

∈ Π : t2 > v(t1)
}
, Π− ≡

{
t ∈ Π : t2 < v(t1)

}
. Îðãàíèçóåì ìíîæåñòâà H+

0 = ∅, H+
i =

i⋃
ν=1

hν ,

H+
i = Π+∩H+

i , i = 1, k. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâà H+
i , i = 0, k, ÿâëÿþòñÿ âîëüòåððîâûìè
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�èñ. 1. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå (fmin
on, u∗ = 7, γ = 6)

ìíîæåñòâàìè îïåðàòîðà A (â ñàìîì äåëå, çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A[z](t) ïðè t ∈ H+
i çàâèñÿò ëèøü

îò çíà÷åíèé �óíêöèè z(ξ) ïðè ξ ∈ [0, t] ∩ Π+ ⊂ H+
i ), ñîäåðæàòñÿ â Π+ è óïîðÿäî÷åíû ïî

âëîæåíèþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü óïîðÿäî÷åííóþ ñèñòåìó ∅ = H−

0 ⊂ H−

1 ⊂
⊂ . . . ⊂ H−

k = Π− âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ îïåðàòîðà A. ßñíî, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî δ > 0,
âñåãäà ìîæíî íàéòè ÷èñëî σ > 0 òàê, ÷òî ñèñòåìà

Hi = H+
i , i = 0, k, Hi = Π+ ∪H−

i−k, i = k + 1, 2k, k = k(σ),

áóäåò âîëüòåððîâîé δ-ìàëîé ïî ìåðå öåïî÷êîé îïåðàòîðà A. Òåì ñàìûì óñëîâèÿ A1), A2) âû-
ïîëíÿþòñÿ. Óñëîâèå H) ìîæíî ïîíèìàòü êàê óñëîâèå íà �óíêöèþ f . Áóäåì ñ÷èòàòü åãî âû-

ïîëíåííûì ïðè B = A. Â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëà ðàññìîòðèì

J [u] =

∫

Π
F
(
t, xu(t), u(t)

)
dt, (5.2)

ãäå xu � ðåøåíèå çàäà÷è (5.1), îòâå÷àþùåå óïðàâëåíèþ u, à �óíêöèÿ F ïðèíàäëåæèò êëàññó

F(1, s, 1;X ,Z) ïðè X = Lq(Π), Z = L1(Π).

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè, ñ�îðìóëèðîâàííûìè â � 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (2.3)

ìîæåì çàïèñàòü

∇J{w} =

{
∂

∂w11
J{w}, . . . , ∂

∂wsκ

J{w}
}
,

∂

∂wij

J{w} =

∫

Πj

Gi(t) dt,

Gi(.) = ψu(.)f
′

vi

(
., xu(.), u(.)

)
+ F ′

vi

(
., xu(.), u(.)

)
∈ L1(Π), i = 1, s, j = 1, κ,

ψu(.) ∈ Lp′(Π) (p
−1+(p′)−1 = 1) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ëåììó 2;

ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèîíàëû îòîæäåñòâëÿåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè �óíêöèÿìè �èññà)

ψ(t) −A∗

[(
f ′y(., xu, u)

)∗

ψ
]
(t) = A∗

[(
F ′

y(., xu, u)
)∗]

(t),
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�èñ. 2. Íàðóøåíèå óñëîâèÿ H)

â êîòîðîì A∗ : Lq′(Π) → Lp′(Π) � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A, òî åñòü îïðåäåëÿåìûé
�îðìóëîé

A∗[z](t) =

{∫ T 1

t1

dξ1

∫ T 2

t2

z(ξ) dξ2, t ∈ Π+;

∫ t1

0
dξ1

∫ t2

0
z(ξ) dξ2, t ∈ Π−

}
.

Ïîíÿòíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå �óíêöèÿ ψ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Π−, Π+

(ñ òî÷íîñòüþ äî êðèâîé íà÷àëüíûõ äàííûõ êàê ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû). Ïîýòîìó ñóæåíèå

ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ íà íèæíèé òðåóãîëüíèê Π− ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåøåíèå

çàäà÷è �óðñà�Äàðáó:

{
ψ′′
t1t2

(t) =
(
f ′y(t, xu, u)

)∗

ψ +
(
F ′
y(t, xu, u)

)∗

, t ∈ Π−;

ψ(t1, 0) = 0, t1 ∈ [0, T1]; ψ(0, t2) = 0, t2 ∈ [0, T2).
(5.3)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñóæåíèå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ íà âåðõíèé òðåóãîëüíèê Π+

ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è

{
ψ′′
t1t2

(t) =
(
f ′y(t, xu, u)

)∗

ψ +
(
F ′
y(t, xu, u)

)∗

, t ∈ Π+;

ψ(t1, T2) = 0, t1 ∈ [0, T1]; ψ(T1, t2) = 0, t2 ∈ [0, T2).
(5.4)

Êðèâàÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü ëèíèåé ðàçðûâà �óíêöèè ψ. Ïî òåîðåìå 1 ãðàäèåíò

∇J{w} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå W .

� 6. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (5.1):

T1 = 2, T2 = 1, f(t, x, u) = 2ux3, v(t1) = 1− 0.5 t1, v−1(t2) = 2 (1 − t2),
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Òàáëèöà 1. Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû fmin
on

j u∗ γ Iters fEvals ‖∇J‖ J

1 3 0 4 8 8.6609e-4 7.3885e-5

2 3 2 4 8 0.0020 9.2655e-5

3 3 3 5 10 0.0066 3.3650e-4

4 4 3 5 10 0.0066 3.3650e-4

5 5 4 8 16 6.5932e-5 6.9054e-5

6 6 5 10 20 2.9006e-4 6.9641e-5

7 7 6 15 30 0.0013 7.9313e-5

8 8 7 14 28 0.0024 1.0382e-4

9 9 8 24 48 0.0036 1.4954e-4

10 10 9 39 78 0.0062 3.1511e-4

11 1 0 4 8 0.0012 7.8413e-5

12 0.7 0 3 7 0.1703 0.1809

π(t1) = (3− 0.5 t1)
−2, χ(t2) = (2 + t2)

−2, t = (1, 0.5), x(t) = a = 0.4.

Çàäàäèì èíòåãðàíò �óíêöèîíàëà (5.2) êàê F (t, x, u) =
(
x−

(
4− t1 − t2

)−1
)2

+(u−1)2. Âîçüìåì

p = 1, q = 3. Áóäåì ðåøàòü ÷èñëåííî çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

J [u] =

∫

Π
F (t, xu, u) dt → min

D∞

, D∞ =
{
u ∈ L∞(Π) : u(t) ∈ [0;u∗]

}
(6.1)

äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ âûáîðà âåðõíåé ãðàíèöû u∗ ∈ {0.7, 2, 3, . . . , 9}. Êàê è ðàíüøå, xu �

ýòî ðåøåíèå çàäà÷è (5.1) (ïðè óêàçàííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ). Äëÿ u∗ > 1 ðåøåíèå çàäà÷è

îïòèìèçàöèè (6.1) î÷åâèäíî: u = 1, x = xu =
(
4− t1− t2

)−1
, J = J [u] = 0. Íàñ èíòåðåñóåò çäåñü

ïðàêòè÷åñêàÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòü èçó÷àåìîãî ïîäõîäà ê åå ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ.

Ïåðåõîäÿ ê àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷å, çàìåíèì ìíîæåñòâî D∞ ìíîæåñòâîì êîíå÷íîìåð-

íûõ àïïðîêñèìàöèé D =
{
u ∈ L∞(Π) : u(t) = wij ∈ [0;u∗], t ∈ Πij , i = 1, κ1, j = 1, κ2

}
, ãäå

κ1 = 10, κ2 = 5, Πij = [(i−1)h; ih)×[(j−1)h; jh), h = 0.2. Ìíîæåñòâî D îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíî-

æåñòâîì W ⊂ R
50

âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ (w11, . . . , wκ11; . . . ;w1κ2
, . . . , wκ1κ2

) ñ êîìïîíåíòàìè
èç [0;u∗]. Ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèîíàë J [u] ïðåîáðàçóåòñÿ â �óíêöèþ 50-òè ïåðåìåííûõ J{w},
w ∈W . Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëå ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ïðîãðàììó äëÿ ÷èñëåííîé ìè-

íèìèçàöèè �óíêöèè J{w} íà ìíîæåñòâå W . Âîñïîëüçóåìñÿ, íàïðèìåð, ïðîãðàììîé fmin
on.m

ñèñòåìû MatLab. �åçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû äëÿ ðàçëè÷íûõ u∗ è íà÷àëüíûõ ïðè-

áëèæåíèé u0 ≡ γ ïðè òî÷íîñòè ïî àðãóìåíòó tolx=1e-5 è òî÷íîñòè ïî �óíêöèè tolf=1e-4

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1 (çàïèñü e-5 îçíà÷àåò óìíîæåíèå íà 10−5
, Iters � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé

(âû÷èñëåíèé ãðàäèåíòà), fEvals � êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé öåëåâîé �óíêöèè).

�åçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììû 
h_
ond_grad (óñëîâíîãî ãðàäèåíòà) äëÿ ìèíèìèçà-

öèè �óíêöèè J{w} íà ìíîæåñòâå W ïðè ðàçëè÷íûõ u∗ è γ, òî÷íîñòè ïî àðãóìåíòó tolx=1e-4

è òî÷íîñòè ïî ãðàäèåíòó tolg=0.01 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. Ïðè u∗ > 1 îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå, ïîëó÷åííîå òàêèì ñïîñîáîì, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêèì u ≡ 1. Ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ïðîãðàììû fmin
on.m ñèòóàöèÿ ÷óòü õóæå, ñì. ðèñóíîê 1.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìàæîðàíòíîé çàäà÷è (ñîîòâåòñòâóþùåé ìàæîðàíòíîìó

óðàâíåíèþ) óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ëèøü ïðè u∗ 6 5.58 ≡ up. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â òî÷-

êå (T1;T2) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 5.679 · 10301. Ïðè u∗ > up ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìàæîðàíòíîé

çàäà÷è ðàçðóøàåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (T1;T2), ñì. ðèñóíîê 2. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ H) ãàðàíòèðóåòñÿ ëèøü ïðè u∗ 6 up. È â ñàìîì äåëå, äëÿ äàííûõ ñòðîê ñ ñåäüìîé ïî

äåñÿòóþ òàáëèö 1, 2 ðåøåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ðàçðóøàåòñÿ óæå íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè.

Â ïðîãðàììå, ðåàëèçóþùåé öåëåâóþ �óíêöèþ ÀÇ, â ñëó÷àå êîãäà îáíàðóæèâàëîñü ðàçðóøåíèå
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Òàáëèöà 2. Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû 
h_
ond_grad

j u∗ γ Iters fEvals ‖∇J‖ J CurDelta

1 3 0 2 8 1.9872e-4 6.9135e-5 0.0018

2 3 2 2 9 1.9681e-4 6.9070e-5 0.0018

3 3 3 2 8 1.9872e-4 6.9135e-5 0.0018

4 4 3 2 8 1.9872e-4 6.9135e-5 0.0023

5 5 4 2 9 1.9676e-4 6.9078e-5 0.0030

6 6 5 2 9 2.0332e-4 6.9110e-5 0.0041

7 7 6 2 9 1.9687e-4 6.9091e-5 0.0041

8 8 7 2 10 1.9690e-4 6.9093e-5 0.0046

9 9 8 2 10 1.9711e-4 6.9101e-5 0.0051

10 10 9 2 10 1.9858e-4 6.9133e-5 0.0054

11 1 0 2 22 2.7066e-4 6.9354e-5 9.4750e-7

12 0.7 0 2 22 0.1703 0.1809 5.5645e-5

Òàáëèöà 3. Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû fminun


j u∗ γ Iters fEvals ‖∇J‖ J

1 3 0.001 53 67 2.5299e-4 6.9149e-5

2 3 2 4 11 0.0024 8.5600e-5

3 3 2.999 20 95 0.0014 7.4999e-5

4 4 3 4 11 0.0107 3.0618e-4

5 5 4 11 46 0.0027 8.0551e-5

6 6 5 13 51 0.0029 7.9128e-5

7 7 6 11 42 0.0037 8.3263e-5

8 8 7 16 68 0.0034 7.9483e-5

9 9 8 14 56 0.0224 4.4936e-4

10 10 9 14 54 0.0543 0.0024

11 1 0.001 4 14 2.1308e-5 7.1730e-5

12 0.7 0.001 7 17 0.0011 0.1809

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (ïîÿâëÿëèñü çíà÷åíèÿ Inf èëè NaN), áûëî ïðåäó-

ñìîòðåíî �îðìàëüíîå íàçíà÷åíèå íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ

�óíêöèè. Ïî èäåå, ýòî äîëæíî áûëî îáåñïå÷èòü ñâîåãî ðîäà çàùèòó îò ñáîåâ â õîäå îäíîìåðíîãî

ïîèñêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè u∗ > up. Ïðè âûáî-

ðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ γ > up ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû fmin
on äëÿ ðåøåíèÿ ÀÇ

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàëîñü çàöèêëèâàíèå, ïðåæäåâðåìåííîå ïðåêðàùåíèå âû÷èñëåíèé

è ïðî÷åå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà óñïåøíî ðàáîòàë è â òàêîé ñèòóà-

öèè. Ïðè âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ γ < up íèêàêèõ ñáîåâ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ÀÇ

íå íàáëþäàëîñü. Âåðîÿòíî, ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïîñêîëüêó ìû äâèãàåìñÿ â íàïðàâ-

ëåíèè óáûâàíèÿ öåëåâîé �óíêöèè, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òåêóùåãî óïðàâëåíèÿ â õîäå

îäíîìåðíîãî ïîèñêà óäàåòñÿ íàéòè òî÷êó�óïðàâëåíèå, êîòîðîé îòâå÷àåò ïðèåìëåìîå ðåøåíèå

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ïðè õîðîøåì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè ìåòîä îêàçûâàåòñÿ

ðàáîòîñïîñîáíûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå H) íå âûïîëíåíî.

Ïðîâîäèëèñü òàêæå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîãî ìåòîäà ñèíóñ-

ïàðàìåòðèçàöèè, ïîçâîëÿþùåãî ñâåñòè çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé

ìèíèìèçàöèè: w = (d1 + d2)/2 + [(d2 − d1)/2] sinω, çäåñü ñèíóñ îò âåêòîðà ω ∈ R
50
ïîíèìàåòñÿ

êàê âåêòîð èç ñèíóñîâ åãî êîìïîíåíò. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ: äëÿ ïðîãðàì-

ìû fminun
 ñèñòåìû MatLab � ñì. òàáëèöó 3 (ñòðîêè 1�10: çàäàííàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé
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Òàáëèöà 4. Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû 
h_steepd

j u∗ γ Iters fEvals ‖∇J‖ J

1 3 0.001 2 18 0.0026 8.9841e-5

2 3 2 3 37 1.6397e-4 6.9033e-5

3 3 2.999 3 31 1.8737e-4 6.9059e-5

4 4 3 3 42 0.0014 7.2811e-5

5 5 4 3 39 0.0024 7.8222e-5

6 6 5 4 51 0.0028 7.8550e-5

7 7 6 8 134 1.9994e-4 6.9068e-5

8 8 7 11 196 8.3539e-4 6.9483e-5

9 9 8 11 202 5.3448e-5 6.8989e-5

10 10 9 8 143 5.1713e-4 6.9116e-5

11 1 0.001 2 22 8.0411e-7 6.9279e-5

12 0.7 0.001 2 17 3.8068e-4 0.1809

Òàáëèöà 5. Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû 
h_qnewton

j u∗ γ Iters fEvals ‖∇J‖ J

1 3 0.001 2 18 0.0026 8.9841e-5

2 3 2 4 37 1.3935e-4 6.9001e-5

3 3 2.999 3 35 0.0041 1.2240e-4

4 4 3 3 37 8.5659e-4 7.0439e-5

5 5 4 3 40 0.0033 8.6150e-5

6 6 5 5 72 5.5611e-4 6.9314e-5

7 7 6 10 157 0.0015 7.1549e-5

8 8 7 10 179 0.0039 8.2776e-5

9 9 8 13 233 2.0334e-4 6.8995e-5

10 10 9 11 201 0.0027 7.4114e-5

11 1 0.001 2 22 8.0411e-7 6.9279e-5

12 0.7 0.001 2 17 3.8068e-4 0.1809

tolx=1e-3, tolf=2e-4, îñòàëüíûå ñòðîêè: tolx=1e-4, tolf=2e-5); äëÿ ïðîãðàììû 
h_steepd

(ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â àâòîðñêîé ðåàëèçàöèè) � ñì. òàáëèöó 4 (çäåñü è äàëüøå òî÷-

íîñòü âû÷èñëåíèé tolx=1e-5, tolf=1e-4, tolg=5e-3); äëÿ ïðîãðàììû 
h_qnewton (ìåòîä BFGS

â àâòîðñêîé ðåàëèçàöèè) � ñì. òàáëèöó 5.

Îïèñàííûå âûøå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû (è ðÿä äðóãèõ ïðîâåäåííûõ àâòîðîì àíàëîãè÷-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëóëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè êîëåáàíèé ñòðóíû, òåïëîïðî-

âîäíîñòè, ñèñòåìû �óðñà�Äàðáó è äð.) ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû (ñì. òàêæå [14℄).

1. Èçó÷àåìûé ïîäõîä äîñòàòî÷íî ïðîñò è ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó íà ïîäçà-

äà÷è (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè è ðåøåíèÿ ÍÊÇ è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è),

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ñîáñòâåííûå ðàçðàáîòêè, òàê è ãîòîâûå

ïðîãðàììû, âûáèðàÿ òå, ÷òî íàèáîëåå ý��åêòèâíû èëè íàèáîëåå ïðîñòû è äîñòóïíû

8

.

2. Ìåòîä ñèíóñ-ïàðàìåòðèçàöèè (ñì. âûøå), ïîçâîëÿþùèé ïðåîáðàçîâàòü ÀÇ â çàäà÷ó ñ ñó-

ùåñòâåííî ìåíüøèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé, îêàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàáîòîñïîñîáíûì.

8

Çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííîé â � 6, âûäàâàëèñü àâòîðîì â êà÷åñòâå ëàáîðàòîðíûõ çàäàíèé è çàäàíèé

âûïóñêíûõ êâàëè�èêàöèîííûõ ðàáîò ñòóäåíòàì ìåõ.-ìàò. �-òà Íèæåãîðîäñêîãî ãîñ. óí-òà; ëèöåíçèÿ MatLab

�855463.
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3. Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå (ïî êðàéíåé ìåðå, ïî

çíà÷åíèþ �óíêöèîíàëà) ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è äàæå ïðè äîñòàòî÷íî ãðóáîé

ñåòêå êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè óïðàâëåíèÿ.

4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ ÀÇ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòî-

äû, íå îáíàðóæèëñÿ ñóùåñòâåííûé âûèãðûø ïî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì óñëîâ-

íîãî ãðàäèåíòà. Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ìîæåò áûòü áîëåå

âûèãðûøíûì è ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé è âû÷èñëåíèé �óíêöèè � ñðàâíèòå òàáëèöó 2

è òàáëèöû 1, 5. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ëèøü òåì, ÷òî ãðàíèöû ìíîæåñòâà

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ, à òàêæå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿí-

íûìè (ïðè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ÀÇ).

5. Èññëåäóåìûé â ñòàòüå ìåòîä õîðîøî ðàáîòàåò è â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå

íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò îïòèìàëüíîãî.

6. Ïðè õîðîøåì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè ìåòîä îêàçûâàåòñÿ ðàáîòîñïîñîáíûì è â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà óñëîâèå H) íå âûïîëíåíî.
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ability of 
ontrol parametrization te
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Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 47J05, 47J35, 47N10, 49M25, 49M37

We study approximating �nite-dimensional mathemati
al programming problems arising from pie
ewise


onstant dis
retization of the 
ontrol (in the framework of 
ontrol parametrization te
hnique) in the 
ourse

of optimization of distributed parameter systems of a rather wide 
lass. We establish the Lips
hitz 
ontinuity

for gradients of approximating problems. We present their formulas involving analyti
al solutions of an

original 
ontrolled system and their adjoint one, thereby giving the opportunity for algorithmi
 separation

of the optimization problem itself and the problem of solving a 
ontrolled system. Appli
ation of the

approa
h under study to numeri
al optimization of distributed systems is illustrated by example of the

Cau
hy�Darboux system 
ontrolled by an integral 
riterion. We present the results of numeri
al solving the


orresponding approximation problem in MatLab with the help of the program fmin
on and also an author-

developed program based on the 
onditional gradient method. Moreover, the un
onstrained minimization

problem is investigated that arises from the 
onstrained approximation problem with applying the sine

parametrization method. We present the results of numeri
al solving this problem in MatLab with the help

of the program fminun
 and also two author-developed programs based on the steepest des
ent and BFGS

methods, respe
tively. The results of all numeri
al experiments are analyzed in detail.
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