
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2015. Ò. 25. Âûï. 1

ÓÄÊ 519.175, 519.115.5

© Õ.Ø. Àëü Äæàáðè

��ÀÔ �ÅÔËÅÊÑÈÂÍÎ-Ò�ÀÍÇÈÒÈÂÍÛÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉ

È ��ÀÔ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÒÎÏÎËÎ�ÈÉ

Ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå σ ⊆ X2
(ãäå X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî) ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå X2

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ: åñëè (x, y) ∈ σ, òî σ(x, y) = 1, à èíà÷å σ(x, y) = 0. Â òåðìèíàõ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé íà ìíîæåñòâå âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

áèíàðíîãî ðå�ëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè è îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç

âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà è èç âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ áèíàðíûõ

îòíîøåíèé. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ãðà� (¾ãðà� ãðà�îâ¿).

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè σ è τ � ñìåæíûå îòíîøåíèÿ, òî σ ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûì îòíî-

øåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì. Èññëåäîâàíû

íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ãðà�àG(X) ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

X ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à T0(n)� ýòî ÷èñëî ïîìå÷åííûõ T0-òîïîëîãèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâåX,

òî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàâíî

∑

n

m=1
S(n,m)T0(m−1), ãäå S(n,m) � ÷èñëà Ñòèðëèíãà 2-ãî

ðîäà. (Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðà�å G(X) ðàâíî
∑

n

m=1
S(n,m)T0(m).)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðà�, ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, êîíå÷íàÿ òîïîëîãèÿ.

1. Ñìåæíîñòü áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü B =̇ {0, 1} � áóëåâî ìíîæåñòâî, X � ïðî-

èçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à X2 =̇X × X � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ôóíêöèè X2→ B áóäåì íàçû-

âàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî R ⊆ X2, íàçûâàåìîå áèíàðíûì îòíîøåíèåì

(èëè ïðîñòî îòíîøåíèåì) íà ìíîæåñòâå X, ïîðîæäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ

χ
R
: X2→ B, χ

R
(x, y) =̇

{

1, åñëè (x, y) ∈ R,

0, åñëè (x, y) 6∈ R.

Äàëåå, �óíêöèþ χ
R
(·, ·) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R (·, ·). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêàÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χ : X2→ B ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå Rχ ⊆ X2
òàêîå, ÷òî (x, y) ∈ Rχ ,

åñëè χ(x, y) = 1. Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå R → R (·, ·) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâîì

áèíàðíûõ îòíîøåíèé è ìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Íà ìíîæåñòâå 2X2

âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X (íà ìíîæåñòâå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ �óíêöèé) ââåäåì áèíàðíîå ðå�ëåêñèâíîå îòíîøåíèå ñìåæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X = Y ∪Z � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ (äîïóñ-

êàåòñÿ, ÷òî Y = ∅ èëè Z = ∅). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòíîøåíèå σ ⊆ X2
òàêîâî, ÷òî σ(x, y) = 0

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y ×Z. Îíî ïîðîæäàåò îòíîøåíèå τ ⊆ X2
òàêîå, ÷òî

τ(x, y) = 1− σ(y, x) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z,

τ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z × Y,

τ(x, y) = σ(x, y) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y 2 ∪ Z2.

Îòíîøåíèå τ íàçûâàåòñÿ ñìåæíûì ñ îòíîøåíèåì σ.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè îòíîøåíèå τ ñìåæíî ñ îòíîøåíèåì σ, òî

è σ ñìåæíî ñ τ, è ýòîò �àêò ìû çàïèñûâàåì â âèäå äèàãðàììû σ
Y×Z
←−−→ τ , èëè

Y Z

Y

Z σ (x, y)

0
= σ

Y×Z
←−−→ τ = .

Y Z

Y

Z

1−σ (y, x)

0
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Çäåñü è äàëåå â äèàãðàììàõ ìû îòìå÷àåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé â òåõ òî÷êàõ,

êîòîðûå àïðèîðè èçâåñòíû. Íàïðèìåð, â áëîêå Y × Z äëÿ îòíîøåíèÿ σ ïèøåì ¾îáîáùåííûé¿

íîëü, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y ×Z, à â òàêîì æå áëîêå äëÿ îòíîøåíèÿ τ

ïèøåì 1− σ (y, x), è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî τ(x, y) = 1− σ (y, x) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z.

Íàïðèìåð, X = { 1, . . . , 6 }, Y = { 1, 2 }, Z = { 3, 4, 5, 6 },

= σ

Y×Z
←−−→ τ = .

0

0

1 0
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00
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1 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0
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2. �å�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ. ×åðåç V (X) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X. Äðóãèìè ñëîâàìè, îò-

íîøåíèå σ ⊆ X2
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó V (X), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ðå�ëåê-

ñèâíîñòè

(

(x, x) ∈ σ
)

è òðàíçèòèâíîñòè

(

eëè (x, y) ∈ σ, (y, z) ∈ σ, òî (x, z) ∈ σ
)

. Â òåðìèíàõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé èìååì: σ ∈ V (X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

σ(x, x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ X,

σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X.

Äëÿ ëþáûõ σ ∈ V (X) è x ∈ X ìíîæåñòâî

Uσ(x) =̇
{

y ∈X : σ(x, y) = 1
}

(1)

íå ïóñòî

(

òàê êàê x ∈ Uσ(x)
)

.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü σ ∈ V (X) è x, y ∈ X. Âêëþ÷åíèå y ∈ Uσ(x) èìååò ìåñòî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà Uσ(y) ⊆ Uσ(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü y ∈ Uσ(x), òîãäà σ(x, y) = 1. Åñëè z ∈ Uσ(y), òî σ(y, z) = 1,
ïîýòîìó σ(x, z) = 1 è z ∈ Uσ(x). Çíà÷èò, Uσ(y) ⊆ Uσ(x). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �

Îòíîøåíèå σ ∈ V (X) ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå X îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: ïèøåì x ∼ y

(èëè x
σ
∼ y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Uσ(x) = Uσ(y). Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé

ýëåìåíò x ∈ X, îáîçíà÷àåì [x]σ (èëè x).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü σ ∈ V (X) è x, y ∈ X. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) [x]σ ⊆ Uσ(x);
2) åñëè y ∈ Uσ(x), òî [y]σ ⊆ Uσ(x); ñëåäîâàòåëüíî,

Uσ(x) =
⋃

[ξ]σ⊆Uσ(x)

[ξ]σ; (2)

3) σ(ξ, η) = 1 äëÿ âñåõ (ξ, η) ∈ [x]2σ ;
4) σ(ξ, η) = σ(x, y) äëÿ âñåõ (ξ, η) ∈ [x]σ× [y]σ;
5) åñëè [x]σ 6= [y]σ, òî σ(ξ, η)σ(η, ξ) = 0 äëÿ âñåõ (ξ, η) ∈ [x]σ× [y]σ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Âêëþ÷åíèå ξ ∈ [x]σ âëå÷åò ξ ∼ x è ξ ∈ Uσ(ξ) = Uσ(x).
2. Â ñèëó ïåðâîãî ïóíêòà è ïðåäëîæåíèÿ 1 ñïðàâåäëèâî [y]σ ⊆ Uσ(y) ⊆ Uσ(x). Îáîçíà÷èì

ïðàâóþ ÷àñòü (2) ÷åðåç S. Åñëè z ∈ S, òî z ∈ [ξ]σ äëÿ íåêîòîðîãî ξ òàêîãî, ÷òî [ξ]σ ⊆ Uσ(x),
ïîýòîìó z ∈ Uσ(x). Îáðàòíî: åñëè z ∈ Uσ(x), òî [z]σ ⊆ Uσ(x) è z ∈ [z]σ ⊆ S.

3. Òàê êàê ξ ∼ η, òî Uσ(ξ) = Uσ(η), çíà÷èò, η ∈ Uσ(ξ) è σ(ξ, η) = 1.
4. Åñëè σ(ξ, η) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ [x]σ , η ∈ [y]σ, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî σ(z, w) = 1 äëÿ íåêîòîðûõ z ∈ [x]σ è w ∈ [y]σ, òîãäà w ∈ Uσ(z). Ñëåäîâàòåëüíî,
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[w]σ ⊆ Uσ(w) ⊆ Uσ(z), çíà÷èò, η ∈ Uσ(z) äëÿ ëþáîãî η ∈ [y]σ = [w]σ. Òàê êàê ξ ∈ [x]σ = [z]σ, òî
Uσ(ξ) = Uσ(z), ïîýòîìó η ∈ Uσ(ξ). Òàêèì îáðàçîì, σ(ξ, η) = 1 äëÿ âñåõ ξ ∈ [x]σ, η ∈ [y]σ .

5. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü σ(ξ, η) = 1, σ(η, ξ) = 1. Òîãäà η ∈ Uσ(ξ), ξ ∈ Uσ(η)
è Uσ(η) ⊆ Uσ(ξ) ⊆ Uσ(η), çíà÷èò, ξ ∼ η, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ [ξ]σ = [x]σ 6= [y]σ = [η]σ. �

3. �ðà� ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü σ è τ � ñìåæíûå îòíîøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå X,

òî åñòü σ
Y×Z
←−−→ τ. Âêëþ÷åíèå σ ∈ V (X) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ∈ V (X).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñèììåòðèè óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü èìïëèêà-

öèþ σ ∈ V (X) =⇒ τ ∈ V (X). Ïóñòü σ ∈ V (X). Ïîñêîëüêó σ è τ � ñìåæíûå îòíîøåíèÿ, òî

τ(x, x) = σ(x, x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ X, ÷òî äîêàçûâàåò ðå�ëåêñèâíîñòü îòíîøåíèÿ τ.

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü x, y, z ∈ X òàêîâû, ÷òî τ(x, y) = τ(y, z) = 1, è ïðåäïîëîæèì ñíà÷à-

ëà, ÷òî y ∈ Y. Ïîñêîëüêó τ(ξ, y) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Z, òî x ∈ Y. Åñëè z ∈ Y, òî σ(x, y) = τ(x, y) = 1
è σ(y, z) = τ(y, z) = 1, à òàê êàê σ ∈ V (X), òî σ(x, z) = 1, ïîýòîìó τ(x, z) = 1. Åñëè æå îêà-

æåòñÿ, ÷òî z ∈ Z, òî σ(x, y) = τ(x, y) = 1 è σ(z, y) = 1 − τ(y, z) = 0; ïîñêîëüêó σ ∈ V (X), òî
σ(z, x) = σ(z, x)σ(x, y) 6 σ(z, y) = 0, çíà÷èò, σ(z, x) = 0, ïîýòîìó τ(x, z) = 1.

Ïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî y ∈ Z. Ïîñêîëüêó τ(y, η) = 0 äëÿ âñåõ η ∈ Y, òî z ∈ Z. Åñëè x ∈ Z,

òî σ(x, y) = τ(x, y) = 1 è σ(y, z) = τ(y, z) = 1, à òàê êàê σ ∈ V (X), òî σ(x, z) = 1, ïîýòîìó
τ(x, z) = 1. Åñëè æå x ∈ Y, òî σ(y, z) = τ(y, z) = 1 è σ(y, x) = 1 − τ(x, y) = 0, à ïîñêîëüêó

σ ∈ V (X), òî σ(z, x) = σ(y, z)σ(z, x) 6 σ(y, x) = 0, çíà÷èò, σ(z, x) = 0, ïîýòîìó τ(x, z) = 1.
Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî τ(x, z) = 1. �

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî X ïîðîæäàåò ïàðó

〈

V (X), E(X)
〉

, ãäå V (X) � ýòî ìíîæåñòâî

âåðøèí, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X, à E(X) � ìíî-

æåñòâî ðåáåð, ñîñòîÿùåå èç íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâ-

íûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X. Ïàðó G(X)
.
=

〈

V (X), E(X)
〉

áóäåì íàçûâàòü (íåîðèåíòèðîâàí-

íûì) ãðà�îì ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ σ è τ ïðèíàä-

ëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé σ = σ1, σ2, . . . , σm = τ, â êîòîðîé îòíîøåíèÿ σk−1

è σk ñìåæíû ïðè âñåõ k = 2, . . . ,m. ×åðåç Gσ(X) áóäåì îáîçíà÷àòü òó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè

ãðà�à G(X), êîòîðàÿ ñîäåðæèò äàííîå ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå σ.

4. Îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ãðà�à ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü

σ ∈ V (X). ×åðåç [X]σ îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà X, òî

åñòü [X]σ =
{

[x]σ
}

x∈X
=

{

x
}

x∈X
. Â ñèëó ïóíêòà 4 ïðåäëîæåíèÿ 2 îïðåäåëåíà õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ �óíêöèÿ σ : [X]2σ → B òàêàÿ, ÷òî

σ (x, y) =̇σ(ξ, η), ãäå (ξ, η) � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ x× y.

Î÷åâèäíî,

σ (x, x) = σ(x, x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ [X]σ ;

σ (x, y)σ (y, z) = σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z) = σ (x, z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ [X]σ ;

σ (x, y)σ (y, x) = σ(x, y)σ(y, x) = δx y äëÿ âñåõ x, y ∈ [X]σ (ãäå δx y � ñèìâîë Êðîíåêåðà).

Çíà÷èò, σ ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå [X]σ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê σ (ñì. àêñèîìû (1) â [1℄). Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ [1℄ σ ïîðîæäàåò ãðà� G0([X]σ)
.
=

〈

V0([X]σ), E([X]σ)
〉

, ãäå V0([X]σ) �
ýòî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå [X]σ , à E([X]σ) � ìíîæåñòâî

ðåáåð, ñîñòîÿùåå èç íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ìíîæå-

ñòâà [X]σ . Òàêèì îáðàçîì, σ ∈ V0([X]σ) è îïðåäåëåíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðà�à G0([X]σ),
ñîäåðæàùàÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê σ

(

îáîçíà÷èì åå Gσ
0 ([X]σ)

)

.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = { 1, 2, 3 }, σ =
[ ]

. Òîãäà Gσ(X)=
〈 〉

,
1 1 1

1 1 1

0 0 1

1 1 1

1 1 1

0 0 1

1 1 0

1 1 0

0 0 1

1 1 0

1 1 0

1 1 1

1 1

0 1

1 1

0 1

1 0

0 1

1 0

1 1

✖✕
✗✔

✖✕
✗✔

✖✕
✗✔

✍✌
✎☞

✍✌
✎☞

✍✌
✎☞

[X]σ = { 1, 3 } =
{

{1, 2}, {3}
}

, σ = [ ], G0([X]σ) = Gσ
0 ([X]σ) =

〈 〉

.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèÿ σ, τ ∈ V (X) ÿâëÿþòñÿ ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûìè îòíî-

øåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå òèïà, åñëè [X]σ = [X]τ .

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè σ è τ � ñìåæíûå ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ, îïðå-

äåëåííûå íà ìíîæåñòâå X, òî [X]σ = [X]τ (òî åñòü σ è τ èìåþò îäèí è òîò æå òèï).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñìåæíîñòè îòíîøåíèé σ è τ ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå

îáúåäèíåíèå Y ∪Z = X òàêîå, ÷òî σ
Y×Z
←−−→ τ. Ïóñòü x, y ∈ X. Â ñèëó ñèììåòðèè óòâåðæäåíèÿ

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü èìïëèêàöèþ x
σ
∼ y =⇒ x

τ
∼ y , èëè [x]σ = [y]σ =⇒ [x]τ = [y]τ .

Ïóñòü [x]σ = [y]σ, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî [x]τ 6= [y]τ . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 5

ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî τ(x, y) τ(y, x) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïóíê-

òà 3 ýòîãî æå ïðåäëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà σ(x, y) = σ(y, x) = 1, ñëåäîâàòåëüíî,
(x, y) 6∈ Y × Z è (y, x) 6∈ Y × Z. Çíà÷èò, (x, y), (y, x) ∈ Y 2 ∪ Z2, ïîýòîìó τ(x, y) = σ(x, y) = 1,
τ(y, x) = σ(y, x) = 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. �

Çàìå÷àíèå 2. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîêàçàëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè σ
Y×Z
←−−→ τ,

òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X = Y ∪ Z èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: ëèáî x ⊆ Y, ëèáî x ⊆ Z. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ìíîæåñòâî [X] =̇ [X]σ = [X]τ ïðåäñòàâèìî â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

[X] = [Y ] ∪ [Z], ãäå [Y ] =̇ {x ∈ [X] : x ⊆ Y }, [Z] =̇ {x ∈ [X] : x ⊆ Z }. (3)

Çàìå÷àíèå 3. Â èòîãå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî âñÿêîå îòíîøåíèå σ ∈ V (X) ïîðîæäàåò êîìïî-

íåíòó ñâÿçíîñòè Gσ(X) ãðà�à G(X), ñîâîêóïíîñòü [X]σ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê σ ∈ V0([X]σ), ãðà� G0([X]σ) è åãî êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Gσ
0 ([X]σ). Êðîìå òîãî, åñëè

τ ∈ Gσ(X), òî Gτ (X) = Gσ(X) è [X]τ = [X]σ , à â ïðèâîäèìîì íèæå ïðåäëîæåíèè 5 äîêàçàíî

ðàâåíñòâî Gτ
0([X]τ ) = Gσ

0 ([X]σ).

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ σ è τ îïðåäåëåíû íà

ìíîæåñòâå X, à σ è τ � ýòî ïîðîæäåííûå èìè ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè, îïðåäåëåííûå íà ìíî-

æåñòâàõ [X]σ è [X]τ ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîøåíèÿ σ è τ ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñìåæíû îòíîøåíèÿ σ è τ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê σ, τ ∈ V (X), òî σ ∈ Gσ
0 ([X]σ), τ ∈ Gτ

0([X]τ ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ è τ ñìåæíû, òîãäà ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå Y ∪ Z = X

òàêîå, ÷òî σ
Y×Z
←−−→ τ. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 èìååì [X]σ = [X]τ , à â ñèëó (3) ñïðàâåäëèâî

[X] =̇ [X]σ = [X]τ = [Y ] ∪ [Z]. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî

σ (x, y) = σ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ [Y ]× [Z],

τ (x, y) = τ(x, y) = 1− σ(y, x) = 1− σ (y, x) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ [Y ]× [Z],

τ (x, y) = τ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ [Z]× [Y ],

τ (x, y) = τ(x, y) = σ(x, y) = σ (x, y) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ [Y ]2 ∪ [Z]2.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ
[Y ]×[Z]
←−−→ τ , òî åñòü ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè σ è τ ñìåæíû.

Îáðàòíî: åñëè σ è τ ñìåæíû, òî Gσ
0 ([X]σ) = Gτ

0([X]τ ) è, â ÷àñòíîñòè, [X]σ = [X]τ . Ïóñòü
[X] =̇ [X]σ = [X]τ . Â ñèëó ñìåæíîñòè îòíîøåíèé σ è τ ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

[Y ]∪[Z] = [X] òàêîå, ÷òî σ
[Y ]×[Z]
←−−→ τ . Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè Y =̇ {x ∈ X : x ∈ [Y ] }

è Z =̇ {x ∈ X : x ∈ [Z] }, òî

σ(x, y) = σ (x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z,
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τ(x, y) = τ (x, y) = 1− σ (y, x) = 1− σ(y, x) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z,

τ(x, y) = τ (x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z × Y,

τ(x, y) = τ (x, y) = σ (x, y) = σ(x, y) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y 2 ∪ Z2.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ
Y×Z
←−−→ τ, òî åñòü îòíîøåíèÿ σ è τ ñìåæíû. �

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü σ ∈ V (X). Ñâÿçíûå ãðà�û Gσ(X) è Gσ
0 ([X]σ) èçîìîð�íû.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5 îòîáðàæåíèå Gσ(X) ∋ τ → τ ∈ Gσ
0 ([X]σ) ÿâëÿåòñÿ

èçîìîð�èçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì Gσ(X) è Gσ
0 ([X]σ).

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü σ ∈ V (X) è x ∈ X. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå τ ∈ Gσ(X) òà-
êîå, ÷òî τ(x, y) = τ(y, x) = δx y äëÿ âñåõ y ∈ X. (Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ðå�ëåêñèâíî-òðàí-

çèòèâíîå îòíîøåíèå ÷åðåç σ[x], òî åñòü τ = σ[x].)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �ðà�û Gσ(X) è Gσ
0 ([X]σ) èçîìîð�íû, à â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 [1℄

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå τ ∈ Gσ
0 ([X]σ) òàêîå, ÷òî τ (x, y) = τ (y, x) = δx y äëÿ âñåõ y ∈ [X]σ .

×åðåç τ îáîçíà÷èì ïðîîáðàç îòíîøåíèÿ τ ïðè èçîìîð�èçìå ãðà�îâ Gσ(X)→ Gσ
0 ([X]σ). Òîãäà

τ ∈ Gσ(X), τ(x, y) = τ (x, y) = δx y è τ(y, x) = τ (y, x) = δ y x äëÿ âñåõ y ∈ X. �

Òàêèì îáðàçîì, ïðè �èêñèðîâàííîì σ ∈ V (X) îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå X → Gσ(X), ñîïî-
ñòàâëÿþùåå ýëåìåíòó x ∈ X ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå σ[x]

(

î÷åâèäíî, åñëè x ∼ y,

òî σ[x] = σ[y], íî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî σ[x] = σ[y]
è ïðè [x]σ 6= [y]σ

)

.

Ïðèìåð 2. Â ïðèìåðå 1 ãðà�û Gσ(X) è Gσ
0 ([X]σ) èçîìîð�íû è σ[1] = σ[2] = σ[3] =

[ ]

.

Åñëè X = { 1, 2, 3, 4 }, σ =

[ ]

, òî σ[1] = σ[2] =

[ ]

, σ[3] =

[ ]

, σ[4] =

[ ]

,

✜✜

✜✜ ✜✜

❭❭

❭❭ ❭❭

1 1 0

1 1 0

0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 0 0

1 1 0 0

1 1 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

0 0 1 0

1 1 1 1

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

Gσ(X) : σ′ =

[ ]

, σ′′ =

[ ]

.

σ′

σ[1] σ[3]

σ σ[4] σ′′

5. Áèåêöèÿ ìåæäó êîíå÷íûìè ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûìè îòíîøåíèÿìè è êî-

íå÷íûìè òîïîëîãèÿìè. Îòíîøåíèå σ ∈ V (X) áóäåì íàçâàòü êîíå÷íûì, åñëè ìíîæåñòâî [X]σ
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü card [X]σ <∞. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ

òàêèõ îòíîøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç W (X). Î÷åâèäíî, W (X) ⊆ V (X).
Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X. Ñîâîêóïíîñòü T åãî ïîäìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ òî-

ïîëîãèåé íà X (ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îïðåäåëåíèé [2, . 84℄), åñëè: 1) ∅,X ∈ T; 2) îáúåäèíåíèå
ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ T, ïðèíàäëåæèò T; 3) ïåðåñå÷åíèå êîíå÷-
íîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ T, ïðèíàäëåæèò T. Ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå

ñîâîêóïíîñòè T, íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Åñëè cardT <∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî T
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òîïîëîãèåé.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî T � êîíå÷íàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X

ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå îòêðûòîå ìíîæåñòâî S
T
(x), ñîäåðæàùåå òî÷êó x, ãäå S

T
(x) � ýòî ïå-

ðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó x.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü T � êîíå÷íàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, S ∈ T è x, y, z ∈ X.

1. Åñëè x ∈ S, òî S
T
(x) ⊆ S. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî S =

⋃

x∈S
S

T
(x).

2. Âêëþ÷åíèå y ∈ S
T
(x) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S

T
(y) ⊆ S

T
(x).

3. Åñëè y ∈ S
T
(x), z ∈ S

T
(y), òî z ∈ S

T
(x).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü x ∈ S. Òàê êàê S
T
(x) � ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó x, òî S
T
(x) ⊆ S. Êðîìå òîãî, S =

⋃

x∈S
{x} ⊆

⋃

x∈S
S

T
(x) ⊆ S.

2. Ïóñòü y ∈ S
T
(x), òîãäà S

T
(y) ⊆ S

T
(x). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

3. Òàê êàê S
T
(y) ⊆ S

T
(x) è S

T
(z) ⊆ S

T
(y), òî S

T
(z) ⊆ S

T
(x), ïîýòîìó z ∈ S

T
(x). �

Çà�èêñèðóåì íà ìíîæåñòâå X êîíå÷íóþ òîïîëîãèþ T è ïîñòðîèì �óíêöèþ σ : X2 → B

òàêóþ, ÷òî σ(x, y) = 1, åñëè y ∈ S
T
(x), à èíà÷å σ(x, y) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé äëÿ íåêîòîðîãî ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî x ∈ S
T
(x), ïîýòîìó σ(x, x) = 1. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

σ(x, y)σ(y, z) 6 σ(x, z). Åñëè σ(x, y) = 1, σ(y, z) = 1, òî y ∈ S
T
(x), z ∈ S

T
(y), ñëåäîâàòåëüíî,

z ∈ S
T
(x) (ñì. ïðåäëîæåíèå 8), çíà÷èò, σ(x, z) = 1. Îñòàëüíûå ñëó÷àè òðèâèàëüíû. Òàêèì îá-

ðàçîì, σ ∈ V (X). Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå σ ∈W (X). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
x ∈ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî S

T
(x) = { y ∈ X : σ(x, y) = 1 }, ïîýòîìó â ñèëó (1)

Uσ(x) = S
T
(x), (4)

à òàê êàê S
T
(x) ∈ T, òî âñÿêîå ìíîæåñòâî Uσ(x) ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîé òîïîëîãèè T, çíà÷èò,

èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó [x]σ = { y ∈ X : Uσ(y) = Uσ(x) }, òî êîëè÷åñòâî êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè [x]σ òîæå êîíå÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, σ ∈W (X).
Èòàê, âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X,T), cardT < ∞, ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíî-

øåíèå σ ∈W (X). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè T (X) � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ òîïîëîãèé,

îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X, òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Φ: T (X)→ W (X), T→ σ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Îòîáðàæåíèå Φ: T (X)→W (X) áèåêòèâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè T,T′ ∈ T (X), T 6= T′, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ⊆ X

òàêîå, ÷òî S ∈ T è S 6∈ T′. Òîãäà S =
⋃

x∈S
S

T
(x) è íàéäåòñÿ y ∈ S òàêîå, ÷òî S

T
(y) 6= S

T′
(y)

(

ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå S =
⋃

x∈S
S

T
(x) =

⋃

x∈S
S

T′
(x) ∈ T′

)

. Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè σ = Φ(T), σ′ = Φ(T′), òî ñóùåñòâóåò z ∈ X òàêîå, ÷òî σ(y, z) 6= σ′(y, z). Çíà÷èò,
σ 6= σ′, ïîýòîìó Φ � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Ñþðúåêòèâíîñòü. Çà�èêñèðóåì σ ∈W (X). ×åðåç T îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ òåõ ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíî-

æåñòâ âèäà (1). Äðóãèìè ñëîâàìè, S ∈ T, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå A ⊆ X, ÷òî cardA < ∞
è S =

⋃

x∈A
Uσ(x). Î÷åâèäíî, ∅ ∈ T. Òàê êàê X =

⋃

[x]σ⊆X

[x]σ ⊆
⋃

[x]σ⊆X

Uσ(x) ⊆ X, òî èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî X =
⋃

[x]σ⊆X

Uσ(x). Ïîñêîëüêó card [X]σ <∞, òî X ∈ T. Åñëè F,G ∈ T, òî, î÷åâèäíî,

F ∪G ∈ T. Ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

F =
⋃

x∈A

Uσ(x), G =
⋃

y∈B

Uσ(y) =⇒ F ∩G =
⋃

x∈A, y∈B

(

Uσ(x) ∩ Uσ(y)
)

.

Åñëè S =̇Uσ(x) ∩ Uσ(y) 6= ∅, òî âêëþ÷åíèå z ∈ S âëå÷åò z ∈ Uσ(x), z ∈ Uσ(y), ñëåäîâàòåëüíî,
Uσ(z) ⊆ Uσ(x), Uσ(z) ⊆ Uσ(y), ïîýòîìó [z]σ ⊆ Uσ(z) ⊆ S è S =

⋃

z∈S

{z} ⊆
⋃

z∈S

Uσ(z) ⊆ S. Çíà÷èò,

S =
⋃

z∈S
Uσ(z). Ïóñòü, äàëåå, Q =̇

⋃

[z]σ⊆S

Uσ(z).
(

Ïîñêîëüêó card [X]σ < ∞, òî Q ∈ T.
)

Åñëè

w ∈ Q, òî íàéäåòñÿ z ∈ S òàêîå, ÷òî [z]σ ⊆ S è w ∈ Uσ(z), ïîýòîìó w ∈ S è, ñëåäîâàòåëüíî,

Q ⊆ S. Åñëè æå w ∈ S, òî íàéäåòñÿ z ∈ S òàêîå, ÷òî w ∈ Uσ(z). Âûøå ìû äîêàçàëè èìïëèêàöèþ

z ∈ S =⇒ [z]σ ⊆ S, çíà÷èò, w ∈ Q è, ñëåäîâàòåëüíî, S ⊆ Q. Òàêèì îáðàçîì, S = Q ∈ T, à òàê
êàê cardA <∞ è cardB <∞, òî F ∩G ∈ T. Ñëåäîâàòåëüíî, T ∈ T (X).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîñòè T ñëåäóåò, ÷òî Uσ(x) ∈ T äëÿ âñåõ x ∈ X, òî åñòü Uσ(x) � ýòî

îòêðûòûå ìíîæåñòâà òîïîëîãèè T. Òàê êàê x ∈ Uσ(x), à ST
(x) � ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó x, òî S
T
(x) ⊆ Uσ(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ìíîæåñòâà S

T
(x)
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(êàê ýëåìåíòà ñîâîêóïíîñòè T) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå S
T
(x) =

⋃

z∈A
Uσ(z), cardA <∞, à òàê

êàê x ∈ S
T
(x), òî íàéäåòñÿ z ∈ A òàêîå, ÷òî x ∈ Uσ(z), ñëåäîâàòåëüíî, Uσ(x) ⊆ Uσ(z) ⊆ S

T
(x).

Çíà÷èò, S
T
(x) = Uσ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïóñòü σ′ =̇ Φ(T). Â ñèëó (4) èìååì Uσ′(x) = S

T
(x),

ïîýòîìó Uσ′(x) = Uσ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X. Çíà÷èò, σ′ = σ è Φ(T) = σ. �

6. �ðà� êîíå÷íûõ òîïîëîãèé. Ïóñòü cardX <∞ (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = { 1, . . . , n } �
îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà). Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ òîïîëîãèÿ T, çàäàííàÿ íà X, êîíå÷íà, òî åñòü

T ∈ T (X). Äëÿ ëþáîãî σ ∈ V (X) ñïðàâåäëèâî card [X]σ < ∞, ïîýòîìó σ ∈ W (X). Çíà÷èò,
W (X) = V (X) è ImΦ = V (X).

Â ñèëó áèåêöèè Φ−1 : V (X) → T (X) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíàìè ãðà�à

〈

V (X), E(X)
〉

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå òîïîëîãèè (ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T (X)). Ïðè ýòîì ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî

òîïîëîãèè T,T′ ∈ T (X) ñìåæíû, åñëè ñìåæíû îòíîøåíèÿ Φ(T),Φ(T′) ∈ V (X). Ìîæíî òàêæå

ãîâîðèòü, ÷òî

〈

T (X), E(X)
〉

� ýòî ãðà� êîíå÷íûõ òîïîëîãèé.

Ïðèìåð 3. Â ïðèìåðå 2 òîïîëîãèÿ Φ−1(σ) =
{

∅, {1, 2, 3, 4}, {3, 4}, {4}
}

ñìåæíà ñ òîïîëî-

ãèÿìè

Φ−1(σ[1]) =
{

∅, {1, 2}, {3, 4}, {4}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}
}

,

Φ−1(σ[4]) =
{

∅, {1, 2, 3}, {3}, {4}, {3, 4}, {1, 2, 3, 4}
}

,

êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, òîæå ñìåæíû.

Ñåìåéñòâî {X1, . . . ,Xm }, ñîñòîÿùåå èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, áóäåì íàçûâàòü åãî

ðàçáèåíèåì, åñëè

m
⋃

k=1

Xk = X è Xi ∩Xj = ∅ ïðè i 6= j. (Î÷åâèäíî, m 6 n.) Ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç P(X), à ÷åðåç Pm(X) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ òåõ

ðàçáèåíèé, êîòîðûå èìåþò ðîâíî m êîìïîíåíò. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî cardPm(X) = S(n,m),
ãäå S(n,m)� ÷èñëà Ñòèðëèíãà 2-ãî ðîäà (ñì., íàïðèìåð, [3, . 102℄). Çàìåòèì åùå, ÷òî â [3, . 121℄

ïðèâåäåíà ÿâíàÿ �îðìóëà

S(n,m) =
1

m!

m
∑

k=0

(−1)m−k
(m

k

)

kn.

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî σ ∈ V (X) ñåìåéñòâî [X]σ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X.

×åðåç V0(X) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæå-

ñòâåX. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì V0(X) è ìíîæåñòâîì
âñåõ ïîìå÷åííûõ òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ, îïðåäåëåííûõ íà X (ñì., íàïðèìåð, [4, . 28℄); â ñâîþ

î÷åðåäü, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèì ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì

âñåõ ïîìå÷åííûõ T0-òîïîëîãèé, îïðåäåëåííûõ íàX (ñì., íàïðèìåð, [5, . 256℄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

T0(n) ÷èñëî òàêèõ òîïîëîãèé. Ïîëàãàåì T0(0) = 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ∈ N, G(X) =̇
〈

V (X), E(X)
〉

� ãðà� ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îò-

íîøåíèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X =̇ { 1, . . . , n }. Òîãäà

cardV (X) =

n
∑

m=1

S(n,m)T0(m),

à åñëè [G(X) ] � ýòî ñîâîêóïíîñòü ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðà�à G(X), òî

card [G(X) ] =

n
∑

m=1

S(n,m)T0(m−1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâàÿ �îðìóëà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ cardV (X) = cardT (X)

è cardT (X) =
n
∑

m=1
S(n,m)T0(m) (ñì., íàïðèìåð, [6�8℄).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 âñå âåðøèíû ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Gσ(X) ãðà�à G(X) èìåþò îäèí

è òîò æå òèï [X]σ , ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî {X1, . . . ,Xm } ∈ P(X) îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ

ãðà�îâ G(X1, . . . ,Xm) =̇
{

Gσ(X) : [X]σ = {X1, . . . ,Xm }
}

.
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Î÷åâèäíî,

[G(X) ] =
⋃

{X1,...,Xm }∈P(X)

G(X1, . . . ,Xm),

card [G(X) ] =
∑

{X1,...,Xm }∈P(X)

cardG(X1, . . . ,Xm) =

n
∑

m=1

∑

{X1,...,Xm }∈Pm(X)

cardG(X1, . . . ,Xm).

Çà�èêñèðóåì ðàçáèåíèå P =̇ {X1, . . . ,Xm }. Î÷åâèäíî, P ∈ Pm(X). Êðîìå òîãî, P ïîðîæäàåò

ñåìåéñòâî G(X1, . . . ,Xm) è ãðà� G0(P ), âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè,

îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå P. ×åðåç [G0(P ) ] îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ñâÿçíûõ êîìïîíåíò

ãðà�à G0(P ). Â ñèëó òåîðåìû 1 [1℄ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî card [G0(P ) ] = T0(m−1).
Çà�èêñèðóåì êîìïîíåíòó Gσ(X) ∈ G(X1, . . . ,Xm), è ïóñòü σ′ ∈ V (X) � åå ïðåäñòàâè-

òåëü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ′ = σ). Î÷åâèäíî, [X]σ = P. Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 3 îòíîøåíèå σ ïîðîæäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê σ ∈ V0([X]σ) = V0(P ) è ñâÿçíóþ

êîìïîíåíòó Gσ
0 ([X]σ) = Gσ

0 (P ) ãðà�à G0([X]σ) = G0(P ). Çíà÷èò, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ϕ : Gσ(X)→ Gσ
0 (P ), äåéñòâóþùåå èç G(X1, . . . ,Xm) â [G0(P ) ].

Èíúåêòèâíîñòü ϕ. Äîïóñòèì, ÷òî Gσ
0 (P ) = Gτ

0(P ) äëÿ íåêîòîðûõ σ, τ ∈ V (X). Ñëåäîâàòåëü-
íî, τ ∈ Gσ

0 (P ), è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ è τ � ñìåæíûå ÷àñòè÷íûå

ïîðÿäêè. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5 îòíîøåíèÿ σ è τ òîæå ñìåæíû, ïîýòîìó Gσ(X) = Gτ (X).
Ñþðúåêòèâíîñòü ϕ. Ïóñòü Gτ

0(P ) ∈ [G0(P ) ] äëÿ íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà τ ∈ V0(P ).
Îí ïîðîæäàåò �óíêöèþ σ : X2→ B òàêóþ, ÷òî σ(x, y) =̇ τ (Xi,Xj) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Xi × Xj .

Åñëè (x, y, z) ∈ Xi ×Xj ×Xk, òî

σ(x, x) = τ (Xi,Xi) = 1,

σ(x, y)σ(y, z) = τ (Xi,Xj) τ (Xj ,Xk) 6 τ (Xi,Xk) = σ(x, z),

ñëåäîâàòåëüíî, σ ∈ V (X) è îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå [X]σ. Çà�èêñèðóåì èíäåêñ i è x ∈ Xi.

Äëÿ âñåõ y ∈ Xi, η ∈ X ñïðàâåäëèâî σ(x, η) = τ (Xi,Xj) = σ(y, η) (ãäå j òàêîâî, ÷òî η ∈ Xj).

Ñëåäîâàòåëüíî, Uσ(x) = Uσ(y), x ∼ y, y ∈ [x]σ. Çíà÷èò, Xi ⊆ [x]σ . Ïóñòü, äàëåå, z ∈ [x]σ, à j

òàêîâî, ÷òî z ∈ Xj . Òàê êàê x ∼ z, òî σ(x, η) = σ(z, η) äëÿ âñåõ η ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî,

1) åñëè η ∈ Xj, òî τ (Xi,Xj) = σ(x, η) = σ(z, η) = τ (Xj ,Xj) = 1;
2) åñëè η ∈ Xi, òî τ (Xj ,Xi) = σ(z, η) = σ(x, η) = τ (Xi,Xi) = 1;

ïîýòîìó τ (Xi,Xj) τ (Xj ,Xi) = 1, çíà÷èò, i = j (ïîñêîëüêó τ � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê) è z ∈ Xi.

Ñëåäîâàòåëüíî, [x]σ ⊆ Xi, ïîýòîìó [x]σ = Xi è ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ x ∈ Xi =⇒ [x]σ = Xi.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà. Òàêèì îáðàçîì, [X]σ = P è Gσ(X) ∈ G(X1, . . . ,Xm). Òàê êàê

(

ξ ∈ Xi ⇐⇒ ξ = Xi

)

, òî σ (x, y) = σ(x, y) = τ (Xi,Xj) = τ (x, y), ïîýòîìó σ = τ . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ϕ
(

Gσ(X)
)

= Gσ
0 (P ) = Gτ

0(P ), òî åñòü Imϕ = [G0(P ) ]. Èòàê, ϕ � áèåêöèÿ, ïîýòîìó

ìíîæåñòâà G(X1, . . . ,Xm) è [G0(P ) ] ðàâíîìîùíû. Çíà÷èò, cardG(X1, . . . ,Xm) = T0(m−1) è

card [G(X) ] =
n
∑

m=1

∑

{X1,...,Xm }∈Pm(X)

T0(m−1) =
n
∑

m=1

cardPm(X)T0(m−1) =
n
∑

m=1

S(n,m)T0(m−1).
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Any binary relation σ ⊆ X2
(where X is an arbitrary set) generates on the set X2

a harateristi funtion:

if (x, y) ∈ σ, then σ(x, y) = 1, otherwise σ(x, y) = 0. In terms of harateristi funtions we introdue on the
set of all binary relations of the set X the onept of a binary re�exive relation of adjaeny and determine

an algebrai system onsisting of all binary relations of the set and of all unordered pairs of various adjaent

binary relations. If X is a �nite set then this algebrai system is a graph (¾the graph of graphs¿).

It is shown that if σ and τ are adjaent relations then σ is a re�exive-transitive relation if and only if τ

is a re�exive-transitive relation. Several struture features of the graph G(X) of re�exive-transitive relations
are investigated. In partiular, if X onsists of n elements, and T0(n) is the number of labeled T0-topologies

de�ned on the set X, then the number of onneted omponents is equal to

∑

n

m=1
S(n,m)T0(m−1), where

S(n,m) are Stirling numbers of seond kind. (It is well known that the number of verties in a graph G(X)
is equal to

∑

n

m=1
S(n,m)T0(m).)
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