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ÊËÈÔÔÎ�ÄÀ È ÎÑÖÈËËßÖÈÈ ÌÅÒ�ÈÊÈ ÌÀËÛÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ

Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ

Ñîïîñòàâëÿÿ ðåàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî), È. Íüþòîí ðàññìàòðèâàë åãî êàê âìåñòèëèùå è íå íàäåëÿë êàêîé-ëèáî âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé.

Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê �åíîìåíîëîãè÷åñêîìó îïèñàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ ñèëîâûõ

ïîëåé è âûíóæäàåò êàæäîìó ñèëîâîìó ïîëþ ñîïîñòàâëÿòü èñòî÷íèê. Íåêîððåêòíàÿ, îäíàêî, âåñüìà

ý��åêòèâíàÿ â âîïðîñàõ ñòàòèêè èíòåðïðåòàöèÿ àëãåáðû Êëè��îðäà â âèäå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè, ïîëó÷èâøàÿ ïîâñåìåñòíîå ïðèçíàíèå áëàãîäàðÿ óñèëèÿì Õåâèñàéäà, íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé â åå

ìàòåìàòè÷åñêîì ïîíèìàíèè. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îòñóòñòâèå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-

êå ìåðû (ñïèí), íàáëþäàåìîé ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Â îòëè÷èå îò òàêîãî ïîäõîäà â ðàáîòå ðåàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, îáëàäàþùåå àëãåáðîé Êëè��îðäà, ÷òî ïîçâîëÿåò ââîäèòü ìåðû, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèÿìè òðèàäà,

÷åòûðåàäà, è äîïóñêàþò ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òðåõìåðíûõ ïîëåé. Îáúåêòàì

ðåàëüíîñòè, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ òåðìèíàìè ¾çàðÿä¿, ¾òî÷å÷íàÿ ìàññà¿, ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñèëîâûå ïî-

ëÿ, îáúÿñíÿþùèå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ëåæàâøèõ â îñíîâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ïðîøëîì âåêå.

Îñîáåííîñòè ñèëîâûõ ïîëåé îòíåñåíû ê îñîáåííîñòÿì ìåòðèêè è äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå ñòàòè÷åñêè

óñòîé÷èâûõ îáðàçîâàíèé áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòóëàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �èçè÷åñêèå ïîëÿ, ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà, îñöèëëÿöèè ìåòðèêè, àëãåáðà Êëè��îðäà.

Ââåäåíèå. Ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ èçäåëèÿ çàäàííîé ñòðóêòóðû è, êàê ñëåäñòâèå, çàäàííûõ

ñâîéñòâ ðåøàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàçëè÷íûìè ïðèåìàìè. Ñîâîêóïíîñòü

ýòèõ ïðèåìîâ åñòü çíàíèÿ, íàêîïëåííûå â ïðîöåññå òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè è îáîçíà÷àåìûå ïî-

íÿòèåì Òåõíîëîãèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû Ìåõàíèêà åñòü íàáîð ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòåé-

øèõ ÿâëåíèé ìàêðîìèðà. Îíà ââîäèò ìàòåìàòè÷åñêèå êàòåãîðèè è ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ, íåîá-

õîäèìûå äëÿ ðàñøè�ðîâêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåõ-

íîëîãè÷åñêèõ ïðèåìîâ, ïðèâîäÿùèõ ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.

Êîãäà ìû èìååì äåëî ñ êîíòèíóóìîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è òåë, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñïëîø-

íîé ñðåäû. Ïðè îïèñàíèè �èçè÷åñêèõ ïîëåé, óïðóãîé äå�îðìàöèè ñðåäû, òå÷åíèé â ñðåäå, åñëè

åå âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ìîæíî ñòîÿòü íà ïîçèöèè êîíòèíóàëüíîñòè.

Íàïðèìåð, îïèñàíèå íåóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà ñðå-

äû, îïèñàíèå åå ðàçðóøåíèÿ, îïèñàíèå òå÷åíèÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà è ò. ä. ðåàëèçóåò êîíöåïöèÿ

äèñêðåòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíîñòè, ñ êîòîðîé íàì ïðèõîäèòñÿ

èìåòü äåëî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷, ìû ïîñòîÿííî ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé âûáîðà

êîíöåïöèè. Êîíöåïöèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîäðàçóìåâàåò äîïóñòèìîñòü ðàáîòàòü ñ îñðåäíåííûìè,

èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé

äèñêðåòíîñòè âñå îáúåêòû îáëàäàþò âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, è ïîòîìó êîíòèíóàëüíîå îïèñà-

íèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðèáëèæåíèåì.

�àçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé, òî åñòü îïûò ðàáîòû ñ îáúåêòàìè ìàëûõ ðàçìåðîâ ïîðÿäêà

íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ (íàíî = 10−9
), ñòàâèò çàäà÷ó îïèñàíèÿ èõ ñòðóêòóðû êàê ñîâîêóïíî-

ñòè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òåë èëè äðóãèõ êîíòèíóàëüíûõ ñòðóêòóð. Ïðè

ýòèõ ïîñòðîåíèÿõ ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ãåîìåò-

ðèåé Åâêëèäà, à ýëåìåíòàì äèñêðåòíîñòè ïðèïèñûâàþòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà. Áîëü-

øàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ïðåîäîëåòü ïðîáëå-

ìû, ñâÿçàííûå ñ èõ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
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�àêòû äîëæíû ñðàâíèâàòüñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ èñïûòàíèé, ïðîâîäèìûõ íàä îáðàçöàìè

êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. È äàæå õîðîøåå èõ ñîâïàäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì âîçìîæíîñòè

ïðèìåíåíèÿ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé â äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ

îòêðûòûì âîïðîñ î �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîñòè.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîøëûì âåêîì òî÷íîñòü èçìåðèòåëüíîé òåõíèêè âûðîñëà, è â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ìû èìååì ìàññó �àêòîâ, êîòîðûå íå íàõîäÿò âîîáùå êàêîãî-ëèáî îáúÿñíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îòñóòñòâèå çíàíèé çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ ðåàëüíîñòè, ðàç-

ìåðû êîòîðûõ ìàëû, âûíóæäàåò íàñ ðàñïðîñòðàíÿòü çàêîíîìåðíîñòè ìàêðîìèðà íà ìèêðî-

ìèð. Òðóäíîñòè ðàñøè�ðîâêè ðåçóëüòàòîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèåìîâ íà ÿçûêå ìàêðîïðîöåñ-

ñîâ ãîâîðÿò âîîáùå î íåêîððåêòíîñòè òàêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ìåõàíèêà êàê ìåòîä àíàëèçà ïðîÿâëåíèé ðåàëüíîñòè [1℄ ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå åäèíûõ

ïðèíöèïîâ îïèñàíèÿ êàê ïðîöåññîâ ìàêðîìèðà, òàê è ïðîöåññîâ ìèêðîìèðà.

1. Ñèëîâûå ïîëÿ ìèêðîìèðà. Òàêàÿ ïîïûòêà áûëà ðåàëèçîâàíà â [2, 3℄. �åçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îáúÿñíÿåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñèëîâîå

ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà èìååò âèä

fr =
α

r2
cos

√

β

r
,

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò çàðÿäà äî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, α, β � ïàðàìåòðû. Íà áîëüøèõ ðàñ-

ñòîÿíèÿõ èìååì îáû÷íîå êóëîíîâñêîå ïîëå fr =
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√
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ìåñòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ èëè ñèëû îòòàëêèâàíèÿ.
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�èíèòíûå äâèæåíèÿ çàðÿäà ñ òðàåêòîðèÿìè, áëèçêè-

ìè ê îêðóæíîñòè. Íàïðèìåð, íà ðàññòîÿíèÿõ r1,2 =
=
√

r2 + (z ∓ a)2 îò òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, a)
è (0, 0,−a), â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ñîîòâåòñòâåííî

çàðÿäû σ1 è σ2, èìååì ïîëå
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Óäâîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè óäåëüíîé ýíåðãèè ïîëÿ

1
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îïðåäåëÿåò åå èçìåíåíèå
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σ1σ2
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∫
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cos

√

1

r1
· cos
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1

r2
· r

2 + z2 − a2

2r31r
3
2

r dr dϕdz

â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çàðÿäàìè. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé

a = 0.001�0.01 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåêòðî-

ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ äâóõ çàðÿäîâ êàê �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ìîæíî ñ÷èòàòü ñòóïåí-

÷àòûì. Èìåííî äèñêðåòíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ïîçâîëèëî Ì.Ïëàíêó îáúÿñíèòü

ýêñïåðèìåíòàëüíûå êðèâûå ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëîñòè

ïðè �èêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå, à Äåáàþ � ìîëÿðíóþ òåïëîåìêîñòü òâåðäûõ òåë ïðè íèç-

êîé òåìïåðàòóðå. Ïðè �îòîý��åêòå ÷àñòîòà ñâåòà, ïàäàþùåãî íà ìåòàëë, îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ

âûáèòûõ ýëåêòðîíîâ, à åãî èíòåíñèâíîñòü � èõ êîëè÷åñòâî. Ïðè íàëè÷èè ëþáîé ðåãóëÿðíîé
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ñòðóêòóðû ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ â ïîëîæåíèÿõ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Èõ êîëåáàíèÿì â ýòèõ ïîëîæåíèÿõ ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèå èëè ïîãëîùåíèå ýíåðãèè �èêñè-

ðîâàííîé ÷àñòîòû. Ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû ïàäàþùåãî ñâåòà ñ ýòîé �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòîé

íàñòóïàåò ÿâëåíèå ðåçîíàíñà. Ýëåêòðîí ïîêèäàåò îáëàñòü ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè, êîãäà åãî ýíåðãèÿ äîñòèãíåò íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Èíòåíñèâíîñòü

ñâåòà íå âëèÿåò íà âåëè÷èíó ýòîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî ëèíåé÷àòûé ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà áûë ïîâîäîì äëÿ ââåäåíèÿ îñ-

öèëëÿöèè ñèëû, óêàçàííîé âûøå. Òåðì T =
R

n2
, ãäå R � êîíñòàíòà �èäáåðãà, ñîîòâåòñòâóåò

âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ 2πn +
π

2
>

√

β

r
> πn, â êîòîðîì âîçìîæíî óñòîé÷èâîå ïî êîîðäèíàòå r

ïðåáûâàíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû. Äâèæåíèå ñ ýíåðãèåé, íå ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîþ, ïðèâîäèò

ê ïåðåõîäó â äðóãîé ñëîé. Òåðìó T0 ñîîòâåòñòâóåò ñ�åðà áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà. Ñ ðî-

ñòîì n ñëîè ïðèáëèæàþòñÿ ê öåíòðó è õàðàêòåðíàÿ äëÿ ñëîÿ ýíåðãèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ.

Åñëè ïîä ðàçìåðîì óñòîé÷èâûõ îáðàçîâàíèé òèïà ýëåìåíòîâ òàáëèöû Ä.È. Ìåíäåëååâà ïî-

íèìàòü ðàññòîÿíèå r∗1 îò öåíòðà, íà êîòîðîì ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü

ïåðâûé ðàç, òî åñòü

fr =
α

r2
cos

√

β

r∗k
= 0 ⇒

√

β

r∗k
= k

π

2
, k = 1,

òî âñå îíè èìåþò ðàçìåðû îäíîãî ïîðÿäêà.

Íåìîíîòîííîñòü îòêëîíåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïîòîêà, îáóñëîâëåííàÿ îñöèëëÿöèÿìè íà-

ïðÿæåííîñòè ñèëîâîãî ïîëÿ ðàññåèâàþùåãî öåíòðà, ïðèâîäèò ê êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì

èõ ïëîòíîñòè íà ýêðàíå, ÷òî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äè�ðàêöèþ àíñàìáëÿ ÷àñòèö.

Èòàê, ïåðå÷èñëåíû îïûòû, êîòîðûå â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà âûíóäèëè ïðîâåñòè ïåðåñìîòð

êîíöåïöèé êëàññè÷åñêîé �èçèêè è â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Îòìå÷àåì, ÷òî ââåäåííûå îñöèëëÿöèè ïîëÿ çàðÿäà åñòü òàêîé æå �åíîìåíîëîãè÷åñêèé �àêò,

êàê è ïåðâûå ïîñòóëàòû íà ïóòè ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ïîñòóëàòîâ

êâàíòîâîé ìåõàíèêè îí ââîäèò äåòåðìèíèçì â âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé ìèêðîìèðà.

Íåò îòâåòà íà âîïðîñ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îñöèëëÿöèé, êàêîâî çíà÷åíèå ïîñòîÿííûõ,

�èãóðèðóþùèõ â âûðàæåíèè ñèëû. Íå óñòðàíåíà îñîáåííîñòü ïîëÿ â íóëå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîáëåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî êîíòèíóóìà è ê ïðîáëåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîëÿ.

Â 1911 ãîäó À.Â. Êîíâåé [4℄ è íåçàâèñèìî â 1912 ãîäó Ë. Çèëüáåðøòåéí [5℄ ïîñòðîèëè êâà-

òåðíèîííûé àíàëîã ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî èñïîëü-

çîâàíèå ïîëíûõ êâàòåðíèîíîâ, à íå òîëüêî èõ âåêòîðíûõ ÷àñòåé ïðåäîñòàâëÿåò åñòåñòâåííóþ

âîçìîæíîñòü çàïèñè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â âèäå, ÿâíî êîâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèé Ëîðåíöà. Òàêàÿ çàïèñü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà èõ òåíçîðíîé

�îðìóëèðîâêå. Òåì ñàìûì Êîíâåé è Çèëüáåðøòåéí ïîêàçàëè, ÷òî ëþáûå �èçè÷åñêèå ïîëÿ

(ýëåêòðîìàãíèòíîå, ãðàâèòàöèîííîå), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ìîãóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ êâàòåðíèîíàìè èëè îêòàâàìè. Îáúåêòèâíûõ ïðè-
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÷èí, êðîìå èíåðöèîííîñòè ìûøëåíèÿ, ïðåïÿòñòâóþùèõ ýòîìó, íåò.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåó÷åò ñêàëÿðíîé êîìïîíåíòû ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ è âåêòîðíîé êîìïîíåíòû ïðè îïèñàíèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íåêîððåêòíû.

Â òàêîé ïîñòàíîâêå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîëÿ, ñâîäÿòñÿ ê âîëíîâûì óðàâíåíèÿì, è ïðè-

÷èíîé îòìå÷åííûõ îñöèëëÿöèé ìîæåò áûòü ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà.

2. Îñöèëëÿöèè ñèëîâîãî ïîëÿ êàê îñöèëëÿöèè ìåòðèêè. Âûÿñíèì, ïðè êàêîé ìåò-

ðèêå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èìåþò îñöèëëÿöèè, ïîäîáíûå îñöèëëÿöèÿì ââåäåííîé

âûøå ñèëû. Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïñåâäîåâêëèäîâîé ìåòðèêîé áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü èçîìîð�íûå ÷èñëó-êâàòåðíèîíó è ÷èñëó-îêòàâå V = V 0 + ταV
α
, V 0, V α ∈ C, ñî-

îòâåòñòâåííî âåêòîð-êâàòåðíèîí V = eV 0 + iV 1 + jV 2 + kV 3 = v + v̄ è âåêòîð-îêòàâó

V = eV 0 + iV 1 + jV 2 + kV 3 +EV 4 + IV 5 + JV 6 +KV 7 = v+ v̄+ V + V̄ . Êàê äåêàðòîâûì êîîð-

äèíàòàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ êðèâîëèíåéíûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû, òàê è ýëåìåíòàì e, i, j,k
âåêòîð-êâàòåðíèîíà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòû e0, e1, e2, e3 òîãî æå âåêòîð-êâàòåðíèîíà â

êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðàâèëà êâàòåðíèîííîãî ïåðåìíîæåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ e0, e1, e2, e3 òàêèå æå, êàê è äëÿ ýëåìåíòîâ e, i, j,k. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ýëåìåíòàì

îêòàâû E, I,J,K ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòû E0,E1,E2,E3. Òàê âîçíèêàåò îïèñàíèå îêòàâû

â êðèâîëèíåéíîì îðòîãîíàëüíîì áàçèñå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà ìîæíî ñîïî-

ñòàâèòü âåêòîð-îêòàâó

X = e0x
0 + ekx

k +E0X
0 +EkX

k, xk,Xk ∈ R, x0 ≡ i c t, X0 ≡ i c T.

Îïåðàòîðû íàáëû-îêòàâû, ââîäèìûå ñîîòíîøåíèÿìè

∇± = eα
∂

∂xα
+Eα

∂

∂Xα
= ∓e0

i

c

∂

∂t
+ ek

∂

∂xk
∓E0

i

c

∂

∂T
+Ek

∂

∂Xk
,

∇̃± = ∓e0
i

c

∂

∂t
− ek

∂

∂xk
∓E0

i

c

∂

∂T
−Ek

∂

∂Xk
,

äåêëàðèðóþò çàâèñèìîñòü �óíêöèé îò âîñüìè ïåðåìåííûõ: îò âðåìåíè t è âðåìåíè T , îò êîîð-
äèíàò xk è êîîðäèíàò Xk

. Ïðîñòðàíñòâî ÷åòûðåõìåðíîå, è ðåàëüíî ìû èìååì ÷åòûðå ïåðåìåí-

íûå t ≡ T, xk ≡ Xk
, íî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà â îïèñàíèè êîìïîíåíò ïîëÿ

�èãóðèðóåò äâàæäû è ïîòîìó èìååò äâîéíîå íà÷åðòàíèå:

∇ ◦V = − i

c

∂v

∂t
− div v̄ +

i

c

∂V

∂T
−Div V̄ −

− i

c

∂v̄

∂t
+ grad v + rot v̄ − i

c

∂V̄

∂T
−GradV − Rot V̄ −

− i

c

∂V

∂t
− div V̄ − i

c

∂v

∂T
+Div v̄ −

− i

c

∂V̄

∂t
+ gradV − rot V̄ +

i

c

∂v̄

∂T
+Grad v − Rot v̄.

Ïðè ïîñòðîåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáû÷íû-

ìè îïåðàòîðàìè div Rot, Div rot; gradDiv, Grad div; rotGrad, Rot grad. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè

îïåðàòîðû áóäóò äàâàòü òîæäåñòâåííûé íóëü ïðè óñëîâèè

v(t, x, y, z, T,X, Y, Z) ≡ v(t, x, y, z), v̄(t, x, y, z, T,X, Y, Z) ≡ v̄(t, x, y, z),

V (t, x, y, z, T,X, Y, Z) ≡ V (t, x, y, z), V̄ (t, x, y, z, T,X, Y, Z) ≡ V̄ (t, x, y, z),

òî åñòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç äâóõ êâàòåðíèîíîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îêòàâó, çàâèñèò îò

ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Îãðàíè÷èìñÿ èìåííî ýòèì ñëó÷àåì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà ñîïîñòàâëÿåòñÿ íå îêòàâà, à äâà êâàòåðíèîíà.

Ïðè íàëè÷èè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíòåðâàë èìååò âèä

ds2 = dr ◦ dr∗ = (cdt)2 −
(

dρ

dr
dr

)2

− (ρdθ)2 − (ρ sin θdϕ)2,
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ãäå ρ(r) � �óíêöèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ îñöèëëÿöèè ïîòåíöèàëà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r. Äè�-
�åðåíöèàëüíûå îïåðàöèè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

grad V =
e1

dρ/dr

∂V

∂r
+

e2

ρ

∂V

∂θ
+

e3

ρ sin θ

∂V

∂ϕ
= e1

∂V

∂ρ
+

e2

ρ

∂V

∂θ
+

e3

ρ sin θ

∂V

∂ϕ
,

div V =
1

(dρ/dr)ρ2 sin θ

[

∂(V 1ρ2 sin θ)

∂r
+

∂
(

(dρ/dr)V 2ρ sin θ
)

∂θ
+

∂
(

(dρ/dr)ρV 3
)

∂ϕ

]

=

=
1

ρ2 sin θ

[

∂(V 1ρ2 sin θ)

∂ρ
+

∂
(

V 2ρ sin θ
)

∂θ
+

∂
(

ρV 3
)

∂ϕ

]

,

(rotV)1 =
1

ρ2 sin θ

[

∂
(

V 3ρ sin θ
)

∂θ
+

∂
(

V 2 ρ
)

∂ϕ

]

,

(rotV)2 =
1

ρ sin θ (dρ/dr)

[

∂
(

V 1(dρ/dr)
)

∂ϕ
− ∂

(

V 3ρ sin θ
)

∂r

]

=
1

ρ sin θ

[

∂
(

V 1
)

∂ϕ
− ∂

(

V 3ρ sin θ
)

∂ρ

]

,

(rotV)3 =
1

(dρ/dr)ρ

[

∂
(

V 2ρ
)

∂r
− ∂

(

V 1(dρ/dr)
)

∂θ

]

=
1

ρ

[

∂
(

V 2ρ
)

∂ρ
− ∂

(

V 1
)

∂θ

]

,

div grad V =
1

(dρ/dr)ρ2
∂

∂r

(

ρ2

dρ/dr

∂V

∂r

)

+
1

ρ2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
1

(ρ sin θ)2
∂2V

∂ϕ2
=

=
1

ρ2
∂

∂ρ

(

ρ2
∂V

∂ρ

)

+
1

ρ2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
1

(ρ sin θ)2
∂2V

∂ϕ2
.

Ñêàëÿðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

εµ

ω2

∂2V

∂t2
− div gradV = 0 (εµ = 1/c2) èìååò ðåøåíèå

V = Rn(ρ) exp

(

±i
ω√
εµ

t

)

Ymn(θ, ϕ),

ãäå Ymn(θ, ϕ) � ïîâåðõíîñòíàÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà è

Rn(ρ) =















ρ−(n+1)

[

α0 +
∞
∑

k=1

αk(ωρ)
2k

]

, αk =
αk−1ω

2

2k(2n + 1− 2k)
,

ρn
[

β0 +
∞
∑

k=1

βk(ωρ)
2k

]

, βk =
βk−1ω

2

2k(2n + 1 + 2k)
,

� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ω2Rn +
1

(dρ/dr)ρ2
d

dr

(

ρ2

dρ/dr

∂Rn

∂r

)

− n(n+ 1)

ρ2
Rn = 0 −→

−→ d

dρ

(

ρ2
∂Rn

∂ρ

)

+
[

ω2ρ2 − n(n+ 1)
]

Rn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñâåëîñü ê çàìåíå r −→ ρ(r).
Íàïðèìåð, ñòàòè÷åñêîå ïîëå

E = −e1
2α2

r2
cos

(

2

√

k

r

)

= −e1
α2

r2
exp

(

i2

√

k

r

)

− e1
α2

r2
exp

(

−i2

√

k

r

)

åñòü ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ïîëåé:

E± = gradV ± =
e1

dρ±/dr

∂V ±

∂r
= e1

∂V ±

∂ρ±
= e1

∂

∂ρ±

(

1

ρ±

)

=
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= −e1
1

ρ±ρ±
= −e1

α2

r2
exp

(

±i2

√

k

r

)

−→

−→ ρ± =
r

α
exp

(

∓i

√

k

r

)

. (2.1)

Ïîòåíöèàëû V + = 1/ρ+ è V − = 1/ρ− ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñêàëÿðíûå êîìïîíåí-

òû âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ êâàòåðíèîíîâ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîãî êîíòèíóóìà ïñåâäîåâêëèäîâà, à ïðè ìàëûõ r èìååì äâà ýêçåìïëÿðà êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííûõ êîíòèíóóìîâ.

Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ îçíà÷àåò, ÷òî

ds2 = dr ◦ dr∗ = (cdt)2 −
(

dρr
dr

dr

)2

− (ρdϕ)2 −
(

dρz
dz

)2

dz,

ãäå

ρr =
r

αr

exp

(

±i

√

kr
r

)

, ρz =
z

αz

exp

(

±i

√

kz
|z|

)

(2.2)

� �óíêöèè, îáåñïå÷èâàþùèå îñöèëëÿöèè ïîòåíöèàëà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r è |z|.
Ñêàëÿðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ

V = Jn [ρ(r)] exp

(

±i
ω√
εµ

t

){

cos(nϕ), cosh(kρz),
sin(nϕ), sinh(kρz),

ãäå Jn [ρ(r)] � �óíêöèÿ Áåññåëÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

ω2Jn +

[

1

(dρr/dr)ρr

∂

∂r

(

ρr
(dρr/dr)

∂Jn
∂r

)

+

(

k2 − n2

ρ2r

)

Jn

]

= 0 −→

−→ ρr
∂

∂ρr

(

ρr
∂Jn
∂ρr

)

+
[(

ω2 + k2
)

ρ2r − n2
]

Jn = 0.

Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìåòðèêà è ðåøåíèå ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

ds2 = dr ◦ dr∗ = (cdt)2 −
(

dρx
dx

dx

)2

−
(

dρy
dy

dy

)2

−
(

dρz
dz

dz

)2

,

ãäå

ρx =
x

αx

exp

(

±i

√

kx
x

)

, ρy =
y

αy

exp

(

±i

√

ky
y

)

, ρz =
z

αz

exp

(

±i

√

kz
|z|

)

, (2.3)

V = exp

(

±i
ω√
εµ

t

){

cos(nxρx), cos(nyρy), cos(nzρz),
sin(nxρx), sin(nyρy), sin(nzρz),

n2
x + n2

y + n2
z = ω2.

Â ñëó÷àå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè âåêòîðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

εµ

ω2

∂2V

∂t2
− grad divV+ rot rotV = 0

èìååò ðåøåíèÿ V1 = grad V, V2 = rot (e1ρV ), V3 =
1

ω
rot rot (e1ρV ), ãäå �óíêöèÿ V = V ±

�

ðåøåíèå ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ ìåòðèê (2.1).

Òàêèì îáðàçîì, îñöèëëÿöèè �èçè÷åñêèõ ïîëåé â ìàëûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà åñòü ñëåä-

ñòâèå îñöèëëÿöèé ìåòðèêè.
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Ïî Ôðåíåëþ, êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðóþ ïðèõîäèò ïëîñêàÿ âîëíà, ñòàíîâèòñÿ

èñòî÷íèêîì ñ�åðè÷åñêîé âîëíû. Ýòîò �àêò ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ îñöèëëÿöèåé ìåòðèêè. Èñ-

òî÷íèêîì ñ�åðè÷åñêîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé grad ρ èìååò ñòàöèîíàðíîå ïî
êîîðäèíàòå r ∼ λ çíà÷åíèå (ëþáîé ý��åêòèâíûé èçëó÷àòåëü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÷àñòîòû

ν = c/λ èìååò ðàçìåðû, êðàòíûå äëèíå âîëíû λ).
Îñöèëëÿöèè ïîëÿ âîêðóã çàðÿäà (ìàññû) äîëæíû ïðîÿâëÿòüñÿ è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.

Íàïðèìåð, ìàëûå ñìåùåíèÿ ïåðèãåëèåâ ïëàíåò ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ìîæíî îòíåñòè ê ïðîÿâëå-

íèþ äåéñòâèÿ ñèëû

fr = − α

r2
cos

√

β

r
≈ − α

r2
+

αβ

2r3
.

Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, ñîïîñòàâëÿåìàÿ êàæäîé ïðîòÿæåííîñòè, äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå

òî÷åê ëþáîé åå îãðàíè÷åííîé ÷àñòè íà âíåøíþþ îáëàñòü, è íàîáîðîò, îòîáðàæåíèå ëþáîé

âíåøíåé ê îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè íà âíóòðåííþþ îáëàñòü. Ýòî îòîáðàæåíèå (êîí�îðì-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå) ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíî êàê áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ñêîðîñòü êîíñòàòàöèè

êàêîãî-ëèáî �àêòà (ýêñïåðèìåíòû Êîçûðåâà, êîìåòà Øóìàõåðà, àíàëèç �îòîãðà�èé).

Îñöèëëÿöèè ìåòðèêè äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå î÷åíü ïëîòíûõ ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ îá-

ðàçîâàíèé ñëîæíîé ñòðóêòóðû â âèäå çàðÿäîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñêîëü óãîäíî áëèçêî äðóã ê

äðóãó è íàçûâàåìûõ ¾ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû¿. Èõ ðàçðóøåíèå òðåáóåò áîëüøîé ýíåðãèè è

ðåàëèçóåòñÿ â óñêîðèòåëÿõ. Ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû äîïóñêàþò óñòîé÷èâûå îáðàçîâàíèÿ òèïà

¾ýëåìåíòîâ òàáëèöû Ìåíäåëååâà � àòîìîâ¿, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóþò ¾ìîëåêóëû¿.

Ïðè ëþáîì ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâîì â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèè àòîìîâ,

ìîëåêóë è ïð. âîçíèêàåò ¾ïîãðàíè÷íûé ñëîé¿ � çîíà, â êîòîðîé èìååò ìåñòî îñöèëëÿöèÿ ñè-

ëû. Ýòè îñöèëëÿöèè ñèëû äîïóñêàþò �îðìèðîâàíèå ãèáêèõ, ëåãêî äå�îðìèðóåìûõ öåïî÷åê è

îáðàçîâàíèé, íàçûâàåìûõ ¾êëàñòåðàìè¿. Ìîëåêóëû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóê-

òóðû, æåñòêèå ðåøåòêè, íàçûâàåìûå ¾êðèñòàëëàìè¿. Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ åñòü ñëåäñòâèå áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ èõ ñòðóêòóð. Ïðè÷èíîé ýòî-

ãî ðàçíîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé �àêò: îñöèëëÿöèÿ ìåòðèêè, äîïóñêàþùàÿ ñóùåñòâîâà-

íèå ðàçíîîáðàçíûõ ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð. �àçìåðû ýòèõ îáðàçîâàíèé âåëèêè, îñöèë-

ëÿöèè ìåòðèêè ïðîÿâëÿþòñÿ ñëàáî èëè âîîáùå íå ïðîÿâëÿþòñÿ, è íà ïåðâûé ïëàí âûñòóïàþò

èõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Èòàê, ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûå ïðîÿâëåíèÿ ñèëîâîãî ïîëÿ çàðÿäà ñâÿçàíû ñ ìåò-

ðèêîé ïðîñòðàíñòâà. Îñîáåííîñòè ñèëîâîãî ïîëÿ çàðÿäà îòíåñåíû ê îñîáåííîñòè ìåòðèêè.

Ñèëîâîå ïîëå çàðÿäà äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå â ìàëîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà áîëüøîãî èõ

êîëè÷åñòâà â âèäå ðàçíîîáðàçíûõ ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ îáðàçîâàíèé.

3. Îïèñàíèå �èçè÷åñêèõ ïîëåé. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðîáëåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñà-

íèÿ ñàìîãî ïîëÿ. �àññìîòðåíèþ ïîëåé êâàòåðíèîíîâ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [7℄.

Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîïîñòàâëåí âåêòîð-êâàòåðíèîí

X = iX0 + ekX
k, X0 ≡ cT, Xk ∈ R.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà íàáëà-êâàòåðíèîí

∇ = − i

c

∂

∂T
+ eα

∂

∂Xα
, ∇∗ =

i

c

∂

∂T
+ eα

∂

∂Xα
, c = 1/

√
εµ

íà êâàòåðíèîí

A = (H + H̄)− i
√

εe/µe(E + Ē),

ãäå E, Ē,H, H̄ ∈ R � ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòè (D = εeE, D̄ = εeĒ, B = µeH,

B̄ = µeH̄ � èíäóêöèè), äàåò óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ñîñòàâëåííûå �åðöåì (óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà):

∇e ◦A = −
(

∂D

∂T
+ div H̄

)

− i

√

εe
µe

(

∂B

∂T
− div Ē

)

+

+

(

−∂D̄

∂T
+ gradH + rot H̄

)

− i

√

εe
µe

(

∂B̄

∂T
+ gradE + rot Ē

)

= J,
(3.1)
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ãäå J =
i√
εeµe

q + J̄ � ÷åòûðå-òîê.

Óðàâíåíèÿ (3.1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

rot H̄ + gradH − ∂D̄

∂T
= J̄ , div H̄ +

∂D

∂T
= 0,

rot Ē + gradE +
∂B̄

∂T
= 0, div D̄ − εe

∂B

∂T
= q.

(3.2)

Îáû÷íî ñêàëÿðíûå ïîëÿ E, H, D = εeE, B = µeH ïîëàãàþò ðàâíûìè íóëþ. Ñîîòíîøåíèå

∇∗

e ◦ J = −
(

∂q

∂T
+ div J̄

)

+
i√
εeµe

(

εeµe
∂J̄

∂T
+ grad q

)

+ rot J̄ = rot J̄ ,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì

∂q

∂T
+ div J̄ = 0, εeµe

∂J̄

∂T
+ grad q = 0,

îòðàæàåò íåïðåðûâíîñòè òîêà. Âñå êîìïîíåíòû ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûì óðàâíåíèÿì

div gradF − εeµe

∂2F

∂T 2
= 0, grad div F̄ − rot rot F̄ − εeµe

∂2F̄

∂T 2
= 0.

Êâàòåðíèîí A ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç àíàëîãè÷íîãî êâàòåðíèîíà

B =
(

A+ Ā
)

−
√

µg/εg
(

M + M̄
)

,

ãäå M , M̄ , A, Ā ∈ R � íàïðÿæåííîñòè (N = µgM , N̄ = µgN̄ , L = εgA, L̄ = εgĀ � ñîîòâåòñòâó-

þùèå èíäóêöèè):

∇∗
g ◦ B =

(

∂N

∂T
− div Ā

)

+ i

√

µg

εg

(

∂L

∂T
+ div M̄

)

+

+

(

rot Ā+ gradA+
∂N̄

∂T

)

− i

√

µg

εg

(

rot M̄ + gradM − ∂L̄

∂T

)

= µeA,

ãäå ∇∗
g � íàáëà-îïåðàòîð, â êîòîðîì c = cg = 1/

√
εgµg. Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå è âåùåñòâåííûå,

ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

rot M̄ + gradM − ∂L̄

∂T
=

√

µe

εe

εg
µg

D̄, div M̄ +
∂L

∂T
= −

√

µe

εe

εg
µg

D,

rot Ā+ gradA+
∂N̄

∂T
= B̄, div Ā− ∂N

∂T
= −B.

(3.3)

Èòàê, èìååì ∇e ◦A = J, ∇∗
e ◦ J = rot J̄ , ∇∗

g ◦B = µeA, èëè ∇∗
e ◦∇e ◦A = rot J̄ , ∇e ◦∇∗

g ◦B = µeJ.
Îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå äâà ìîìåíòà:

� íåñèììåòðè÷íîñòü ýòèõ óðàâíåíèé;

� ïîëÿ èìåþò ìåñòî òîëüêî ïðè íàëè÷èè ÷åòûðå-òîêà.

Óðàâíåíèÿ (3.2) è (3.3) ñòàíîâÿòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, åñëè çàïèñàòü èõ, íàïðèìåð, â âèäå

∇e ◦ A = −εgB+ J, ∇∗

g ◦ B = µeA+ I, (3.4)

ãäå I =
i

√
εgµg

p + Ī � ÷åòûðå-òîê. ×åòûðå-òîê I òàêæå íåïðåðûâåí, è ∇∗
g ◦ I = rot Ī . Âìåñòî

(3.2) è (3.3) èìååì

rot H̄ + gradH − ∂D̄

∂T
= J̄ − L̄, div H̄ +

∂D

∂T
= L,

rot Ē + gradE − ∂B̄

∂T
=

√

µe

εe

εg
µg

N̄ , div Ē − ∂B

∂T
=

q

εe
+

√

µe

εe

εg
µg

N ;

(3.5)
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rot Ā+ gradA+
∂N̄

∂T
= Ī + B̄, div Ā− ∂N

∂T
= −B,

rot M̄ + gradM − ∂L̄

∂T
=

√

µe

εe

εg
µg

D̄, div M̄ +
∂L

∂T
=

p

µg

−
√

µe

εe

εg
µg

D.

(3.6)

Êàæäîå èç ïîëåé óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà:

∇∗
g ◦ (∇e ◦A) + εgµeA = −εgI+∇∗

g ◦ J,

∇e ◦
(

∇∗
g ◦ B

)

+ εgµeB = µeJ+∇e ◦ I.
(3.7)

Óðàâíåíèÿ ðàçäåëèëèñü, ïîýòîìó êîìïëåêñíûì êâàòåðíèîíàì A è B ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðàç-

ëè÷íûå ñóùíîñòè. Ïîëÿ (ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííûå Í. Òåñëîé) ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî

îò çàðÿäîâ è òîêîâ, êîòîðûå îòâåòñòâåííû òîëüêî çà èõ èçìåíåíèå.

Óðàâíåíèÿ (3.4) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àêñèîìó, ïîäëåæàùóþ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðî-

âåðêå. Ñóùåñòâîâàíèå êâàòåðíèîííîãî àíàëîãà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè [4, 5℄ îçíà-

÷àåò òàêæå âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ïîëåé ìåòîäàìè àëãåáðû. Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãåáðû Êëè��îðäà, êîòîðàÿ ââîäèò ïîíÿòèå ñïèíîðà. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ

ïîëåé ñïèíîðîâ.

4. Àëãåáðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîïîñòàâëåííîãî ðåàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó.

Â ðàáîòå [6℄ Ï.Ê. �àøåâñêèé ïîêàçàë, ÷òî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëè��îðäà (ñîïî-

ñòàâëåíèå ýëåìåíòàì áàçèñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö) ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ñïèíîðîâ � îáúåê-

òîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àãðåãàòà êàê ñîâî-

êóïíîñòè ñêàëÿðà, âåêòîðà, áèâåêòîðà, òðèâåêòîðà, . . . , n-âåêòîðà. Äëÿ äâóõ èçìåðåíèé èìååì

A = A+
(

e1A
1 + e2A

2
)

+ e12A
12
. Ýëåìåíòàì áàçèñà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöû

1 ⇔ I =

(

1 0
0 1

)

, e1 ⇔
(

0 i
i 0

)

, e2 ⇔
(

0 1
−1 0

)

, e3 ⇔
(

−i 0
0 i

)

,

óäîâëåòâîðÿþùèå ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ e1 ◦ e1 = e2 ◦ e2 = −I, e1 ◦ e2 = e1e2 = e12 = −e21 =
= −e2e1 = −e2 ◦ e1 � äèàäà è e2 ◦ e12 = −e12 ◦ e2 = e1, e12 ◦ e1 = −e1 ◦ e12 = e2, e12 ◦ e12 = −I.
Ñêàëÿðíîé âåëè÷èíå A ñîïîñòàâëÿåòñÿ IA . Ýòè äâóìåðíûå ñïèíîðû èçîìîð�íû êâàòåðíèîíàì.

Äëÿ òðåõ èçìåðåíèé åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà èìååì àãðåãàòû

A = A+
(

e1A
1 + e2A

2 + e3A
3
)

+
(

e23A
23 + e31A

31 + e12A
12
)

+ e123A
123,

ãäå

e23 = e2 ◦ e3 = e2e3, e31 = e3 ◦ e1 = e3e1, e12 = e1 ◦ e2 = e1e2 � äèàäû,

e123 = e1 ◦ e2 ◦ e3 = e1e2e3 � òðèàäà,

e23 = −e32, e31 = −e13, e12 = −e21, e123 = −e132 = e231 = −e213 = e312 = −e321,

e1A
1 + e2A

2 + e3A
3
� âåêòîð,

e23A
23 + e31A

31 + e12A
12
� áèâåêòîð (êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà),

e123A
123

� ïñåâäîñêàëÿð (êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà).

Ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ òðåõìåðíûì ñïèíîðîì âûäåëÿåò åãî ñâîéñòâà, îáóñëîâëåííûå ïîëèâåêòî-

ðàìè e23, e31, e12, e123. Ñêàëÿðíîé âåëè÷èíå è ýëåìåíòàì áàçèñà òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà e1, e2, e3 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöû Ïàóëè

1 ⇔ π0 =

(

1 0
0 1

)

, e1 ⇔ π1 =

(

0 1
1 0

)

, e2 ⇔ π2 = i

(

0 −1
1 0

)

, e3 ⇔ π3

(

1 0
0 −1

)

,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ πk · πs + πs · πk = δksI, s, k = 1, 2, 3. Ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåò,

è ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ îðòîãîíàëüíîñòè. Ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà
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îïðåäåëÿþòñÿ òàáëèöåé.

e1 e2 e3 e23 = ie1 e31 = ie2 e12 = ie3 e123 = iI

e1 I e12 = ie3 e13 = −ie2 e123 = −iI −e3 e2 e23 = ie1
e2 e21 = −ie3 I e23 = ie1 e3 e231 = iI −e1 e31 = ie2
e3 e31 = ie2 e32 = −ie1 I −e2 e1 e312 = iI e12 = ie3

e23 = ie1 e231 = iI −e3 e2 −I e21 = −ie3 e31 = ie2 −e1
e31 = ie2 e3 e312 = iI −e1 e12 = ie3 −I e32 = −ie1 −e2
e12 = ie3 −e2 e1 e123 = iI e13 = −ie2 e23 = ie1 −I −e3
e123 = iI e23 = ie1 e31 = ie2 e12 = ie3 −e1 −e2 −e3 −I

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ îòðàæàåò âîçìîæíîñòü ñîïîñòàâèòü òåíçîðó ekesA
ks
àêñèàëüíûé âåêòîð

i
(

e1A
23 + e2A

31 + e3A
12
)

, òåíçîðó epekesA
pks − ïñåâäîñêàëÿð iA123

, à àãðåãàò çàïèñàòü â âèäå

A =
(

A+ iA123
)

+ e1
(

A1 + iA23
)

+ e2
(

A2 + iA31
)

+ e3
(

A3 + iA12
)

=
(

A+ iA123
)

+
(

Āk + iĀsp
)

.

Îïåðàòîðû

∇ =
∂

∂X0
+ ek

∂

∂Xk
=

1

c

∂

∂T
+ ek

∂

∂Xk
, ∇̃ =

1

c

∂

∂T
− ek

∂

∂Xk

(

X0 = cT
)

ñëåäóåò òðàêòîâàòü êàê íàáëà-àãðåãàòû, òîãäà

∇e ◦ A =

(

√
εeµe

∂A

∂T
+ div Āk

)

+ i

(

√
εeµe

∂A123

∂T
+ div Āsk

)

+

+

(

√
εeµe

∂Āk

∂T
+ gradA− rot Āsm

)

+ i

(

√
εeµe

∂Āsk

∂T
+ gradA123 + rot Ām

)

.

Åñëè

A = −H + i

√

εe
µe

E123 +

√

εe
µe

Ēk + iH̄sk
è J =

q√
εeµe

− J̄k, (4.1)

òî óñëîâèå ∇e◦A = J äàåò óðàâíåíèÿ (3.2). Ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü ââåäåíèåì àãðåãàòîâ

B =

√

µg

εg
M − iA123 − Āk + i

√

µg

εg
M̄ sk, I = −i

p123
√
εgµg

− Īsk. (4.2)

Óñëîâèå ∇̃g ◦ B = µeA äàåò óðàâíåíèÿ (3.3). Óðàâíåíèÿ (3.5) è (3.6) ïðèìóò âèä

rot H̄sm + gradH − ∂D̄k

∂T
= J̄k − L̄k, div H̄sk +

∂D123

∂T
= L123,

rot Ēm + gradE123 − ∂B̄sk

∂T
=

√

µe

εe

εg
µg

N̄ sk, div Ēk − ∂B

∂T
=

q

εe
+

√

µe

εe

εg
µg

N ;

rot Āk + gradA123 +
∂N̄ sk

∂T
= Īsk + B̄sk, div Ā− ∂N

∂T
= −B,

rot M̄ sk + gradM − ∂L̄k

∂T
=

√

µe

εe

εg
µg

D̄k, div M̄ sk +
∂L123

∂T
=

p123

µg

−
√

µe

εe

εg
µg

D123.

Â îòëè÷èå îò (3.5) è (3.6) ýòè óðàâíåíèÿ �èêñèðóþò òåíçîðíûé õàðàêòåð íåêîòîðûõ êîìïîíåíò

ïîëÿ. Íàïðèìåð, íàëè÷èå îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè, èñêëþ÷àåò

âîçìîæíîñòü ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (3.7) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëîæèì εe = εg, µe = µg, òîãäà

∆ = ∇̃g ◦ ∇e = ∇e ◦ ∇̃g =
1

c2
∂2

∂T 2
− ∂2

∂Xk∂Xk
,
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∇̃g ◦ J =

(

∂q

∂T
+ div J̄k

)

−
(

1

c

∂J̄k

∂T
+ c grad q

)

+ i rot J̄k,

∇e ◦ I = i

(

−∂p123

∂T
+ div Īsk

)

− i rot Īsk + i

(

1

c

∂Īsk

∂T
− c grad p123

)

.

Èòàê, èìååì

∇̃g ◦ (∇e ◦A) + εgµeA = −εgI+ ∇̃g ◦ J −→

−→ −
(

∆H +
1

c2
H

)

+ i c

(

∆D123 +
1

c2
D123

)

+ c

(

∆D̄k +
1

c2
D̄k

)

+ i

(

∆D̄sk +
1

c2
D̄sk

)

=

= iεg

(

cp123 − Īsk
)

+

(

∂q

∂T
+ div J̄k

)

−
(

1

c

∂J̄k

∂T
+ c grad q

)

+ i rot J̄k,

∇e ◦
(

∇̃g ◦ B
)

+ εgµeB = µeJ+∇e ◦ I −→

−→ −c

(

∆N +
1

c2
N

)

+ i

(

∆A123 +
1

c2
A123

)

−
(

∆Āk +
1

c2
D̄k

)

+ ic

(

∆N̄ sk +
1

c2
N̄ sk

)

=

= µe

(

cq − J̄k
)

+ i

(

−∂p123

∂T
+ div Īsk

)

− i rot Īsk +

(

1

c

∂Īsk

∂T
− c grad p123

)

.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ ñïèíîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðàõ, îò-

ìåòèì íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ àêñèîìàòèêè.

Ïî Íüþòîíó, ëþáîìó îáðàçîâàíèþ, êîòîðîå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì êàê òàêîâîå äîñòàòî÷íî

äîëãî, ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà ìåðà, à óðàâíåíèå äèíàìèêè �îðìóëèðóåòñÿ êàê óòâåðæäåíèå:

ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìåðû ðàâíà ïðè÷èíå. Ñëåäóÿ Äåêàðòó, ìàññå m È. Íüþòîí ñîïîñòàâèë ìå-

ðó q̄ = mv̄, ãäå v̄ = dr̄/dt, r̄− ðàäèóñ-âåêòîð òî÷å÷íîé ìàññû, è çàïèñàë óðàâíåíèå äèíàìèêè

â âèäå dq̄/dt = f̄ . Ôèçè÷åñêîå, ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò äâèæåíèå òî÷å÷-

íîé ìàññû, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âìåñòèëèùå, êîòîðîå íå îáëàäàåò êàêîé-ëèáî ñòðóêòóðîé. Îíî

ïîñòóëèðóåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà.

Ïîëîæåíèå òî÷å÷íîé ìàññû åñòü �óíêöèè âðåìåíè (íåçàâèñèìîãî ïàðàìåòðà t ), êîòîðîå ââî-
äèòñÿ òàêæå êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ. Ýòî âðåìÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì âðåìåíåì

T = −i
X0

c
èëè T =

X0

c
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïðîèçâîäíàÿ

∂

∂T
â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà

íå åñòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïî È. Íüþòîíó, è ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêè äîëæíî áûòü ïåðåîñìûñëåíî.

Ë. Ýéëåð ñäåëàë ñëåäóþùèé øàã, äîïîëíèâ ìåðó äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé (òî÷å÷íîé) ìàññû

îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè O ñëàãàåìûì k̄r, çàïèñàâ åå â âèäå k̄0 = r̄× q̄+ k̄r, ãäå k̄r �
âåêòîð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, îòðàæàåò ñòðóêòóðó ðàññìàòðè-

âàåìîãî îáðàçîâàíèÿ. Èç ýòèõ äâóõ ìåð q̄ è k̄r ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíûì âåêòîðîì, à âòîðàÿ �

àêñèàëüíûì.

Èçó÷åíèå îïòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ àòîìîâ ïðèâåëî ê âûâîäó, ÷òî ìåðà äâèæåíèÿ îáðàçîâàíèé,

íàçûâàåìûõ ýëåêòðîíàìè, èìååò åùå îäíî êà÷åñòâî, îáîçíà÷åííîå òåðìèíîì ¾ñïèí¿. Èòàê, â

ïðîñòðàíñòâå ñïèíîðîâ, ïîñòðîåííûõ íà òðåõìåðíûõ âåêòîðàõ, ïîìèìî îòìå÷åííûõ ìåð q̄
è k̄r, ñîîòâåòñòâóþùèõ e1, e2, e3 è e23, e31, e12, äîëæíà èìåòü ìåñòî òàêæå ìåðà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîëèâåêòîðó e123.

5. Î âîçìîæíîñòè îáúåäèíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé â

ðàìêàõ àëãåáðû Êëè��îðäà. �àññìîòðèì ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðå Êëè��îðäà,

ïîñòðîåííîé íà ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà �. Ìèíêîâñêîãî. Àãðåãàòû èìåþò âèä

A = A+
(

ie0A
0 + e1A

1 + e2A
2 + e3A

3
)

+

+
(

ie01A
01 + ie02A

02 + ie03A
03 + e23A

23 + e23A
23 + e31A

31 + e12A
12
)

+

+
(

e123A
123 + ie023A

023 + ie031A
031 + ie012A

012
)

+ ie0123A
0123,
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ãäå esk = es ◦ ek, eskm = esk ◦ em, eskmn = eskm ◦ en, s, k,m, n = 0, 1, 2, 3. Ñóùåñòâîâàíèå
ïñåâäîåâêëèäîâà áàçèñà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì

1 ⇔ I =

(

π0 0
0 π0

)

, e0 ⇔
(

π0 0
0 −π0

)

, ek ⇔
(

0 πk
πk 0

)

, k = 1, 2, 3,

ãäå π0, πk � ìàòðèöû Ïàóëè. Èòàê, èìååì e0 ◦e0 = I, ek ◦ek = −I, k = 1, 2, 3, ek ◦es+es ◦ek =
= 2δks, k, s = 0, 1, 2, 3, k 6= s, I � åäèíè÷íàÿ 4 × 4-ìàòðèöà. Ïîëèâåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò

ìàòðèöû

e123 = i

(

0 π0
π0 0

)

, e0123 =

(

0 π0
−π0 0

)

, e0k =

(

0 πk
−πk 0

)

, k = 1, 2, 3,

esk = i

(

πm 0
0 πm

)

, e0sk = i

(

πm 0
0 −πm

)

, s → k → m → s = 1, 2, 3.

Ýòîò ïîëíûé íàáîð âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ ±πα, α = 1, 2, 3, íà äèàãîíàëÿõ ìàòðèöû
2× 2 îïðåäåëÿþò áàçèñ àãðåãàòà.

Ï.Ê. �àøåâñêèé [6℄ îòìå÷àåò âîçìîæíîñòü äðóãîãî ñîîòâåòñòâèÿ, íàïðèìåð:

1 ⇔ I =

(

π0 0
0 π0

)

, e0 ⇔ i

(

0 −π0
π0 0

)

, ek ⇔ i

(

−πk 0
0 πk

)

, k = 1, 2, 3,

÷òî ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ ïîðÿäêà èíäåêñàöèè ýëåìåíòîâ ïîëíîãî áàçèñà.

Íèæå ïðèâåäåí �ðàãìåíò òàáëèöû óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà âñåãî àãðåãàòà, îïðåäåëÿ-

þùåé åãî àëãåáðó.

e01 e02 e03 e123 e23 e31 e12
e01 I −e12 e31 −e023 e0123 e03 −e02

e02 e12 I −e23 −e031 −e03 e0123 e01
e03 −e31 e23 I −e012 e02 −e01 e0123
e123 e023 e031 e012 I −e1 −e2 −e3
e23 e0123 e03 −e02 −e1 −I e12 −e31

e31 −e03 e0123 e01 −e2 −e12 −I e23
e12 −e02 e01 e0123 −e3 e31 −e23 −I

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ äåìîíñòðèðóåò ýêâèâàëåíòíîñòü àãðåãàòà ñîâîêóïíîñòè ÷åòûðåõ ñêà-

ëÿðíûõ âåëè÷èí A,A0,A123,A0123
è ÷åòûðåõ òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ Āk, Ā0k, Āsk, Ā0sk

, k = 1, 2, 3,
sk = 23, 21, 12. Âñå âåëè÷èíû îïèñàíû â ñâîèõ áàçèñàõ, è ïîòîìó äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

äîëæíû èìåòü óêàçàíèå áàçèñà: gradk,0k,sk,0sk, div−,0,123,0123, rotk,0k,sk,0sk.

Îòìå÷àåì, ÷òî ÷åòûðå-òîêè è ïîëÿ (4.1), (4.2) ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â ðàìêàõ îäíèõ

àãðåãàòîâ: J = − q√
εeµe

− ie0kJ
0k + e123

p123√
εgµg

− ie0skI
0sk,

A =

√

µe

εe
M+ek

√

εe
µe

Ek+ie0H
0+ie0kA

0k−e123

√

εe
µe

E123+esk

√

µe

εe
M sk−ie0123A

0123+ie0skH
0sk.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà ∇± = eα
∂

∂Xα
= ±i e0

∂

c∂Tα
+ ek

∂

∂Xk
íà ïðîèçâîëüíûé àãðåãàò A äàåò

∇± ◦ A = gradkA ± i e
∂A

c∂T
,

∇ ◦ ekAk = −div−Ā
k + rotskĀ

m ± i e0k
∂Ak

c∂T
,
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∇± ◦ e0A0 = −i grad0kA
0 ∓ ∂A0

c∂T
,

∇ ◦ i e0kA0k = idiv0Ā
0k − i rot0skĀ

0m ∓ i ek
∂A0k

c∂T
,

∇± ◦ e123A123 = −gradskA
123 ± i e0123

∂A123

c∂T
,

∇ ◦ eskAsk = div123Ā
sk + rotmĀsk ± i e0sk

∂A0sk

c∂T
,

∇± ◦ e0123A0123 = i grad0skA
0123 ∓ e123

∂A0123

c∂T
,

∇ ◦ i e0skA0sk = −idiv0123Ā
0sk − i rot0mĀ0sk ∓ i esk

∂A0sk

c∂T
,

ëèáî

∇± ◦A =

(

−div−Ā
k ∓ ∂A0

ce∂T

)

+ ek

(

gradkA + rotkĀ
sm ∓ ∂A0k

ce∂T

)

+

+ i e0

(

div0Ā
0k ± ∂A

ce∂T

)

+ i e0k

(

−grad0kA
0 − rot0kĀ

0sm ± ∂Ak

ce∂T

)

+

+ e123

(

div123Ā
sk ∓ ∂A0123

ce∂T

)

+ esk

(

−gradskA
123 + rotskĀ

m ∓ ∂A0sk

ce∂T

)

+

+ i e0123

(

−div0123Ā
0sk ± ∂A123

ce∂T

)

+ i e0sk

(

grad0skA
0123 − rot0skĀ

0m ± ∂Ask

ce∂T

)

.

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ∇A = J:

div−Ē
k +

∂B0

∂T
=

q

εe
, rotkM̄

sk + gradkM − ∂L̄0k

∂T
= 0,

div0Ā
0k +

∂N

∂T
= 0, rot0kH̄

0sm + grad0kH
0 − ∂Dk

∂T
= J0k,

div123M̄
sk +

∂L0123

∂T
=

p123

µe

, rotskĒ
m + gradskE

123 − ∂B0sk

∂T
= 0,

div0123H̄
0sk +

∂D123

∂T
= 0, rot0skĀ

0m + grad0skA
0123 − ∂N sk

∂T
= Isk.

Ýòè óðàâíåíèÿ åñòü îáîáùåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé (3.2). Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Êëè��îðäà

äîïóñêàåò îïèñàíèå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âçàèìîñâÿçàííûõ ïîëåé â ðàìêàõ îäíîãî àãðåãàòà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìàí÷èâà èäåÿ ñîâìåñòíîãî ðàññìîòðåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ãðàâèòà-

öèîííîãî ïîëåé. Â ïîëüçó òàêîãî îáúåäèíåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå �àêòû:

� ãðàâèòàöèîííûé è ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè ÷àñòèö;

� çàêîí Êóëîíà ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ è çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ È. Íüþ-

òîíà èäåíòè÷íîñòü ïî �îðìå;

� îòñóòñòâèå �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåëè÷èíû εe äîïóñêàåò åå îòîæäåñòâëåíèå ñ ãðà-
âèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé γ (εe ≡ γ);

� ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ ñèë ïðè ãðà-

âèòàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ [8℄.

Êîíå÷íî, èäåÿ òàêîãî îáúåäèíåíèÿ íå íîâà [9, 10℄. Äëÿ åå ðàçâèòèÿ íóæíà òåîðèÿ, ïîíÿòèÿ

êîòîðîé ïîçâîëÿò àäåêâàòíî òðàêòîâàòü ðåçóëüòàòû îïûòíûõ �àêòîâ.
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Assigning the Cartesian oordinate system to real spae (linear vetor spae), I. Newton onsidered it as a

ontainer and didn't assoiate it with any internal struture. Suh an approah leads to the phenomenologial

desription of experimentally observed fore �elds and ompels to attribute a soure to eah fore �eld.

Inorret (but e�etive in the aspet of stati) interpretation of Cli�ord algebra in the form of analytial

geometry whih gained universal reognition thanks to Heaviside's e�orts is not algebra in its mathematial

understanding. A orollary of this fat is, for example, the absene of onept of measure (spin) in lassial

mehanis that is experimentally observed.

In ontrast to suh approah, we assign the vetor spae having Cli�ord algebra to real spae. This allows

us to introdue measures onneted with onepts of triad and quadruple and permits a joint onsideration

of a large number of three-dimensional �elds. With objets of reality whih are designated by terms of harge

and dot mass we assoiate the fore �elds expliating the results of experiments that formed the basis of

quantum mehanis last entury. Features of fore �elds are referred to as features of a metri and permit

existene of statially steady formations without any additional postulates.
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