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�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé Å.Ë. Òîíêîâà è Å.À. Ïàíàñåíêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. Â òåðìèíàõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà è ïðî-

èçâîäíîé Êëàðêà ïîëó÷åíû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. �àññìàòðèâà-

åòñÿ ìíîæåñòâî M
.
=

{

(t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n : x ∈ M(t)

}

, çàäàííîå íåïðåðûâíîé �óíêöèåé t → M(t),
ãäå äëÿ êàæäîãî t ∈ [t0,+∞) ìíîæåñòâî M(t) íåïóñòî è êîìïàêòíî. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé

èíâàðèàíòíîñòè äàííîãî ìíîæåñòâà, ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ èññëåäîâàíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëè

âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì, �óíêöèè Ëÿïóíîâà, äè��åðåíöè-

àëüíûå âêëþ÷åíèÿ.

Ââåäåíèå

Âàæíåéøèé âêëàä â ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíû-

ìè âîçäåéñòâèÿìè âíåñëè ðàáîòû Â.È. �óðìàíà [1, 2℄, Â.À. Äûõòû [3℄, Ñ.Ò. Çàâàëèùèíà [4℄,

Á.Ì. Ìèëëåðà [5℄, À.Ä. Ìûøêèñà [6℄, À.Í. Ñåñåêèíà [4, 7℄, À.Ì. Ñàìîéëåíêî [8℄, À.À. Ìàð-

òûíþêà [9℄ è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàáîò, â êîòîðûõ ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì

âîçäåéñòâèåì. Â ðàáîòå [8℄ èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà

ẋ = h(t, x), t 6= τi, ∆x|t=τi = Ii(x), (t, x) ∈ R× R
n, (0.1)

ãäå ∆x|t=τi = x(τi)−x(τi−0), τi < τi+1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ; �óíêöèè h(t, x) è Ii(x) íåïðåðûâíû
ïî ñâîèì ïåðåìåííûì è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t è i,

ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖h(t, x1)− h(t, x2)‖ 6 L‖x1 − x2‖, ‖Ii(t, x1)− Ii(t, x2)‖ 6 L‖x1 − x2‖ (0.2)

äëÿ âñåõ t > t0 è i = 1, 2, . . .. Ñèñòåìå óðàâíåíèé (0.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó

ẏ = h(t, y) +R(t, y), t 6= τi, ∆y|t=τi = Ii(y) +Ri(y), (0.3)

ãäå �óíêöèè R(t, y) è Ri(y) òàêèå, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.3) ñóùåñòâóþò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ âñåõ y ∈ R
n, âñåõ t > t0 è âñåõ i = 1, 2, . . . âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖R(t, y)‖ 6 η, ‖Ri(y)‖ 6 η, (0.4)

è ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (0.1), y(t, y0) ñèñòåìû (0.3). Ïóñòü ýòè ðåøåíèÿ îïðå-

äåëåíû ïðè t ∈ [t0, t0 + T ] è óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0, x0) = x0, y(t0, y0) = y0.

Òåîðåìà 1 (ñì. [8, . 19℄). Åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (0.2) è (0.4), òî äëÿ ðåøåíèé x(t, x0)
ñèñòåìû (0.1) è y(t, y0) ñèñòåìû (0.3), íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâó ‖x0 − y0‖ < δ, ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x(t, x0)− y(t, y0)‖ <
(

δ+
η

L

)(1+L)i(t0,t)
eL(t−t0)−

η

L
,

ãäå i(t0, t) � êîëè÷åñòâî òî÷åê τi íà îòðåçêå [t0, t].
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Â ðàáîòå [8℄ òàêæå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé èìïóëüñíîé ñèñòåìû (0.1) ñ ïîìîùüþ

�óíêöèé Ëÿïóíîâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî h(t, 0) = 0, Ii(0) = 0, �óíêöèè h(t, x), Ii(x) íåïðåðûâ-
íû íà ìíîæåñòâå Z = {(t, x) ∈ R × R

n : t > t0, ‖x‖ 6 b < b0}, ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ V (t, x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ V (t, 0) = 0, îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå

Z0 = {(t, x) ∈ R× R
n : t > t0, ‖x‖ < b0}.

Ôóíêöèÿ V (t, x) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå Z0, åñëè ñóùåñòâóåò

ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ W (x), W (0) = 0, íåïðåðûâíàÿ ïðè ‖x‖ < b0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t > t0

V (t, x) >W (x) > 0 ïðè x 6= 0.

Îáîçíà÷èì gradxV (t, x) =

(

∂V (t, x)

∂x1
, . . . ,

∂V (t, x)

∂xn

)

.

Òåîðåìà 2 (ñì. [8, . 131℄). Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ V (t, x),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ â ìíîæåñòâå Z íåðàâåíñòâàì

∂V (t, x)

∂t
+

〈

gradxV (t, x), h(t, x)
〉

6 0,

V (τi, x+ Ii(x)) 6 V (τi, x), i = 1, 2, . . . ,
(0.5)

òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1) óñòîé÷èâî.

Åñëè âìåñòî âòîðîãî íåðàâåíñòâà èç (0.5) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V (τi, x+ Ii(x))− V (τi, x) 6 −ψ
(

V (τi, x)
)

, i = 1, 2, . . . ,

ãäå ψ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïðè s > 0 �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(s) > 0 ïðè s > 0, òî
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå â òåðìèíàõ

�óíêöèé À.Ì. Ëÿïóíîâà è ïðîèçâîäíîé Ô. Êëàðêà äîêàçàíû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåì

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè çàäàííîãî

ìíîæåñòâà M îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó

è ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà è åå îïðåäåëåíèå (ñì. îïðåäåëåíèå 2)

îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòûõ.

� 1. Óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

Ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé [10�13℄ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà óïðàâëÿåìûå ñè-

ñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ẋ = f(t, x, u), t 6= τi,

∆x|t=τi = g(x,wi), (t, x, u,wi) ∈ [t0,+∞)× R
n × R

m × R
p.

(1.1)

Çäåñü R
n
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ =

√

〈x, x〉; âåêòîðû wi, i = 1, 2, . . . ,
ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, âëèÿþùèìè íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìå-

íè t = τi, è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â çàäàííîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå W ⊂ R
p
. Ïðåäïîëàãàåì,

÷òî �óíêöèè f(t, x, u) è g(x,w) íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ (t, x, u) ∈ [t0,+∞) × R
n × R

m
è âñåõ

(x,w) ∈ R
n × R

p
ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) íåïðåðûâíû ñïðàâà. Îòíîñèòåëüíî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi}
∞
i=0 ïîëàãàåì, ÷òî

t0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . è lim
i→∞

τi = +∞.
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Îïðåäåëåíèå 1. Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) íàçîâåì �óíêöèþ

t→ (u(t), w(t), x(t)) ∈ R
m × R

p × R
n,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) óïðàâëåíèå u(t) îïðåäåëåíî íà I = (t0, τ1)∪(τ1, τ2)∪. . ., îãðàíè÷åíî è èçìåðèìî ïî Ëåáåãó;
2) w(t) = 0 ïðè t ∈ I è w(τi) = wi, wi ∈W ,

∆x|t=τi = x(τi)− x(τi − 0) = g(x,wi), i = 1, 2, . . . ;

3) ðåøåíèå x(t) â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, u(t))

îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, 2, . . ., è x(τi) = x(τi − 0) + g(x(τi − 0), wi);
4) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå u(t) ∈ U(t, x(t)), ãäå U(t, x) ⊂ R

m
� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

è �óíêöèÿ (t, x) → U(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð�à ïðè âñåõ (t, x) ∈
∈ [t0,+∞)× R

n
.

Îòâå÷àþùèå äîïóñòèìîìó ïðîöåññó (u(t), w(t), x(t)) óïðàâëåíèÿ u(t) è w(t) íàçûâàþòñÿ äî-
ïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè ñèñòåìû (1.1).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî M
.
=

{

(t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n : x ∈ M(t)

}

, çàäàííîå

íåïðåðûâíîé â ìåòðèêå Õàóñäîð�à �óíêöèåé t → M(t), ãäå äëÿ êàæäîãî t ∈ [t0,+∞) ìíî-
æåñòâî M(t) íåïóñòî è êîìïàêòíî. Ïóñòü M r(t) � çàìêíóòàÿ r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M(t),
òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê x ∈ R

n, ÷òî ̺(x,M(t)) 6 r, N r(t) = M r(t)\M(t) � âíåøíÿÿ

r-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà M(t) (çäåñü ̺(x,M) = inf
y∈M

‖x − y‖ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

x ∈ R
n
äî ìíîæåñòâà M ⊂ R

n
). Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

M
r .
=

{

(t, x) ∈ [t0,+∞)×R
n : x ∈M r(t)

}

, N
r .
=

{

(t, x) ∈ [t0,+∞)× R
n : x ∈ N r(t)

}

.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [10℄). Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ V (t, x) ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëü-

íîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì (t, x) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (t, x) = 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
.

Ôóíêöèÿ V (t, x) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé (îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M), åñ-

ëè äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, r) íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî V (t, x) > δ äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M
r \Mε

.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå ẋ = f(t, x, u) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (t, x), F (t, x) = coH(t, x), (1.2)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (t, x) ∈ [t0,+∞)×R
n
ìíîæåñòâî H(t, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, U(ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x), coH(t, x) � çàìûêàíèå

âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà H(t, x), òî åñòü íàèìåíüøåå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî H(t, x). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî (t, x),
òî �óíêöèÿ F (t, x) òàêæå ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî F (t, x) � íåïóñòîå,

îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå è âûïóêëîå, ïîýòîìó äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ R
n
ëîêàëüíîå

ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (1.2) ñóùåñòâóåò (ñì. [14, . 60℄ ).

Óñëîâèå 1. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ M r(t0) êàæäîå ðåøåíèå ϕ(t, x0) âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t0, x0) = x0, îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > t0.
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Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. [15, ñ. 17℄). Äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (t, x) îáîáùåííîé

ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà q = (1, p), p ∈ R

n
(ïðî-

èçâîäíîé Ô. Êëàðêà) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé âåðõíèé ïðåäåë:

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
,

à âûðàæåíèå V o
max(t, x)

.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; p) íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè V â ñèëó

äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2).

Îïðåäåëåíèå 4 (ñì. [10℄, [16, ãë. 5, ñ. 349℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èí-

âàðèàíòíûì (îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1)), åñëè äëÿ ëþáîãî x0 ∈ M(t0) êàæäîå
ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0, x0) = x0 óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

(t, x(t, x0)) ∈ M ïðè âñåõ t > t0.

Îïðåäåëåíèå 5 (ñì. [11℄, [16, ãë. 5, ñ. 444℄). Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé-

÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó (îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1)), åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî, è äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈M δ(t0) êàæäîå ðåøåíèå x(t, x0)
ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (t, x(t, x0)) ∈ M

ε
ïðè âñåõ t > t0.

Åñëè M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé

íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ M
r
êàæäîå ðåøåíèå x(t, x0) ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

lim
t→∞

̺(x(t, x0),M(t)) = 0,

òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó (îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû (1.1)).

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ òåîðåìû 2 íà óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû âè-

äà (1.1).

Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òà-

êàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
max(t, x) 6 0, max

w∈W
V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x), i = 1, 2, . . . , (1.3)

òî ìíîæåñòâî M ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1). Åñëè, êðîìå

òîãî, �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M,

òî ìíîæåñòâî M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x(t, x0) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), íà÷èíàþ-

ùååñÿ â ìîìåíò t = t0 â ìíîæåñòâå M(t0). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)). Îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé â ñèëó ëåììû 3 ðàáîòû [10℄. Òîãäà ïî òåîðåìå �àäåìàõåðà (ñì. [17, . 234℄)

�óíêöèÿ v(t) äè��åðåíöèðóåìà ïðè ïî÷òè âñåõ t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç frM(t) ãðàíèöó ìíîæåñòâà
M(t). Ïóñòü íàéäóòñÿ òàêèå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, ÷òî t0 6 t1 < t2 < τ è x(t1, x0) ∈ frM(t1),
x(t, x0) 6∈ frM(t) ïðè t ∈ (t1, t2], òîãäà v(t2) = V (t2, x(t2, x0)) > 0. Â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìî-

ñòè �óíêöèè v(t) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî (ñì. [10℄):

v̇(t) 6 V o
max (t, x(t, x0)) ,

ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî (1.3), èìååì ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (t1, t2] íåðàâåíñòâî
v̇(t) 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [18, . 133℄), �óíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé â òåõ ïðîìå-

æóòêàõ èíòåðâàëà (t1, t2), íà êîòîðûõ îíà íåïðåðûâíà (òî÷êàìè ðàçðûâà v(t) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî



Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì 55

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2015. Ò. 25. Âûï. 1

òî÷êè τi). Äàëåå ðàññìîòðèì �óíêöèþ v(t) â òî÷êàõ τi ∈ (t1, t2], òîãäà èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà
(1.3) ñëåäóåò, ÷òî

v(τi) = V (τi, x(τi, x0)) = V
(

τi, x(τi − 0, x0) + g(x(τi − 0, x0), wi)
)

6

6 max
w∈W

V
(

τi, x(τi − 0, x0) + g(x(τi − 0, x0), w)
)

6 V
(

τi, x(τi − 0, x0)
)

= v(τi − 0).

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ v(t) = V (t, x(t, x0)) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé âäîëü ëþáîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (1.1), ëåæàùåãî â N
r
, ïîýòîìó v(t2) 6 v(t1) = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåí-

ñòâîì v(t2) > 0. Ýòî äîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíóþ èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà M.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî M óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Âûáåðåì ε ∈ (0, r) è îáîçíà÷èì

α
.
= α(ε) = inf{V (t, x) : (t, x) ∈ frMε}.

Òàê êàê �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî α > 0. Ïî äàííîìó ε ïî-

ñòðîèì òàêîå δ ∈ (0, ε), ÷òî V (t, x) < α äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
δ
(òàê êàê �óíêöèÿ V íåïðåðûâíà,

òàêîå δ ñóùåñòâóåò). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ t∗ òàêîå, ÷òî (t∗, x(t∗, x)) ∈ frMε
. Òàê êàê

v(t0) = V (t0, x) < α, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

α 6 v(t∗) 6 v(t0) < α,

êîòîðîå äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ

Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, è äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
max(t, x) 6 0, max

w∈W
V (τi, x+ g(x,w)) − V (τi, x) 6 −ψ

(

V (τi, x)
)

, i = 1, 2, . . . , (1.4)

ãäå ψ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïðè s > 0 �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(s) > 0 ïðè s > 0. Òîãäà
ìíîæåñòâî M ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ñèñòå-

ìû (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó èç íåðàâåíñòâ (1.4) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (1.3), òî â ñè-

ëó ëåììû 1 ìíîæåñòâî M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó; ïîêàæåì, ÷òî îíî àñèìïòî-

òè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ïóñòü x(t, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0 ∈ M r(t0). Åñëè x0 ∈ M(t0), òî èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(t, x0) ∈ M(t) ïðè âñåõ t ∈ [t0,+∞), ïîýòîìó ðàâåíñòâî lim
t→∞

̺(ϕ(t, x0),M(t)) = 0 âûïîë-

íåíî. Ïóñòü òåïåðü x0 ∈ N r(t0). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)) è äîêàæåì, ÷òî

lim
t→∞

v(t) = 0. Ïåðâîå íåðàâåñòâî â (1.4) ãàðàíòèðóåò íåâîçðàñòàíèå �óíêöèè v(t) â ïðîìåæóò-

êàõ åå íåïðåðûâíîñòè (èëè â ïðîìåæóòêàõ íåïðåðûâíîñòè äî ìîìåíòà, ïðè êîòîðîì òî÷êà

(t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M, åñëè òàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñóùåñòâóåò). Äàëåå ðàñ-

ñìîòðèì �óíêöèþ v(t) â òî÷êàõ τi, äëÿ êîòîðûõ v(τi) > 0. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (1.4) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈W âûïîëíÿåòñÿ

v(τi) = V
(

τi, x(τi, x0)
)

= V
(

τi, x(τi − 0, x0) + g(x(τi − 0, x0), w)
)

6

6 V
(

τi, x(τi − 0, x0)
)

− ψ
(

V (τi, x(τi − 0, x0))
)

6 v(τi − 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0,+∞) (èëè äî ìî-

ìåíòà, ïðè êîòîðîì òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M). Îòìåòèì, ÷òî, íà÷èíàÿ

ñ ìîìåíòà, ïðè êîòîðîì òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

v(t) = 0, ïîýòîìó â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ìîìåíòà lim
t→∞

v(t) = 0.

Ïóñòü òî÷êà (t, x(t, x0)) íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞) �óíêöèÿ
v(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó v(t) > 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâó-

åò lim
t→∞

v(t) = a > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a > 0. Ïóñòü c = min
a6s6v(0)

ψ(s). Â ñèëó (1.4) èìååì

v(τi)− v(τi − 0) 6 −ψ(v(τi − 0))
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ïðè âñåõ i = 1, 2, . . .. Ïîñêîëüêó a 6 v(τi) 6 v(0), òî −ψ(v(τi − 0)) 6 −c, ñëåäîâàòåëüíî,

v(τi)− v(τi − 0) 6 −c.

Èç íåâîçðàñòàíèÿ �óíêöèè v(t) ñëåäóåò, ÷òî v(τi) > v(τi+1 − 0) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . .. Îòñþäà
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ïîëó÷àåì

v(τk) 6 v(τk) +
k−1
∑

i=0

(v(τi)− v(τi+1 − 0)) = v(0) +
k

∑

i=1

(v(τi)− v(τi − 0)) 6 v(0) − kc.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî lim
t→∞

v(t) = a > 0. Òàêèì îáðàçîì, lim
t→∞

v(t) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî lim
t→∞

̺(x(t, x0),M(t)) = 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà

ε ∈ (0, r) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}
∞
i=1 òàêèå, ÷òî ti → ∞ è ̺(x(ti, x0),M(ti)) > ε. Ñëåäîâàòåëü-

íî, (ti, x(ti, x0)) 6∈ M
ε
, è òàê êàê �óíêöèÿ V îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîå

δ > 0, ÷òî V (ti, x(ti, x0)) > δ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî lim
t→∞

V (t, x(t, x0)) = lim
t→∞

v(t) = 0. �

� 2. Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì è óðàâíåíèé ñ èìïóëüñàìè

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåìû Ëà Ñàëëÿ (ñì. [19, ñ. 276℄) äëÿ óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (1.1). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì áåç èìïóëüñîâ ẋ = f(t, x, u)
ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â ðàáîòàõ [10, 12℄.

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ż = q(t, z), t 6= τi, ∆z|t=τi = l(z), (t, z) ∈ [t0,+∞)× R, (2.1)

ãäå �óíêöèÿ q(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, à �óíêöèÿ l(z) íåïðåðûâíà. Ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå �óíêöèþ L(z) = l(z) + z â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî L(z) íåóáûâàþùàÿ äëÿ âñåõ z ∈ R.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x), q(t, z), l(z) òàêèå, ÷òî V (t, x) ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ N
r
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V o
max(t, x) 6 q(t, V (t, x)), max

w∈W
V (τi, x+ g(x,w)) 6 L (V (τi, x)), i = 1, 2, . . .. (2.2)

Tîãäà åñëè äëÿ ðåøåíèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(t0) = max
x0∈Nr(t0)

V (t0, x0)

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t) = 0, òî ìíîæåñòâî M ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x(t, x0) � îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0, x0) = x0 ∈ M r(t0). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V (t, x(t, x0)).
Â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè ýòîé �óíêöèè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî v̇(t) 6 V o

max (t, x(t, x0)) .
Îòñþäà è èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî v̇(t) 6 q(t, v(t)) âûïîëíåíî â ïðîìåæóòêàõ íåïðå-

ðûâíîñòè �óíêöèè v(t) (èëè â ïðîìåæóòêàõ íåïðåðûâíîñòè äî ìîìåíòà, ïðè êîòîðîì òî÷êà

(t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M, åñëè òàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñóùåñòâóåò). Îòìåòèì,

÷òî, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà, ïðè êîòîðîì òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M, âûïîëíå-

íî ðàâåíñòâî v(t) = 0, ïîýòîìó â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ìîìåíòà lim
t→∞

v(t) = 0. Äàëåå

ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (t, x(t, x0)) íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M äëÿ âñåõ t. Òàê êàê

v(t0) = V (t, x(t0, x0)) = V (t0, x0) 6 max
x0∈Mr(t0)

V (t0, x0) = z(t0),
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òî â ñèëó òåîðåìû ×àïëûãèíà î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ (ñì. [20, ñ. 15℄) íåðàâåíñòâî

v(t) 6 z(t) âåðíî ïðè âñåõ t ∈ [t0, τ1). Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (2.2) ñëåäóåò, ÷òî

v(τ1) = V (τ1, x(τ1, x0)) = V (τ1, x(τ1 − 0, x0) + g(x(τ1 − 0, x0), w1)) 6

6 max
w∈W

V (τ1, x(τ1 − 0, x0) + g(x(τ1 − 0, x0), w)) 6 L (V (τ1, x(τ1 − 0, x0))) = L (v(τ1 − 0)) .

Òîãäà v(τ1) 6 L (v(τ1 − 0)) 6 L(z(τ1 − 0)), òàê êàê �óíêöèÿ L(z) íå óáûâàåò. Èç ðàâåíñòâà

z(τ1) = L(z(τ1 − 0)) ñëåäóåò, ÷òî v(τ1) 6 z(τ1). �àññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ò. å. ïðèìåíÿÿ

äàëåå òåîðåìó ×àïëûãèíà íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [τi, τi+1), i = 1, 2, . . . , ïîëó÷àåì, ÷òî íåðà-

âåíñòâî v(t) 6 z(t) âåðíî äëÿ âñåõ t ∈ [t0,+∞). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ V (t, x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé
Ëÿïóíîâà, òî

0 6 v(t) 6 z(t). (2.3)

Èç óñëîâèÿ lim
t→∞

z(t) = 0 è íåðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóåò, ÷òî lim
t→∞

v(t) = lim
t→∞

V (t, x(t, x0)) = 0.

Òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �óíêöèè V (t, x)
è ðàâåíñòâà lim

t→∞
v(t) = 0 ñëåäóåò, ÷òî lim

t→∞
̺(x(t0, x),M(t)) = 0. �

Ïîëîæèì òåïåðü M =
{

(t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n : x ∈ M(t) = 0

}

. Òîãäà äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà

ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x), q(t, z), l(z) òàêèå, ÷òî V (t, x) ÿâëÿåò-
ñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ N
r = {(t, x) ∈ [t0,+∞) × R

n : ‖x‖ 6 r} âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.2). Tîãäà åñëè äëÿ

ðåøåíèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(t0) = max
‖x0‖6r

V (t0, x0) âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî lim
t→∞

z(t) = 0, òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (1.1) òàêîãî, ÷òî ‖x0‖ 6 r, èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî lim
t→∞

x(t, x0) = 0.
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Lyapunov funtions and omparison theorems for ontrol systems with impulsive ations
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We extend the results of E.L. Tonkov and E.A. Panasenko to di�erential equations and ontrol systems with

impulsive ations. In terms of Lyapunov funtions and the Clarke derivative we obtain omparison theorems

for systems with impulsive e�et. We onsider the set M
.
=

{

(t, x) ∈ [t0,+∞) × R
n : x ∈ M(t)

}

, de�ned

by ontinuous funtion t → M(t), where for every t ∈ R the set M(t) is nonempty and ompat. We obtain

onditions for the positive invariane of this set, the uniform Lyapunov stability and the uniform asymptoti

stability. We make a omparison with the researhes of other authors who have onsidered the zero solution

stability for similar systems.
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