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� �������� ����������� ������ ����� �!��"� #�� $����� $%���& '�%� ( ) &�* $ ����+
�� ��&���� ���,�%% ���"� ��&����� - ) &� � ��"� ��� $�(��� '�* � ������* ��� �(#&����
%� .���( ,�� )$������ � $ � ��� ��&�%��/ 0���������

� %� �!� �%%��)#'�%� %$�/%�$ 1#��,�� ,�� ( ) &� ����� �!��"� #�� $����� ���"� ��+
&����/ ���)�������!��%�� 2% .�%����&�� "���(�����3* 1#��,��� � � &�%�$ ������/ %�)��+
��� )�%������#'4�/ ��������!*  � ��� ��)��% � &�%�$ ���,�%% * �����/ ����� ���"� +
��&���� � %�� % ��&����� $������� 5�)�.�� ( ) &� � %%� ���$ ��%! $ � .�� � ��6�� �#,,�
���!&��� 7	8* ����9#..���� 7�8 � :����)� �#�����/ � ����� � %!�$ 7;8� <)� �� $ ��� �(#+
& �%� %�#& /* ��") ��)���"� �!�/ ��)��% � &�%�$ ���,�%% �$����%� �"� ��&����/ 1#��+
,��/� � %� �!� ��9�=����!%��"� 7�8 �%%��)�$ ��%! %$�/%�$ 1#��,�� ,�� )�� 1#��,��� ��$
� &�%�$ % ��)����/�� ��%����

� 0��/ � .��� ���)����� �%%��)�$ ��� %$�/%�$ 1#��,�/ ,�� $ ( ) & � ����� �!��"�
#�� $����� % .�%����&�� "���(����� )�� 1#��,��� ��$ � &�%�$ ��" ��1��&�%��"�* %��+
�����"�* 0�%�����,� �!��"� � ����/��"� $�) 2%�� 7>83� <.%#�) ��%� $����% � $�(�����%��
 �����%�� ,�� 1#��,�� ,�� $ ( ) &� % .�%����&�� "���(����� (� &������ 1#��,�/ ,�+
� ( ) & % #)����'4��%� ����&�� "���(����� � ���#&�� �,����  �����%�� ,��� � ��%�
���% ��� %��#��#� 1#��,�� ,��* . (�% ������/ %�%� $���� %� ,��� �� � 1#��,�� ,��*
( $�%�4 � ���!�� �� 1 (�$�/ ���������/� �(#& '�%� %$�/%�$  %�������&�%��"� ��%� 1#��+
,�/ ,�� )�� 1#��,��� ��$ � &�%�$ � (��&��"� ��� � �%%��)#��%� ������$��%�! 1#��,�/
,�� $ ( ) &� % .�%����&�� "���(����� � %�����%� �,���� )�� "?�!)���$%��� � � �����$
������$��%��� 9��)#�� �������!* &�� ���#&���� �,���� ��"#� %�#���! �%��$�/ )�� �.�%+
��$ ��� �,���� ��&��%��  �����%�� ,����� %���&�� ����)�$ ��%������� 1#��,�� ,�� $
( ) & � #�� $����� % .�%����&�� "���(������
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! "# � �$% &$ ' '(�%)  *+�&, -�$. &$/�'(�$

� %� �!� � %%� ���$ ��%� %� ,��� �� � #�� $���� � %�%��� 

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t ∈ [t0,+∞), 2	�	3

% � & �!�� #%��$��� x(t0) = 0* ")� x ∈ R
n* u ∈ P ⊂ R

p* �����%�$� P B ���� ���
C#��,��� � � &�%�$ ( ) ��%� � $��%�$��

J(x(·), u(·)) =
∫ +∞

t0

e−λτg(x(τ), u(τ)) dτ, λ > 0, t0 > 0. 2	��3

9� $��%� ( ) & � �%���( ,�� 1#��,��� � J(x(·), u(·)) 2	��3 � �� �������� (x(·), u(·))
#�� $�����/ %�%��� 2	�	3� 5��)��� " ��%�* &�� $������ %��)#'4�� #%��$���

	� C#��,�� f � g ������$� �� %�$��#���%�� ��������� � R
n × P �

�� ��� �'.� x1, x2 ∈ R
n ��� �'.�� p %�� $�)��$ %�����D���� @��D�, ��  �"#����# x

‖f(x1, p)− f(x2, p)‖ � L‖x1 − x2‖, |g(x1, p)− g(x2, p)| � L‖x1 − x2‖,
")� L B �.4 � ���%� �� @��D�, )�� 1#��,�/ f � g�

;� ��� �'.� x* p $�������%� #%��$�� ��)����/��"� ��%� ��  �"#����# xE

‖f(x, p)‖ � κ(1 + ‖x‖), 2	�;3

")� κ B ���������!� � ���%� �� �

! 0# �(1+&(+1$ *+�&,  ,��)

�$�)�� ��$#' ����)�� �# y = y(t) )�� 1#��,��� � �� �E(
ẋ(t)
ẏ(t)

)
=

(
f(x(t), u(t))

e−λtg(x(t), u(t))

)
.

: %%������ 1��%���$ ��/ ����(�� $������ [t0, T ]� 5#%�! {Δk(τi)} B � (.����� 0��"� ��+
��(� � 9�"� %�� 7�8 ������� ����	� � ($ ��%�  .%��'��� ������$� � 1#��,�� Δzk(·) =
(Δxk(·),Δyk(·))* �$��'4 �%� ��D����� #� $�����

Δzk(t) = z0k +

(∫ t

t0

f(Δxk(τ), uk(τ)) dτ,

∫ t

t0

e−λτg(Δxk(τ), uk(τ)) dτ

)
, t ∈ [t0, T ].


������� �� 7�8 � ($ ��%� 1#��,��* ���.� � '4 � [t0,+∞) $ R
m+1* )�� ������/ ���

�'.�� t �( ����(� $������ %#4�%�$#�� ��%��)�$ ���!��%�! ��� �� F/��� {Δzk(·)}∞k=1*
� $������� %��)�4 �%� � 0��/ 1#��,�� ��� %��������� � �%��#� )� �����$ � (.�����
max
k

{Δk(τi)} � �#�'�

G���( Δz∗k(t) �.�(� &�� ��� �#' F/��� (Δx∗k(t), Δy∗k(t))* ")�

(Δx∗k(t), Δy∗k(t)) = (Δxk(t+ t0), (Δyk(t+ t0)−Δyk(t0))e
λt0).

G���( z∗(t) �.�(� &�� )$������ (x∗(t), y∗(t))* ")�

(x∗(t), y∗(t)) = (x(t+ t0), (y(t+ t0)− y(t0))e
λt0).

��%%$ "# 
�� ������ ������� �	����� t0 ∈ [0,+∞) ������� z(t)� ��� t ∈ [t0, T ]� �	������
���� � ����

z(t) = (x∗(t− t0), y0 + e−λt0y∗(t− t0)).

���� ��	�� � ��	������ 
�� ������ ������� �	����� t0 ∈ [0,+∞) ������� z∗(t) = (x∗, y∗)
�	��������� � ����

z∗(t) = (x(t+ t0), (y(t+ t0)− y0)e
λt0).
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� � �  (  � � � ! % � $ �� 5#%�! 0 � t0 < T < +∞� 5� ����)�����' ��� ��/ F/��� )��
)$������ z(·) %#4�%�$#�� � $������� %��)�4 �%� � ���# ��%��)�$ ���!��%�! {Δzk(·)}∞1 � � �*
&��

Δxk(t) = Δxk(t0) +

∫ t

t0

f(Δxk(τ), uk(τ)) dτ,

Δyk(t) = Δyk(t0) +

∫ t

t0

e−λτg(xk(τ), uk(τ)) dτ.

9)�� �� ��) ����"� ��� ( ���# s = τ − t0� ��") � D� $� ����� ����#� $�)

Δxk(t+ t0) = Δxk(t0) +

∫ t

0
f(Δxk(s + t0), uk(s+ t0)) ds,

Δyk(t+ t0) = Δyk(t0) + e−λt0

∫ t

0
e−λsg(xk(s+ t0), uk(s+ t0)) ds.

� ���#&�� $�����
(Δx∗k(t), Δy∗k(t)) = Δz∗k(t).

����� #$�)��!* &�� $� ����� )�� Δz∗k(t) ���)%� $���� %�.�/ ��� �#' F/��� % � & �!��
#%��$��� Δz∗k(0) = (Δx∗k(t0), 0)� ����� ��"�* ��%��)�$ ���!��%�! {Δz∗k(·)}∞1 � $������� %��+
)��%� � z∗(·) = (Δx(t + t0), (Δy(t + t0) − Δy0)e

λt0)* &�� %��)#�� �( $.�� ��� ��/ F/��� 
{Δz∗k(·)}∞1 � �� ��%��������

� �.� ��#' %�����# )�� ( ���!%�$� ���$�)��%�  � ��"�&��� ������� ���D�� �"�� 5� ����+
)�����' ��� ��/ F/��� ( ��%$ ��%� ��%��)�$ ���!��%�!* � $������� %��)�4 �%� � )$�+
����' z∗(·)� � ���#&����� $� ����� ��) ����"� ��� ����� %)�� �! ( ���# s = τ + t0�
� ��(#�!� �� ���#&�� $� �����* ������� ���)%� $���� %�.�/ ��� �#' F/��� )�� Δzk(·)�
<%� ��%! ( �����!* &�� ��%��)�$ ���!��%�! {Δzk(·)}∞1 � $������� %��)��%� � z(·)� F�� ( $��+
D �� )�� ( ���!%�$� ����� �

��%%$ 0# ����� 0 < T < θ < +∞� 
�� ������ ������� z(·)� ��� ������ ����	����
�	����� [T, θ) ��	�������� ��	��������

|Δyk(T )−Δyk(θ)| � K(T )e−λT

λ
,

��� K(T )  ������������ ���������� ����	�� !������� ����"� ����	�� �� �	�������� ���
	����	� T �

� � �  (  � � � ! % � $ �� <��� �%! � ����)������ )$������ 2%�� 7�* %� ;;* ;>83* � �����
( ��'&��!* &�� 1#��,�� x(t)* yk(t) ������$� � %�)��� �%� $ ���� ����� �����%�$� ��+
D���/ � �"� ��&����� �����$ �� $������� ��� )�� ( ���!%�$ ���� )�%� ��&�� ��� ( �!*
&��

|yk(T )− yk(θ)| � K(T )(e−λT − e−λθ)

λ
.

�( ����)������ ��� ��/ F/��� %��)#��* &��

Δyk(θ) = Δyk(T ) +

∫ θ

T
e−λτg(xk(τ), uk(τ)) dτ.

5�� ����&�� (� &����� t 1#��,�� g(x(·), u(·)) .#)�� �"� ��&�� E |g(x(t), u(t))| � K(T ). <�+
%') %��)#��* &�� ��� ����&�� (� &����� x %�� $�)��$ �,��� 

|Δyk(T )−Δyk(θ)| �
∫ θ

T
K(T )e−λτ dτ =

K(T )(e−λT − e−λθ)

λ
. 2��	3

@��� )�� ( � � �
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��� )�� ( ���!%�$ %��)#'4�/ ���� � � �����.#'�%� )���������!�� %$�/%�$ 1#��,��
g � �� ���$� & %��� ����($�)���

	� C#��,�� g )$ �) ������$�� )�11����,��#�� �
�� G %��� ����($�)�� 1#��,�� g #)�$���$���'� ��� $��%�$#(

∂g

∂x1
,
∂g

∂x2
, · · · , ∂g

∂xn

)
> 0,

�� �%�! g %���"� ��������� $�(� %� �� �� � �)��# xi�
;� � ���, $���� ����($�)�� 1#��,�� g ����, ���!�� ����)���� E

∂2g

∂x2
< 0.

�( ����, ���!��/ ����)������%�� � ���, $���� ����($�)�� %��)#��* &�� 1#��,�� g %���+
"� $�"�#� �� %�$��#���%�� ��������� �* %��)�$ ���!��* %���"� $�"�#� �� � �)�/ �������+
��/ $ ��)��!��%���

>� C#��,�� g #)�$���$����� ��� $��%�$#

|g(x, u)| � c1(1 + ‖x‖), 2���3

")� c1 � 1�

��%%$ 2# ����� 0 < T < θ < +∞ � κ < λ� 
�� ������ ������� z(·) ��"�������
����#�$� �	���� lim

θ→+∞
y(θ)� �	�#�� lim

θ→+∞
y(θ) = 0.

� � �  (  � � � ! % � $ �� ��/%�$����!��* %�"� %�� 2	�;3 � 2���3 �����

lim
t→+∞ e−λtg(x(t), u(t)) � lim

t→+∞ e−λtc1(1 + ‖x(t)‖) �

� lim
t→+∞ e−λtc1(1 + eκt) = lim

t→+∞ c1e
κt + lim

t→+∞ c1e
(κ−λ)t = 0.

� ��� �.� (��* %�����D���� 2��	3 ����� � %���%�� ���! � � %�#& / x(t) = +∞� � � � �
��%��)�$ ���!��%�! {Δzk(·)}∞k=1 � $������� %��)��%� � y(·)* �� %#4�%�$#�� ����&�/ ���)��
lim

θ→+∞
y(θ)� G�� � ���.�$ ��%! )�� ( �!� �

<%�./ ������% ���)%� $��'� & %��� %�#& �* $%���& '4��%� $ ��)���� 0������&�%��"�
��%� 2%��* � ������* 7>* %� 	
�8* � 7
* %� 	��83* ��") 1#��,�� g ������ �� %��)#'4�/ $�)E

	3 g(x) =
n∑

i=1
aixiH

�3 g(x) = −k exp

(
−

n∑
i=1

aixi

)
* ")� k > 0* ai > 0H

;3 g(x) =
n∑

i=1
ai lnxi* ")� ai > 0H

>3 g(x) =
n∑

i=1

ai
1−bi

x1−bi
i * ")� 0 < bi < 1* ai > 0�

<���)����* ��� � ��� #%��$��� $ � �)�� �( 0��� %�#& �$ ����"� � 2	��3 .#)�� %��)��!%�
� � ��/ $�) .#)�� ������ �! � � ���� K(T )* �"� ��&�$ '4�/ %$���# 1#��,�' g(x)�

��/%�$#� ��  � ��"�� % )�� ( ���!%�$�� ����* � ����� %&�� �!* &�� ����)�� � xi(t)*
i = 1, . . . , n* ���'� ����)�� eκt� ��") $� ����� 2	��3 $ ���$�� %�#& � ������ $�)

J =

∫ +∞

t0

g(x)e−λτ dτ =

∫ +∞

t0

n∑
i=1

aie
(κ−λ)τ dτ.

@�"�� #$�)��!* &�� ���#&���/ ����"� � %��)��%� ��� κ < λ* ")� i = 1, . . . , n*  )�� 1#��,��
g(x) %�� $�)��$ �,��� 

g(x) < AeκT . 2��;3
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-)�%! � $ %��)#'4�� ���� %�#& �� A � κ B ���������!�� ���%� ���
�� $����� %�#& � � ���#&�� $� �����

J = −k

∫ +∞

t0

e
−

n∑

i=1
aiκτ

e−λτ dτ.

-)�%! ����"� � %��)��%� ��� �'.� κ � λ*  1#��,�� �"� ��&�� (� &�����

g(x) < −ke−AeκT
. 2��>3

� ����!�� %�#& � � �����

J =

∫ +∞

t0

n∑
i=1

ai ln(e
κτ )e−λτ dτ.

����"� � � ��� %��)��%� ��� �'.� κ � λ*  1#��,�� g(x) �"� ��&�� E

g(x) < κT. 2���3

= ����,* $ ��%��)��� %�#& � � ���#&��

J =

∫ +∞

t0

n∑
i=1

ai
1− bi

(eκτ )1−bie−λτ dτ.

� ��/ ����"� � %��)��%� ��� κ(1 − bi) < λ* i = 1, . . . , n*  )�� 1#��,�� g(x) %�� $�)��$ 
�,��� 

g(x) < AeκT . 2��
3

�����! $$�)�� ����)������ 1#��,�� ,�� %�"� %�� 7	8� 5#%�! uT (·) B �(������� �� @�.�+
"# ���"� ����� #�� $����� � ����&��� �����$ ��� �����%�$� ���"� ���� #�� $����/ � 
����&��� �����$ �� �.�(� &�� %��$���� UT �

�31���.�� � "# %������� ���$ � !���#� � ����#�$� ��	�!����� )�� � & �!��/ ��(�,��

(t0, z0)* ")� t0 ∈ (0, T )* z0 =

(
x0
y0

)
* x0 ∈ R

n* y0 ∈ R* x0 = x(t0)* y0 = e−λt0g(x0, u(t0))* � ($ ��%�

$���&�� 

ωT (t0, z0) = inf
uT∈UT

(
y0 +

∫ T

t0

e−λτg(x(τ), u(τ)) dτ

)
. 2���3

� ��� � � �����.#��%� ����)������ 1#��,�� ,�� $ ( ) &� % .�%����&�� "���(������
5#%�! u(·) B �(������� �� @�.�"# ���"� ����� #�� $����� � .�%����&��� �����$ ��� ���+
��%�$� �(������ �� @�.�"# ���"� ���� #�� $����/ � .�%����&��� �����$ �� �.�(� &��
%��$���� U �

�31���.�� � 0# %������� ���$ � !���#� � �������#�$� ��	�!����� )�� � & �!��/ ��+

(�,�� (t0, z0)* ")� t0 ∈ (0, T )* z0 =

(
x0
y0

)
* x0 ∈ R

n* y0 ∈ R* x0 = x(t0)* y0 = e−λt0g(x0, u(t0))*

� ($ ��%� $���&�� 

ω(t0, z0) = inf
u∈U

lim
T→+∞

(
y0 +

∫ T

t0

e−λτg(x(τ), u(τ)) dτ

)
.

5���/)�� � )�� ( ���!%�$# �������� %$�/%�$ 1#��,�/ ,���

��%%$ 4# %������ ���$ ωT ���� �	��������� � ����

ωT (t, z) = y + e−λtωT−t(0, x, 0), ��� z =

(
x
y

)
, t ∈ (0, T ).
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� � �  (  � � � ! % � $ �� 5#%�! 0 < t0 < T < +∞ � z0 = (x0, y0)� 5� ����)�����' 1#��,��
,�� 2���3 � ����� 	 �����

ωT (t0, z0) = inf
u∈U

y(T ) = y0 + e−λt0 inf
u∗∈U∗ y

∗(T − t0) = y0 + eλt0ωT−t0(0, x0, 0).

@��� )�� ( � � �

��%%$ 5# 
�� ���$& x1 � x2 ������� ���$ ωT ���������	��� ��	��������

|ωT (0, x1, 0)− ωT (0, x2, 0)| � η(T )‖x1 − x2‖, ��� η(T ) =
L

L− λ

(
e(L−λ)T − 1

)
.

� � �  (  � � � ! % � $ �� ���#%���* &�� ωT (0, x1, 0) � ωT (0, x2, 0)� 5� ����)�����' 1#��+
,�� ,��

∀ ε > 0 ∃uT : y2(T )− ε � ωT (0, x2, 0).

<�%') %��)#��* &��

|ωT (0, x1, 0) − ωT (0, x2, 0)| � |y1(T )− y2(T )|+ ε.

� � � � z1 � z2  �����%����#'�%� ��� ��� F/��� * $ ���#&����� ��� $��%�$� y1 � y2 �����
% ��&��%�!' )� ε ( �����! � ��)��)�4�� ����)�� � ��� �� y1k � y2kE

|ωT (0, x1, 0)− ωT (0, x2, 0)| � |y1k − y2k|+ 2ε.

5� ����)�����' ��� ��/ F/��� ����� %)�� �! �,���#

|y1k − y2k|+ 2ε �
∫ T

0
e−λt|g(x1)− g(x2)| dt+ 2ε � L

∫ T

0
e−λt‖x1k − x2k‖ dt+ 2ε.

�����! �,���� ����# � (��%�� ‖x1k − x2k‖E

‖x1k − x2k‖ � ‖x1k(0)− x2k(0)‖ +
∫ t

0
‖f(x1k)− f(x2k)‖ dτ � ‖x1k(0) − x2k(0)‖ + L

∫ t

0
‖x1k − x2k‖ dτ.

5� ��� $��%�$# J���#��� ����� ‖x1k − x2k‖ � eLt‖x1k(0)− x2k(0)‖. 9#����#�� �,����E

|ωT (0, x1, 0)− ωT (0, x2, 0)| � L‖x1k(0)− x2k(0)‖
∫ T

0
e(L−λ)t dt+ 2ε.

�%�� #%������! k → +∞ � ε → 0* ���#&�� ���.#���� ��� $��%�$�� @��� )�� ( � � �

! 2# �'�-��)� '�-6'(�$ *+�&,  ,��)

��-1�%$ "# 
�� ����� ��!���� (t0, z0) !���#� ������������ ��	������� ����� ���� ω(t0, z0)�
�	�#�� ��	�������� ���	��������� ������� ω ��������� ωT

|ω(t0, z0)− ωT (t0, z0)| � K(T )e−λT

λ
, ��� κ < λ.

� � �  (  � � � ! % � $ �� ��%���!(#��%� �����/ �E

lim
θ→+∞

y(θ) � y(T ) +
K(T )e−λT

λ
.

<�%') %��)#��* &�� )�� ω1(t0, z0) %�� $�)��$�

ω1(t0, z0) = inf supJ∗(z) � inf supJT (z) +
K(T )e−λT

λ
= ωT (t0, z0) +

K(T )e−λT

λ
.
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�� ��"�&��*

ω2(t0, z0) = sup inf J∗(z) � ωT − K(T )e−λT

λ
.

� ��� �($�%���* &�� ω2(t0, z0) � ω1(t0, z0). �( 0��� ���� ��� $��%�$ %��)#��E

−K(T )e−λT

λ
+ ωT � ω2 � ω1 � ωT +

K(T )e−λT

λ
.

<�%') |ω1 − ω2| � 2
K(T )e−λT

λ
. �����! #%������ T → +∞* ���#&��* &�� ω1 = ω2 = ω* �

��%��)��� ��� $��%�$� ������ $�)

−K(T )e−λT

λ
+ ωT � ω � ωT +

K(T )e−λT

λ
.

������ )�� ( � � �

��-1�%$ 0# 
�� ���$& x1 � x2 ��	�������� ��	��������

|ω(0, x1, 0)− ω(0, x2, 0)| � C‖x1 − x2‖γ .

� � �  (  � � � ! % � $ �� <&�$�)��*

|w(x1)−w(x2)| � |w(x1)− ωT (0, x1, 0)|+ |ωT (0, x1, 0)− ωT (0, x2, 0)| + |ωT (0, x2, 0) − w(x2)|.

5� ����� � � ������� 	

|w(x1)− w(x2)| � η(T )‖x1 − x2‖+ 2K(T )e−λT

λ
.

<.�(� &��

δ = ‖x1 − x2‖, ρ(T, δ) = ηδ +
2K(T )e−λT

λ
.

�����! �( #%��$�� inf(ρ(T, δ)) � Cδγ * ")� T ∈ [0,+∞)* � /)�� ���%� �� C � γ� �����#�
)�%��" ��%� ��.� ��� T = 0* ��.� ��� T = +∞* ��.� ��� T ∈ (0,+∞)* )�� ������"� ρ′T (T, δ) =
0� ��� ( ���!%�$� ���$�)�� )�� %�#& �$ 2��;3* 2��>3* 2���3* 2��
3� = ������* &�� $ 0��� %�#& ��
K(T ) ������ �� %��)#'4�� (� &����E

	3 K(T ) = AeκT H

�3 K(T ) = κT H

;3 K(T ) = −ke−AeκT
�

� � �)�� �( ��� $ ( $�%���%�� �� %�����D���/ ���)# κ* λ � L $�(����� ��%���!�� ��)%�#+
& �$� : %%������ � �)/ �( ����
'��#�� ()� K(T ) = AeκT * κ � λ > L�

ρ(T, δ) = L(e(L−λ)T − 1)
δ

L− λ
+

2Ae(κ−λ)T

λ
.

� � � � ����($�)� �

ρ′T (T, δ) = Le(L−λ)T δ +
2A(κ − λ)

λ
e(κ−λ)T > 0,

1#��,�� ρ(T, δ) ��������� $�(� %� �� �� T � 5�0���# �� )�%��" �� �����#� ��� T = 0* � ��

(� &���� $ 0��/ ��&�� � $�� ρ(0, δ) =
2A

λ
� � 0��� %�#& � � ����� �������! C =

2A

λ
* γ = 0.
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'��#�� (*� K(T ) = AeκT * λ > κ > L� � 0��� %�#& � 1#��,�� ρ(T, δ) ��� T = 0 ������ ��

(� &����
2A

λ
� 5�� T * %�����4��%� � .�%����&��%��* �� ����� ���)��* � $�/

δL

λ− L
� @�"��

���$����!* &�� ����($�)� � ρ′T (T, δ) �.� 4 ��%� $ �#�! $ �)��%�$����/ ��&�� � &�� ��� T *
���!D�� 0��"� (� &����* ����($�)� � ���������!� � 9��)�$ ���!��* ��&� * $ ������/ ���+
�($�)� � �.� 4 ��%� $ �#�! B ��.� ��&� � �%��#� * ��.� ��&� ����"�. � � ��� �.� (��*
�����#� 1#��,�� ρ(T, δ) )�%��" ��%� � "� ��, � �����$ � [0,+∞)�

�� ��� #%��$��* ��� ������ �����#� )�%��" ��%� � � �)�/ �( "� ��,� <&�$�)��* 1#��+
,�� ρ(T, δ) ����� �����#� ��� T = 0* �%��

δL

L− λ
+

2A

λ
< 0,

� �����#� ��� %��������� T � .�%����&��%��* �%�� %#�� .��!D� �#��� � %�#& �* ��") %#�� 
� $� �#�'* (� &���� $ �#�� � $ .�%����&��%�� � $�� � ��� �.� (��* $ � &�%�$� ���%� �� �
����� $(��!

C =
2A

λ
, γ = 0, �%��

δL

L− λ
+

2A

λ
< 0,

C =
L

λ− L
, γ = 1, �%��

δL

L− λ
+

2A

λ
� 0.

'��#�� (+� K(T ) = AeκT * λ > κ = L�

ρ(T, δ) = e(L−λ)T

(
δL

L− λ
+

2A

λ

)
− δL

L− λ
.

C#��,�� ρ(T, δ) ��������� $�(� %� �� ���

δL

L− λ
+

2A

λ
< 0 2;�	3

� ��������� #.$ ��* �%�� 0�� $� ����� ���������!��� ��") $� ����� 2;�	3 ������ ��

(� &����* � $��� �#�'* 1#��,�� ρ(T, δ) ���)�%�$���� � $� 
δL

λ− L
� � ��� �.� (��* �����#�

1#��,�� ρ(T, δ) $ ( $�%���%�� �� (� � 2;�	3 )�%��" ��%� ��.� ��� T = 0* ��.� ��� T * %�����+
4��%� � .�%����&��%��� � ��� �.� (��* $ � &�%�$� ���%� ��* � � � $ ���))#4�� %�#& �* �
����� $(��!

C =
2A

λ
, γ = 0, �%��

δL

L− λ
+

2A

λ
< 0,

C =
L

λ− L
, γ = 1, �%��

δL

L− λ
+

2A

λ
� 0.

'��#�� (,� K(T ) = AeκT * λ > L > κ� -)�%! ��� � �� δ �����#� ρ(T, δ) )�%��" ��%� $
��&��

ρ′T (T, δ) = Le(L−λ)T δ +
2A(κ − λ)

λ
e(κ−λ)T = 0.

<�%') 

T =
1

L− κ
ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

)
.

<������* &�� ��� δ <
2A(λ− κ)

Lλ
���#&��� � ��&� ����� %���"� ��$�� �#��� �����! � /)��

(� &���� 1#��,�� ρ(T, δ) $ 0��/ ��&���

ρ(T, δ) =
δL

L− λ

((
2A(λ− κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

− 1

)
+

2A

λ

(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

=



9$�/%�$ 1#��,�� ,�� $ ( ) & � ����� �!��"� #�� $����� 		

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

= − L

λ− L

(
2A(λ− κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

δ
λ−κ

L−κ +
2A

λ

(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

δ
λ−κ

L−κ +
L

λ− L
δ.

� � � � $ ���$� )$#� %� " ��� ��� ( ���! %������ δ ���!D� �)���,* ��� � �� δ %�� +

$�)��$ �,��� δ
λ−κ

L−κ < δ* � ����� ( ��% �!E

ρ(T, δ) � δ

(
2A

λ

(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

− L

λ− L

(
2A(λ− κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

+
L

λ− L

)
.

� � ����� $(��! ���%� ��E

γ = 1, C =
2A

λ

(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

− L

λ− L

(
2A(λ − κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

+
L

λ− L
.

'��#�� (-� K(T ) = AeκT * κ > L > λ� C#��,�� ρ(T, δ) ��������� $�(� %� �� �� T * �

� �����$ �� [0,+∞) �����#� )�%��" ��%� ��� T = 0� � 0��/ ��&�� 1#��,�� � $� 
2A

L
�

���%� �� � ����� $(��!E

C =
2A

λ
, γ = 0.

'��#�� (.� K(T ) = AeκT * κ = L > λ� � 0��� %�#& � 1#��,�� ρ(T, δ) ����� ��� �� $�)*
&�� � $ %�#& � 	K� <)� �� ()�%! $� ����� 2;�	3 $%�") ���������!��* � ��0���# 1#��,��
ρ(T, δ) ��������� #.$ ��� 9��)�$ ���!��* �� �����#� )�%��" ��%� ��� T * %�����4��%� �
.�%����&��%��� � $ � &�%�$� ���%� �� � ����� $(��!

C =
L

λ− L
, γ = 1.

'��#�� (/� K(T ) = AeκT * L > κ � λ� -)�%! 1#��,�� ρ(T, δ) ��������� $�(� %� �� �� T � 5�
 � ��"�� %� %�#& �� 	L � ����� $.� �! ���%� ��

C =
2A

λ
, γ = 0.

'��#�� (0� K(T ) = AeκT * L > λ > κ� -)�%!* � � � $ %�#& � 	M* �����#� 1#��,�� ���
� �� δ )�%��" ��%� $ ��&��

T =
1

L− κ
ln

(
2A(λ− κ)

δLλ

)
.

5�� δ <
2A(λ− κ)

Lλ
��&� T ����� %���"� ��$�� �#��� = /)�� (� &���� 1#��,�� ρ(T, δ) $ ��&��

T �

ρ(T, δ) =
δL

L− λ

((
2A(λ− κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

− 1

)
+

2A

λ

(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

=

=
L

L− λ

(
2A(λ − κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

δ
λ−κ

L−κ +
L

λ− κ

(
2A(λ − κ)

δLλ

)L−λ
L−κ

δ
λ−κ

L−κ − L

L− λ
δ.

� � � � ��%��)��� %� " ���� ����, ���!��* � ����� �"� ��.��%��!� 5�%�� "�#�����$�� %� +
" ��� �,��� 1#��,�� .#)�� $"��)��! %��)#'4�� �.� (��E

ρ(T, δ) � δ
λ−κ

L−κ

((
L

L− λ
+

L

λ− κ

)(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

)
.

� � ����� $(��! � ��� ���%� ��E

C =

((
L

L− λ
+

L

λ− κ

)(
2A(λ− κ)

δLλ

) κ−λ
L−κ

)
, γ =

λ− κ

L− κ
.
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'��#�� (1� K(T ) = AeκT * κ > L = λ� � � � � L = λ* &�%�����! � (� ��� ���! ���$�"�
%� " ���"� $ $� ����� 1#��,�� ρ(T, δ) �.� 4 '�%� $ �#�!� 5������� �� $��� @���� �� �
���#&��E

ρ(T, δ) = LTδ +
2Ae(κ−λ)T

λ
.

F� 1#��,�� ��������� $�(� %� ��* (� &���� ρ(0, δ) =
2A

L
� 9��)�$ ���!��* ���%� �� .#)#�

� $�E

C =
2A

λ
, γ = 0.

'��#�� (2� K(T ) = AeκT * L = λ = κ� -)�%! � ��� L = λ* � 1#��,�� ρ(T, δ) ������ �� ���

�� $�)� �� � ����!D�� (� &���� � �����$ �� [0,+∞) � $��
2A

L
� ���%� �� .���� �� ��E

C =
2A

λ
, γ = 0.

'��#�� (3� K(T ) = AeκT * L = λ > κ� 5�� � �� δ 1#��,�� )�%��" �� �����#� * ��") 

ρ′T (T, δ) = Lδ − 2A(κ − λ)

λ
e(κ−λ)T = 0.

<�%') 

T =
1

λ− κ
ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

)
.

ρ(T, δ) =
L

λ− κ
ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

)
δ +

2A

λ

(
2A(λ− κ)

Lλδ

)κ−λ
λ−κ

=

=
L

λ− κ
ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

)
δ +

L

λ− κ
δ =

L

λ− κ

(
ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

)
+ 1

)
δ.

- �����* &�� )�� �'.�"� γ �( �����$ � (0, 1)

lim
δ→0

(
1 + ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

))
δ1−γ = 0.

5�0���# )�� � �� δ

ρ(T, δ) =
L

λ− κ

(
1 + ln

(
2A(λ− κ)

Lλδ

))
δ1−γδγ � L

λ− κ
δγ ,

�� �%�! ���%� �� ����� $(��! C =
L

λ− κ
* γ ∈ (0, 1).

'��#�� 4)� K(T ) = κT * λ 	= L� � 0��� %�#& � 1#��,�� ����� $�)

ρ(T, δ) = L(e(L−λ)T − 1)
δ

L− λ
+

2CTe−λT

λ
.

@�"�� #$�)��!* &�� ρ(0, δ) = 0 � &�� ρ(T, δ) > 0 )�� $%�� T > 0� 5�0���# �����#� 1#��,��
)�%��" ��%� ��� T = 0* � � ����� $(��! ���%� �� C = 0* γ ∈ (0,+∞).
'��#�� 4*� K(T ) = κT * λ = L� -)�%!* � � � $ %�#& �� 	NO	P* &�%�����! � (� ��� ���!

���$�"� %� " ���"� 1#��,�� � $� �#�'* � 1#��,�� ������ �� $�)E

ρ(T, δ) = LTδ +
2CTe−λT

λ
.

�� �����#� )�%��" ��%� ��� T = 0* � 1#��,�� $ 0��/ ��&�� � $� �#�'� 5�0���# C = 0*
γ ∈ (0,+∞).
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'��#�� 5)� K(T ) = −ke−AeκT
* λ 	= L� � 0��� %�#& � 1#��,�� ����� $�)

ρ(T, δ) = L(e(L−λ)T − 1)
δ

L− λ
− 2ke−AeκT−λT

λ
.

� � � � �� ����($�)� �

ρ′T (T, δ) = Lδe(L−λ)T +
2ke−AeκT−λT

(
AκeκT + 1

)
λ

> 0,

% � 1#��,�� ��������� $�(� %� �� � )�%��" �� �����#� ��� T = 0E ρ(0, δ) = − 2k

λeA
. 9��)�+

$ ���!��* C = − 2k

λeA
, γ = 0.

'��#�� 5*� K(T ) = −ke−AeκT
* λ = L� 5�  � ��"�� %� %�#& ��� 	NO	P � �Q

ρ(T, δ) = LδT − 2ke−AeκT−λT

λ
.

5���($�)� �

ρ′T (T, δ) = Lδ +
2ke−AeκT−λT

(
AκeκT + 1

)
λ

> 0.

9��)�$ ���!��* �����#� ��� T = 0E ρ(0, δ) = − 2k

λeA
. � � ����� $(��! C = − 2k

λeA
* γ = 0.

������ )�� ( � � �
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�������$ DAHK3@E FDPHNDE� KPdPKHG JDNKCDP� 2@EBG QBPFHKDP� GIHK3@HKDP DQ FDPHKPBKHU 3DTBEBI� @IU3AHDHKF
ANDAGNHKGI!

Va?$ YWp+.

qJG @NHKFEG KP2GIHKn@HGI ANDAGNHKGI DQ HJG 2@EBG QBPFHKDP DQ HJG DAHK3@E FDPHNDE ANDcEG3 DP KPdPKHG JDNKCDP
rKHJ @P BPEK3KHGT KPHGnN@PT KPTGO @AAG@NKPn KP HJG SB@EKHU QBPFHKDP@E rKHJ @ TKIFDBPH Q@FHDN! qJG GIHK3@HG KI
TGNK2GT QDN @AANDOK3@HKPn HJG 2@EBG QBPFHKDP KP @ ANDcEG3 rKHJ HJG KPdPKHG JDNKCDP cU EG2GEI DQ 2@EBG QBPFHKDPI
KP ANDcEG3I rKHJ EGPnHJGPKPn dPKHG JDNKCDPI! qJG IHNBFHBNG DQ HJG 2@EBG QBPFHKDP KI KTGPHKdGT c@IKPn DP
IH@HKDP@NU 2@EBG QBPFHKDPI rJKFJ TGAGPT DPEU DP AJ@IG 2@NK@cEGI! qJG TGIFNKAHKDP KI nK2GP QDN HJG @IU3AHDHKF
nNDrHJ DQ HJG 2@EBG QBPFHKDP nGPGN@HGT cU 2@NKDBI HUAGI DQ HJG SB@EKHU QBPFHKDP@E @AAEKGT KP GFDPD3KF @PT
dP@PFK@E 3DTGEKPn$ EDn@NKHJ3KF� ADrGN� GOADPGPHK@E� EKPG@N QBPFHKDPI! qJG ANDAGNHU DQ FDPHKPBKHU KI IAGFKdGT
QDN HJG 2@EBG QBPFHKDP @PT GIHK3@HGI @NG TGTBFGT QDN HJG LsDETGN A@N@3GHGNI DQ FDPHKPBKHU! qJGIG GIHK3@HGI
@NG PGGTGT QDN HJG TG2GEDA3GPH DQ nNKT @EnDNKHJ3I TGIKnPGT QDN FDPIHNBFHKDP DQ HJG 2@EBG QBPFHKDP KP DAHK3@E
FDPHNDE ANDcEG3I rKHJ KPdPKHG JDNKCDP!
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