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Pi : ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i = 1, 2, . . . , n,

Ej : ẏj = A(t)yj + v, v ∈ U(t), yj(t0) = Y 0
j , j = 1, 2, . . . ,m.
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xα(τα) = yjα(τα), α ∈ Λ, Λ ⊂ {1, 2, . . . , n}, |Λ| = b (n � b � 1), jα ⊂ {1, 2, . . . ,m}.

$ ����	 � �	������! ������	�	���! �����������! �����	 ��	��	��
 ���� ���	��� ������ ��������
���

xα(τ) = yjα(τ), α ∈ Λ.
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xα(τ) = yjα(τ), xα(s) �= yjα(s), s ∈ [t0, τ), α ∈ Λ.
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������������ �� �!� "#$% ���� ��&&'()����� ���#(��*�� �( +� �,-�.&(' /	0� # ��1
&)(23�� #��'2 ���"&)�#�24) &(5(, &("��6�)�� �$4 '�)�'�)�*�&.$4 )�(��4 /�7�0 8'�)("
9�:� ;(�)�2!���� '�)(" <.&)��'�� �(!( �������#���2 =�=� ���&(#&.(!( � "�$!��>�

�&)�&)#���' (5(53����' "����������� �% �!� "#$% ��� 2#�24)&2 -�"�*� ���&��"(#�1
��27$5�!���2 & $*�&)��' !�$�� $���#�2�'% (5?�.)(# %()2 5 & ("�(, �- ��()�#(5(�&)#$1
43�% &)(�(�� ��� <)(' ���5(� @$4 )�$"�(&) "�2 �&&��"(#���, ���"&)�#�24) -�"�*� .(�1
���.)�(!( #-��'("�,&)#�2 '�6"$ "#$'2 !�$���'� $���#�2�'% (5?�.)(#� :������.� <)�%
-�"�* 8�����'��� ��#�$.�(&) � ��&#2-�(&) (5?�"�����2 '�(6�&)# "(&)�6�'(&)� ���&��"(1
#�)���, ��� ����#% '�(6�&)# $5�!�43�%> )��5$�) &(-"���2 �(#% '�)("(# �% �&&��"(#���2�
()��*�% () '�)("(#� ��-��5()���% "�2 �!� "#$% ����

A�"�*� ��(&)(!( !�$��(#(!( ���&��"(#���2 & ��#�'� #(-'(6�(&)2'� ��&&'�)��#���& 
9��� ;�)�(&2�('� �' 5�� �(�$*�� /
0 "(&)�)(*�� $&�(#�2 �(�'.�� B�=� ;@���*�, �(1
�$*�� /�0 ��(5%("�'� � "(&)�)(*�� $&�(#�2 �(�'.�� =�9� C��!(���.( ##�� �(�2)�� '�(!(1
.��)�(, �(�'.�� "�2 -�"�*� & ��(&)'� "#�6���2'� � ��#�'� #(-'(6�(&)2'� �' ���"&)�#1
��� /�0 ��(5%("�'� � "(&)�)(*�� $&�(#�2 '�(!(.��)�(, �(�'.�� ��� D�.���' � =�=� ;�)1
�(#' 5�� �(�$*�� /��	�0 "(&)�)(*�� $&�(#�2 '�(!(.��)�(, �(�'.� # .(����.)�( $���#1
�2�'% ��(��&&�% � # ���'��� 9�:� ;(�)�2!��� & ��#�'� #(-'(6�(&)2'�� � ��5()�% /		7	�0
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##�"�� �(�2)�2 ��&)�(!(, ("�(#��'���(, � ("�(#��'���(, '�(!(.��)�% �(�'(.� "�2 ����1
*�&����% #@� -�"�* ���#�"�� "(&)�)(*��� � # ��.()(�% &�$*�2% � ��(5%("�'� $&�(1
#�2 ��-��@�'(&)�� ��(!(.��)��2 �(�'.� ��(�&%("�)� �&�� -�"���(� .(��*�&)#( ���&��"(#�)�1
��, �(#2) $5�!�43�!(� ��� <)(' '('��) �(�'.� '(!$) �� &(#��"�) � �&�� '('��) �(�'.�
8�� (52-�)�� �( ���'�� @��> &(#��"�4)� )( !(#(�2)� *)( ��(�&%("�) ��&)�(!�2 ("�(#��'����2
'�(!(.��)��2 �(�'.� $5�!�43�!(� =�.(���� �&�� &(#��"�4) ���'�� @�� '('��) �(�'.�� )(
��(�&%("�) ("�(#��'����2 '�(!(.��)��2 �(�'.� $5�!�43�!(�

� ���"��!��'(, ��5()� ##�"�� �(�2)�2 '�(!(.��)�(,� ��&)�(!(, ("�(#��'���(, � ("�(1
#��'���(, '�(!(.��)�% �(�'(. !�$�� $5�!�43�%� ;(�$*�� "(&)�)(*��� � # ��.()(�%
&�$*�2% � ��(5%("�'�� $&�(#�2 '�(!(.��)�(, � ��&)�(!(, ("�(#��'���(, '�(!(.��)�(, �(�1
'(. $5�!�43�%� �&�(� -$43�% ("���.(#(� 86�&).( &.((�"����(#���(�> $���#������ # ��&)�1
��(����(' .(����.)�( $���#�2�'(' ��(��&&� & ��#�'� "���'�*�&.�'� � ������(��'�
#(-'(6�(&)2'� #&�% �!�(.(#� ����#����2 ���&��"(#�)���,� !����)��$43�� $.�-���� #�"
�(�'(. �� �(-"��� ��.()(�(!( .(��*�(!( '('��)� #��'���� �(&)�(�� # 2#�(' #�"�� +�&&'()1
��� �2" '("�� �% ���'��(#�

� �� � !"#� �$# %#�#&�

� ��(&)���&)#� R
k (k � 2) ��&&'�)��#��)&2 "����������� ��2 �!�� Γ n +m ���E n ���1

&��"(#�)���, P1, P2, . . . , Pn � m $5�!�43�% E1, E2, . . . , Em & -�.(��'� "#�6���2 � ��*�� �'�
$&�(#�2'� 8��� t = t0)

Pi : ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i ∈ I(n),

Ej : ẏj = A(t)yj + v, v ∈ U(t), yj(t0) = Y 0
j , j ∈ I(m),

8	�	>

!"� xi, yj ∈ R
k, A(t) F ������#��2 �� [t0,∞) .#�"��)��2 '�)���� �(�2".� k, U(t) F '�(!(1

-��*�(� ()(5��6����� ������#�(� # '�)��.� G�$&"(��� �� [t0,∞)� 2#�243��&2 ��� .�6"('
t ∈ [t0,∞) &)�(!( #�$.�' .('��.)(' # R

k & !��".(, !������,� '�(6�&)#( I(q) = {1, 2, . . . , q}
"�2 #&�% q � 1, S(a, b) F @�� # R

k & ���)�(' # )(*.� a ��"�$&� b.
����#����2 �- .��&&� �-'���'% �( 9�5�!$ �$�.��, �� [t0,∞) &( -��*���2'� �- '�(6�1

&)#� U(t) 5$"�' ��-#�) "(�$&)�''��
;$&) σ F ��.()(�(� ��-5����� F t0 = θ0 < θ1 < θ2 < · · · < θq < . . . F ��)��#��� [t0,∞), ��

�'�43�� .(��*�% )(*�. &!$3���2 8��5( )(*�. # ��-5����� .(��*�(� *�&�(� ��5( lim
q→∞ θq = ∞)�

�'(���)���� �� ���������	�
	����� ��	���
�� ���
����� Ej , j ∈ I(m)� &(()#�)&)#$1
43�, ��-5����4 σ, 5$"�' ��-#�) &�'�,&)#( ()(5��6���,� &)�#23�% # &(()#�)&)#�� '('��1
)$ θq � �(-���2' xi(θq), yj(θq) "(�$&)�'(� $���#����� v(t), (���"�����(� "�2 t ∈ [θq, θq+1), )(
�&) 

v(t) = v
(
t, θq, xi(θq), yj(θq)

)
, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . .

A"�& � "����� �&�� θq+1 �� (���"���� (θq F �(&��"�22 )(*.� ��-5����2 σ), )( &*�)��' θq+1 = ∞.

H)'�)�'� *)( "�,&)#�2 $5�!�43�% '(6�( )��.)(#�) &��"$43�' (5��-('E �'��)&2 ���)��
.()(�, "�2 #&�% $5�!�43�% Ej , j ∈ I(m)� #5����) ("�( � )( 6� $���#����� v(t).

�'(���)���� *� ���������	�
	����� ����	��	���
�� �	������������ Pi� i ∈ I(n)� &(1
()#�)&)#$43�, ��-5����4 σ, 5$"�' ��-#�) &�'�,&)#( ()(5��6���,� &)�#23�% # &(()#�)&)#��
'('��)$ θq, �(-���2' xi(θq), yj(θq) � "(�$&)�'('$ $���#����4 v(s)� s ∈ [θq, θq+1)� $5�!�41
3�% Ej , j ∈ I(m)� "(�$&)�'� $���#����2 ui(t), (���"������ "�2 t ∈ [θq, θq+1), )( �&) 

ui(t) = ui
(
t, θq, xi(θq), yj(θq), v(s), s ∈ [θq, θq+1)

)
, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . .

��2 .�6"(!( q = 1, 2, . . . , n (���"���' '�(6�&)#(

Ω(q) =
{{i1, i2, . . . , iq} : i1 < i2 < · · · < iq, i1, i2, . . . , iq ∈ I(n)

}
.
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�'(���)���� +� � �!�� Γ #(-'(6�� b��	����� ������ (n � b � 1), �&�� &$3�&)#$�) .(1
��*�, '('��) T0 = T0(X

0
i , Y

0
j ) )�.(,� *)( "�2 �45% ��-5����2 σ � .$&(*�(1��(!��''�(,

&)��)�!�� $5�!�43�% Ej , j ∈ I(m)� &$3�&)#$4) )�.�� .$&(*�(1��(!��''�� .(�)�&)��)�!��
���&��"(#�)���, Pi, i ∈ I(n), *)( ��,"$)&2 '�(6�&)#( Λ ∈ Ω(b), �('��� jα ∈ I(m) � '('��)
τα ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, "�2 .()(�%

xα(τα) = yjα(τα) ��� #&�% α ∈ Λ.

H)'�)�'� *)( .�6", �- ���&��"(#�)���, Pi, i ∈ I(n)� '(6�) (&$3�&)#�) �(�'.$ �� 5(���
("�(!( ��-�� ��� <)(' �45(, �- $5�!�43�% Ej , j ∈ I(m)� '(6�) ��5( $.�(��) &2 () #&)��*��
��5( �!( '(!$) �(,'�) � # )(' *�&�� � ��&.(� .( ��-�

�'(���)���� ,� � �!�� Γ #(-'(6�� ����	�
�� �����	������� b��	����� ������� �&�� &$1
3�&)#$�) .(��*�, '('��) T0 = T0(X

0
i , Y

0
j ) )�.(,� *)( "�2 �45% ��-5����2 σ � .$&(*�(1

��(!��''�(, &)��)�!�� $5�!�43�% Ej , j ∈ I(m)� &$3�&)#$4) )�.�� .$&(*�(1��(!��''�� .(�1
)�&)��)�!�� ���&��"(#�)���, Pi, i ∈ I(n), *)( ��,"$)&2 '�(6�&)#( Λ ∈ Ω(b), �('��� jα ∈ I(m)
� '('��) τ ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, "�2 .()(�%

xα(τ) = yjα(τ) ��� #&�% α ∈ Λ.

�'(���)���� -� � �!�� Γ #(-'(6�� �����	������� b��	����� ������� �&�� &$3�&)#$�)
.(��*�, '('��) T0 = T0(X

0
i , Y

0
j ) )�.(,� *)( "�2 �45% ��-5����2 σ � .$&(*�(1��(!��''�(,

&)��)�!�� $5�!�43�% Ej , j ∈ I(m)� &$3�&)#$4) )�.�� .$&(*�(1��(!��''�� .(�)�&)��)�!��
���&��"(#�)���, Pi, i ∈ I(n), *)( ��,"$)&2 '�(6�&)#( Λ ∈ Ω(b), �('��� jα ∈ I(m) � '('��)
τ ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, "�2 .()(�%

xα(τ) = yjα(τ), xα(s) �= yjα(s) ��� #&�% s ∈ [t0, τ), α ∈ Λ.

H)'�)�'� *)( ��� b = 1 #@����#�"���� (���"�����2 �(�'(. &(#��"�4) 8# <)(' &�$1
*�� .��)�(&) �(�'.� '(6�( �� $.�-#�) >� �&�� b � 2, )( #(-'(6�(&) b1.��)�(, �(�'.�
2#�2�)&2 ��(5%("�'' $&�(#��' (&$3�&)#����2 ��&)�(!(, ("�(#��'���(, b1.��)�(, �(�'.��
.()(��2� # &#(4 (*���" � ��(5%("�'� "�2 �����-���� ("�(#��'���(, b1.��)�(, �(�'.��

� *� .#�#&# '( !" / '(�!)�� �#��0  �� / 12�/#34�/ 5!)1&#6 A(t) ≡ O � m = 17

:��*��� �&&��"$�' &�&)�'$ 8	�	> "�2 &�$*�2 ��(&)% "#�6���, (A(t) ≡ O F �$� 1'�)����)
& ("��' $5�!�43�' (m = 1), # <)(' &�$*�� (�� ���'�) #�"

Pi : ẋi = ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ = v, v ∈ U(t), y(t0) = Y 0 8��	>

8"�2 .��).(&)� -"�& (�$&)�' ��"�.& j = 1).
��2 #&�% w ∈W, ξ ∈ R

k \ {0}, !"� W F ��(�-#(� �, .('��.) # R
k, (���"���' #���*��$

λ(w, ξ;W ) = sup
{
λ � 0 : (w − λξ) ∈W

}
. 8���>

H)'�)�'� *)( λ(w, ξ;S(0, 1)) F '�.&�'�� �, .(��� $��#����2 ‖w − λξ‖ � 1, ().$"�

λ(w, ξ;S(0, 1)) =
〈w, ξ〉+

√
〈w, ξ〉2 + ‖ξ‖2(1− ‖w‖2)

‖ξ‖2 "�2 #&�% w ∈ S(0, 1), ξ �= 0. 8���>

B$"�' &*�)�) � *)( #�(����(
�(��' ) 8���� �� :$3�&)#$�) ������#��2 � ��#�(6"����2 �� [t0,∞) .#�"��)��2 '�)1

���� B(t) �(�2".� k )�.�2� *)(

B(t)U(t) = S(0, 1) "�2 #&�% [t0,∞). 8���>



��(!(.��)��2 �(�'.� 6�&).( &.((�"����(#���% $5�!�43�% ��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

����� �- 8���>� 8���>� 8���> �(�$*�'� *)( "�2 #&�% ξ �= 0, w ∈ U(t), t ∈ [t0,∞)

λ(w, ξ;U(t)) = sup
{
λ � 0 : (w − λξ) ∈ U(t)

}
= sup

{
λ � 0 : B(t)(w − λξ) ∈ B(t)U(t)

}
=

= sup
{
λ � 0 : (B(t)w − λB(t)ξ) ∈ S(0, 1)

}
= λ(B(t)w,B(t)ξ;S(0, 1)) =

=
〈B(t)w,B(t)ξ〉+

√
〈B(t)w,B(t)ξ〉2 + ‖B(t)ξ‖2(1− ‖B(t)w‖2)

‖B(t)ξ‖2 .

8���>

�*�)#�2� *)( X0
i �= Y 0, i ∈ I(n), � )�.6� ��#��&)#( 8���> �(�$*�'� *)( .�6"�2 �$�.��2

λi(v, t) = λ(v,X0
i − Y 0;U(t)) = sup

{
λ � 0 : (v − λ(X0

i − Y 0)) ∈ U(t)
}

8��
>

������#�� �� '�(6�&)#� U(t)×[t0,∞). :��"(#�)�� �(� ��� �45(' "(�$&)�'(' $���#����� v(t)
�(�$*��' �$�.��� λi(v(t), t) 8("�(!( ��!$'��)� t) �-'���'� �( 9�5�!$ �� [t0,∞).

�#�"�' (5(-��*���2

Ji(t) =

∫ t

t0

λi(v(s), s) ds, δ0(t) = min
v∈U(t)

max
Λ∈Ω(b)

min
α∈Λ

λα(v, t), Δ0 =

∫ ∞

t0

δ0(s) ds. 8���>

9�::# �� ����� ��������� �	����������� 1 � Δ0 = ∞. ��
�� ���������� ������� ���

���� T > t0 ����� ��� ��� ����
� ���������
� ��	������� v(t) ������� ����� ���������

Λ ∈ Ω(b), ��� Jα(T ) � 1 ��� ���� α ∈ Λ.

� ( . � - � ) � �  & ) # (� �'�4) '�&)( ����#��&)#�

max
Λ∈Ω(b)

min
α∈Λ

Jα(t) �
1

Cb
n

∑
Λ∈Ω(b)

(
min
α∈Λ

∫ t

t0

λα(v(s), s) ds
)
� 1

Cb
n

∫ t

t0

δ0(s) ds.

��. .�. Δ0 = ∞, )( &$3�&)#$�) .(��*�, '('��) T, (���"��2�', �- $&�(#�2

1

Cb
n

∫ T

t0

δ0(s) ds � 1,

"�2 .()(�(!( ��,"�)&2 )�.(� '�(6�&)#( Λ ∈ Ω(b), *)( Jα(T ) � 1 "�2 #&�% α ∈ Λ.
9�''� 	 "(.�-���� �
;$&) 

T0 = T0(X
0
i , Y

0) = min{T > t0 : inf
v(·)

max
Λ∈Ω(b)

min
α∈Λ

Jα(T ) � 1}, 8���>

!"� ����'$' 5���)&2 �( #&�' "(�$&)�'' $���#����2' v(t).
�- ��'' 	 &��"$�)� *)( T0 <∞ ��� Δ0 = ∞.

	� (�:# �� ����� ��������� �	����������� 1, A(t) ≡ O, m = 1 � Δ0 = ∞. ��
�� � �
	� Γ
�� ����� ����	�
�� �����	������� b��	����� ������!

� ( . � - � ) � �  & ) # (� ;�� �45% "(�$&)�'% $���#����2% ��@���2 8��	> �'�4) #�"

xi(t) = X0
i +

∫ t

t0

ui(s) ds, y(t) = Y 0 +

∫ t

t0

v(s) ds "�2 #&�% i ∈ I(n), t ∈ [t0,∞).

:��"(#�)�� �(� "�2 #&�% i ∈ I(n), t ∈ [t0,∞)

xi(t)− y(t) = (X0
i − Y 0) +

∫ t

t0

(ui(s)− v(s)) ds.

;$&) v(t)� t0 � t � T0� F ��(�-#(� �(� "(�$&)�'(� $���#����� $5�!�43�!( E. �- (���"�1
����2 '('��)� T0 &��"$�)� *)( &$3�&)#$�) '('��) τ ∈ (t0, T0], 2#�243�,&2 .(���' $��#����2

1− max
Λ∈Ω(b)

min
α∈Λ

Jα(t) = 0,



�� ���� B��!("�)&.�%

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

� )�.6� '�(6�&)#( Λ0 ∈ Ω(b) )�.(�� *)( 1 − Jα(τ) � 0 "�2 #&�% α ∈ Λ0. ;$&) τi ∈ [t0,∞) F
'���'�� �(� -��*���� )�.(�� *)( 1− Ji(τi) = 0. H)'�)�'� *)(

τα ∈ (t0, τ ] ⊂ (t0, T0] "�2 #&�% α ∈ Λ0.

A�"��' "(�$&)�'� $���#����2 ���&��"(#�)���, Pi &��"$43�' (5��-('E

ui(t) =

{
v(t)− λi(v(t), t)(X

0
i − Y 0), t ∈ [t0,min{τi, T0}]

v(t), t > min{τi, T0}.

�(!"� "�2 #&�% α ∈ Λ0

xα(τ)− y(τ) = (X0
α − Y 0)

(
1−

∫ τα

t0

λα(v(s), s)ds
)
= (X0

α − Y 0)
(
1− Jα(τα)

)
= 0.

��(��'� 	 "(.�-���� �
��2 .�6"(!( �"���*�(!( #�.)(�� l ∈ R

k � #&�% t ∈ [t0,∞) (���"���' �$�.��4

vl(t) ∈ ∂U(t) �- $&�(#�2E 〈u(t)− vl(t), l〉 < 0 "�2 #&�% u(t) ∈ U(t) \ {vl(t)}. 8���>

H)'�)�'� *)( �$�.��2 vl(t) ��� .�6"(' -���.&��(#���(' l (���"����� ("�(-��*�( � �����1
�#�� �� ��)��#��� [t0,∞) # &��$ &#(,&)# '�(!(-��*�(!( ()(5��6���2 U(t).

9�::# *� ����� A(t) ≡ O, m = 1. "��� � ���� �
	� Γ ��� ������	�
� ��������
� �����	�

l ∈ R
k, ����	� p ∈ I(n) � ������� θq � t0 	���� ������� �����#��

〈xp(θq)− y(θq), l〉 � 0, xp(θq) �= y(θq),

��� ��	������ ���������� �	��������� ��	������� ���
����
� E 	���������

v(t) = vl(t) ��� ���� t ∈ [θq,∞),

������� ������������ ��	�������

〈xp(t)− y(t), l〉 � 0, xp(t) �= y(t) ��� ���� t ∈ [θq,∞)

�	� ���� ���������� �	���������� ��	������� up(t), t ∈ [θq,∞)� �	������������ Pp.

� ( . � - � ) � �  & ) # (� � &��$ 8���>� $&�(#�, ��'' � )�(��' �(@�

〈xp(t)− y(t), l〉 = 〈xp(θq)− y(θq), l〉+
∫ t

θq

〈up(s)− vl(s), l〉 ds � 0 "�2 #&�% t ∈ [θq,∞),

���*�' ��#��&)#( #(-'(6�( )(� .( # &�$*��� �&�� up(s) = vl(s) �(*)� #&4"$ �� [θq, t], �( # <)('
&�$*�� xp(t) �= y(t), )�. .�. xp(θq) �= y(θq). �&��

〈xp(t)− y(t), l〉 < 0,

)( xp(t) �= y(t). :��"(#�)�� �(� xp(t) �= y(t) "�2 #&�% t ∈ [θq,∞).

9�''� � "(.�-���� �

�!) ��� �� Y 0 ∈ Int co {X0
p , p ∈ K} "�2 #&�% '�(6�&)# K ∈ Ω(n− b+ 1).

	� (�:# *� �	� A(t) ≡ O, m = 1 ������� 1 �������� ����������� ��� �������������

b��	���� ������ � �
	� Γ.



��(!(.��)��2 �(�'.� 6�&).( &.((�"����(#���% $5�!�43�% �	

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

� ( . � - � ) � �  & ) # (� ;$&) $&�(#�� 	 �� #�(����(� �(!"� &$3�&)#$�) 8%()2 5 ("�(>
'�(6�&)#( Q ∈ Ω(n−b+1) )�.(�� *)( Y 0 /∈ Int co {X0

q , q ∈ Q}. �- )�(��' ()"���'(&)� &��"$�)�

*)( &$3�&)#$�) �"���*�, #�.)(� l ∈ R
k )�.(,� *)( 〈h, l〉 � 0 "�2 #&�% h ∈ co{X0

q − Y 0, q ∈ Q},
�(<)('$

〈X0
q − Y 0, l〉 � 0 "�2 #&�% q ∈ Q.

;( 8���> (���"���' "(�$&)�'(� $���#����� $5�!�43�!( E &��"$43�' (5��-('E

v(t) = vl(t) "�2 #&�% t ∈ [t0,∞).

� &��$ ��'' � ��� �45% "(�$&)�'% $���#����2% ui(t) ���&��"(#�)���, Pi #�(����(
����#��&)#( xq(t) �= y(t) "�2 #&�% t ∈ [t0,∞), q ∈ Q.

H&)�#@��&2 |I(n) \ Q| = n − (n − b + 1) = b − 1 ���&��"(#�)���, �� '(!$) (&$3�&)#�) 
b1.��)�$4 �(�'.$�

��(��'� � "(.�-���� �

� +� �(�!)�� �#���  �� / 12�/#34�/ 5!)1&#6 A(t) �≡ O � m = 17

+�&&'()��' (53�, &�$*�, 8A(t) �≡ O> &�&)�' 8	�	> & ("��' $5�!�43�' (m = 1), # <)('
&�$*�� (�� ���'�) #�"

Pi : ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ = A(t)y + v, v ∈ U(t), y(t0) = Y 0 8��	>

8��"�.& j = 1 "�2 .��).(&)� #�(# (�$&)�'>�
;$&) Φ(t) F �$�"�'��)�� ��2 '�)���� &�&)�' ϕ̇ = A(t)ϕ )�.�2� *)( Φ(t0) = I, !"� I F

�"���*��2 '�)����� H)'�)�'� *)( Φ−1(t) ��#�(6"���� � ������#�� �� [t0,∞), � Φ−1(t0) = I.
� &�&)�'� 8��	> ��(#�"�' ��(&(5(� ����,�(� ���(5��-(#���� .((�"���)

x∗i (t) = Φ−1(t)xi(t), y∗(t) = Φ−1(t)y(t),
u∗i (t) = Φ−1(t)ui(t) ∈ Φ−1(t)U(t), v∗(t) = Φ−1(t)v(t).

8���>

� �(#% .((�"���)�% .(����.)�( $���#�2�'�2 &�&)�'� 8��	> ���(5��-$�)&2 /�0 . -�"�*�
��(&)(!( !�$��(#(!( ���&��"(#���2

Pi : ẋ∗i = u∗i , u∗i ∈ V (t) = Φ−1(t)U(t), x∗i (t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ∗ = v∗, v∗ ∈ V (t) = Φ−1(t)U(t), y∗(t0) = Y 0.
8���>

H)'�)�'� *)( # �(�$*���(, 8���> � # �&%("�(, 8��	> &�&)�'�% �(�'.� (-��*��) )(*�(� &(#��1
"���� .((�"���)� ��('� )(!(� '�6"$ ��@���2'� <)�% &�&)�' &$3�&)#$�) #-��'�( ("�(-��*�(�
&(()#�)&)#�� 8���>�

;( �(�'� &�&)�' 8���> � 8��	> &(#��"�4)� �(� *)(5 ���'���) ��-$� )�) ���""$3�!(
����!����� ��(5%("�'( $5�"�) &2� *)( '�(!(-��*�(� ()(5��6���� V (t) = Φ−1(t)U(t) &(%���2�)
&#(,&)#� '�(!(-��*�(!( ()(5��6���2 U(t), "�2 <)(!( "(&)�)(*�( �(.�-�) � *)( &���#�"��#�

9�::# +� 1. $��
� ������ ����	������ V (t) = Φ−1(t)U(t) �������� ���	�	����� � ����

	��� %�����	&� �� [t0,∞) � �	� ������ t ∈ [t0,∞) ��	�
� �������� ��������� � R
k � 
�����


	���#�!

2. "��� ��������� �	����������� 1, �� ���������� ����� ���	�	����� � ����	��������

�� [t0,∞) ����	����� ���	�#� B∗(t) ��	���� k, ��� B∗(t)V (t) = S(0, 1) ��� ���� [t0,∞).

� ( . � - � ) � �  & ) # (� 	� �5���' �45� v′(t), v′′(t) ∈ V (t) ��� ��(�-#(� �(' t ∈ [t0,∞).
� &��$ (���"�����2 V (t) = Φ−1(t)U(t) ��,"$)&2 )�.�� u′(t), u′′(t) ∈ U(t), *)( v′(t) = Φ−1(t)u′(t),
v′′(t) = Φ−1(t)u′′(t). :)�(!�2 #�$.�(&) V (t) &��"$�) ���(&��"&)#���( �- (���"�����2 � &)�(1
!(, #�$.�(&)� U(t) ��� .�6"(' t ∈ [t0,∞), )�. .�.

αv′(t) + (1− α)v′′(t) = Φ−1(t)(αu′(t) + (1− α)u′′(t)) ∈ Φ−1(t) IntU(t) = IntV (t), α ∈ (0, 1).



�� ���� B��!("�)&.�%

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

C��".(&) !����� V (t) ��� .�6"(' t ∈ [t0,∞) &��"$�) �- ��'' 	���� /�0�
;$&) c(V (t), ψ) F (�(���2 �$�.��2 V (t) �� [t0,∞). ��2 #�$.�% '�(6�&)# � ��#�(61

"���% '�)��� �'��) '�&)( ��#��&)#(

c(V (t), ψ) = c(Φ−1(t)U(t), ψ) = c(U(t), (Φ−1(t))Tψ),

!"� (·)T F (������2 )���&�(���(#���2� ������ (�(���2 �$�.��2 c(U(t), ψ) ������#�� �( &(1
#(.$��(&)� ����'���%� � )�. .�. �$�.��2 (Φ−1(t))Tψ ������#�� �( t ��� .�6"(' ��.&�1
�(#���(' ψ ∈ R

k, )( c(U(t), (Φ−1(t))Tψ), � & $*�)(' ��#��&)#� � c(V (t), ψ), ������#� �( t
��� .�6"(' ��.&��(#���(' ψ ∈ R

k. �- .��)���2 ( &#2-� ������#�(&)� '�(!(-��*�(!( ()(51
��6���2 � �!( (�(��(, �$�.��� &��"$�) ������#�(&) V (t) �� [t0,∞).

�� � &��$ ���"�(�(6���2 	 '�)���� B∗(t) = B(t)Φ(t) 2#�2�)&2 ������#�(, � ��#�(6"��1
�(, �� [t0,∞) .#�"��)�(, '�)����, �(�2".� k, .�. ��(�-#�"���� "#$% '�)��� & ����(!�*�'�
&#(,&)#�'�� � B∗(t)V (t) = B(t)Φ(t)Φ−1(t)U(t) = B(t)U(t) = S(0, 1) "�2 #&�% [t0,∞).

9�''� � "(.�-���� �
�- ��'' � &��"$�)� *)( )�(��' 	� � &���#�"��# "�2 &�&)�' 8���>� ;�����@�' �% "�2

&�&)�' 8��	> & $*�)(' ���(5��-(#���2 .((�"���) 8���>� � )�.6� 8��
> � 8���>� ;( �$�.��2'

λ1i (v, t) = λ(v,X0
i − Y 0; Φ−1(t)U(t)) = sup

{
λ � 0 : (v − λ(X0

i − Y 0)) ∈ Φ−1(t)U(t)
}
,

������#�' �� '�(6�&)#� U(t)× [t0,∞), (���"���' #���*��

δ1(t) = min
v∈U(t)

max
Λ∈Ω(b)

min
α∈Λ

λ1α(v, t), Δ1 =

∫ ∞

t0

δ1(s) ds.

	� (�:# +� ����� ��������� �	����������� 1, m = 1 � Δ1 = ∞. ��
�� � �
	� Γ �� �����

����	�
�� �����	������� b��	����� ������!

	� (�:# ,� �	� m = 1 ������� 1 �������� ����������� ��� ������������� b��	����

������ � �
	� Γ.

� "���(, ��5()� #��6���� I�$�.��2 8(���"������2 �� [t0,∞)) 2#�2�)&2 �(*)� ����(1
"�*�&.(, # &'&�� B(��J (-��*��)� *)( �� '(6�( "((���"���) ��� #&�% t < t0 )�.� *)(5
�(�$*����2 �$�.��2 &)��� �(*)� ����("�*�&.(, �( B(�$ /	�0�

	� (�:# -� ����� ��������� �	����������� 1, m = 1, ���	�#� Φ(t) �������� �����

��	��������� � ������ '�	� � U(t) = U = const. ��
�� ������� 1 �������� ����������� �

����������� ��� ������������� ����	�
� �����	������ b��	���� ������ � �
	� Γ.

� ( . � - � ) � �  & ) # (� =�(5%("�'(&) #�(�����2 $&�(#�2 	 "�2 (&$3�&)#����2 b1
.��)�(, 8� &��"(#�)�� �( � ��&)�(!(, ("�(#��'���(, b1.��)�(,> �(�'.� &��"$�) �- )�(��' ��
� ��5()� /	�0 ��� $.�-���% $&�(#�2% "(.�-��(� *)( �&�� �'��) '�&)( $&�(#�� 	� )( Δ1 = ∞, �
"(&)�)(*�(&) &��"$�) �- )�(��' �� ��(��'� � "(.�-���� �

H)'�)�'� *)( '�)���� Φ(t) 2#�2�)&2 �(*)� ����("�*�&.(, # &'&�� B(��� # *�&)�(&)��
.(!"� '�)���� A(t) ≡ O ��� A(t) = A = const, � #&� �� &(5&)#���� *�&�� 2#�24)&2 ��(&)'�
� *�&)( '��''��

�(�:�( �� � R
2 ��&&'()��' �!�$ Γ1 2 + 2q (q � 1) ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , P1+2q

� $5�!�43�!( E #�"� 8	�	>� !"�

A(t) ≡ O, U(t) ≡ S

((
0
0

)
, 1

)
, X0

i =

⎛
⎜⎝

cos
2πi

1 + 2q

sin
2πi

1 + 2q

⎞
⎟⎠, i ∈ I(1 + 2q), Y 0 =

(
0
0

)
.

H)'�)�'� *)( ��*�� �� �(-���� ���&��"(#�)���, (5��-$4) ���#�� �, (1 + 2q)1$!(� ��. &
���)�(' # ��*�� �(, �(-���� $5�!�43�!(� ;�(#��22� �(�$*��'� *)( ��� b = 1, 2, . . . , q $&�(#�� 	
�'��) '�&)(� � ��� b � q + 1 $&�(#�� 	 �� #�(����(� �- )�(��' � &��"$�)



��(!(.��)��2 �(�'.� 6�&).( &.((�"����(#���% $5�!�43�% ��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

�"��(8����� �� ( �
	� Γ1 �� ����� ����	�
�� �����	������� q��	����� ������� �	��

��� ������ ����)� �	������� ���� �����!

�(�:�( *� � R
3 ��&&'()��' �!�$ Γ2 2 + 3q (q � 1) ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , P1+3q

� $5�!�43�!( E #�"� 8	�	>� !"�

A(t) ≡ O, U(t) ≡ S

⎛
⎝
⎛
⎝ 0

0
0

⎞
⎠, 1

⎞
⎠, X0

i =

⎛
⎜⎜⎜⎝

cos
2πi

1 + 2q

sin
2πi

1 + 2q
0

⎞
⎟⎟⎟⎠, X0

l =

⎛
⎝ 0

0
2

⎞
⎠, Y 0 =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠,

i ∈ I(1 + 2q), l = 2 + 2q, 3 + 2q, . . . , 1 + 3q. �- )�(��' � &��"$�)

�"��(8����� *� ( �
	� Γ2 �� ����� ����	�
�� �����	������� q��	����� ������� �	��

��� ������ ����)� �	������� ���� �����!

�(�:�( +� � R
2k (k � 1) ��&&'()��' �!�$ Γ3 n + 1 ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , Pn �

$5�!�43�!( E #�"� 8	�	>� !"�

U(t) ≡ S

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0
���
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
1

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, A(t) = A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −a1 0 0 · · · 0 0
a1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 −a2 · · · 0 0
0 0 a2 0 · · · 0 0
���

���
���

���
� � �

���
���

0 0 0 0 · · · 0 −ak
0 0 0 0 · · · ak 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

a1, a2, . . . , ak F ��.()(�� ()��*�� () �$�2 � �� &(#��"�43�� "�$! & "�$!(' �( �5&(�4)�(,
#���*��� *�&��� �(��� %���.)���&)�*�&.(!( $��#����2

det(A− λI) = (λ2 + a21)(λ
2 + a22) . . . (λ

2 + a2k) = 0

��#� ±a1ι, ±a2ι, . . . ,±akι 8ι F '��'�2 �"�����>� � '�)���� Φ(t) 2#�2�)&2 �(*)� ����("�*�1
&.(, # &'&�� B(��� ;��"�(�(6���� 1 #�(����( ��� B(t) ≡ 2I. �- )�(��' � &��"$�)

�"��(8����� +� ( �
	� Γ3 �� ����� ����	�
�� �����	������� b��	����� ������ ��
��

� ������ ��
��� ��
�� ��������� ������� 1.

�(�:�( ,� � R
2 ��&&'()��' �!�$ Γ4 n+1 ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , Pn � $5�!�43�!(

E #�"� 8	�	>� !"�

U(t) ≡
{(

e1
e2

)
∈ R

2 :
e21
4

+
e22
9

� 1

}
, A(t) =

(
sin t 0
cos t sin t

)
.

�(!"� ���"�(�(6���� 1 #�(����( ���

B(t) ≡
(

1/2 0
0 1/3

)
, � Φ(t) =

(
e1−cos t 0

e1−cos t sin t e1−cos t

)

2#�2�)&2 �(*)� ����("�*�&.(, # &'&�� B(��� �- )�(��' � &��"$�)

�"��(8����� ,� ( �
	� Γ4 �� ����� ����	�
�� �����	������� b��	����� ������ ��
��

� ������ ��
��� ��
�� ��������� ������� 1.

;(.�6�'� *)( $&�(#�� 	 # (53�' &�$*�� �� 2#�2�)&2 "(&)�)(*�' 8&'� )�(��' �� �> "�2
(&$3�&)#����2 b1.��)�(, �(�'.��



�� ���� B��!("�)&.�%

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

�(�:�( -� � R
2 ��&&'()��' �!�$ Γ5 
 ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , P5 � $5�!�43�!( E

#�"� 8	�	>� !"� t0 = 0,

A(t) ≡ O, U(t) = S

((
0
0

)
, e−t

)
, X0

i =

⎛
⎜⎝ 5 cos

2πi

5

5 sin
2πi

5

⎞
⎟⎠, i ∈ I(5), Y 0 =

(
0
0

)
.

H)'�)�'� *)( #�(���� ���"�(�(6���� 1 (B(t) = etI) � $&�(#�� 	 ��� b = 1, 2. ;�� #&�%
"(�$&)�'% $���#����2%

xi(t) ∈ X0
i + S

(
(0, 0)T, 1

)
, i ∈ I(5), y(t) ∈ S

(
(0, 0)T, 1

)
, t ∈ [0,∞).

;(&.(� .$ |X0
i | = 5, )(

(
X0

i + S
(
(0, 0)T, 1

)) ⋂
S
(
(0, 0)T, 1

)
= ∅,

&��"(#�)�� �( xi(t) �= y(t), i ∈ I(5), t ∈ [0,∞) ��� �45% "(�$&)�'% $���#����2%�

�"��(8����� -� ( �
	� Γ5 ������ ���� �����!

�(�:�( ;� � R
k (k � 2) ��&&'()��' �!�$ Γ6 n + 1 ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , Pn �

$5�!�43�!( E #�"� 8	�	>� !"�

A(t) =
ȧ(t)

a(t)
I, U(t) = S

(
(0, 0, . . . , 0)T, a(t)

)
,

a(t) F ��(�-#(� ��2 ������#�( "����������$�'�2 �$�.��2 )�.�2� *)( a(t0) = 1 � a(t) > 0
"�2 #&�% [t0,∞). �(!"� ���"�(�(6���� 1 #�(����( (B(t) = a−1(t)I) �

Φ(t) = a(t)I, Φ−1(t) = a−1(t)I, V (t) = Φ−1(t)U(t) = S
(
(0, 0, . . . , 0)T, 1

)
.

H)'�)�'� *)( �&�� #�(����( $&�(#�� 	� )( Δ1 = ∞, ��� <)(' Φ(t) �� #&�!"� 2#�2�)&2 �(*)�
����("�*�&.(, # &'&�� B(�� 8�����'��� ��� a(t) = 1 + (t− t0)

2). �- )�(��' �� � &��"$�)

�"��(8����� ;� ( �
	� Γ6 �� ����� ����	�
�� �����	������� b��	����� ������ ��
��

� ������ ��
��� ��
�� ��������� ������� 1.

� ,� �(�!)�� �#��� /(1''< 12�/#34�= 5!)1&#6 m � 27

;( �$�.��2'

λ2i (v, t; j) = λ(v,X0
i − Y 0

j ; Φ
−1(t)U(t)) = sup

{
λ � 0 : (v − λ(X0

i − Y 0
j )) ∈ Φ−1(t)U(t)

}
, i ∈ I(n),

������#�' �� '�(6�&)#� U(t)× [t0,∞) ��� �45(' -��*���� ����'�)�� j ∈ I(m), (���"���'
#���*��� -�#�&23�� () n ����'�)�(#�

δ2(t; ji, i ∈ I(n)) = min
v∈U(t)

max
Λ∈Ω(b)

min
α∈Λ

λ2α(v, t; jα), Δ2(ji, i ∈ I(n)) =

∫ ∞

t0

δ2(s; ji, i ∈ I(n)) ds.

�!) ��� *� ��2 .�6"(!( i ∈ I(n) ��,"�)&2 �('�� ji ∈ I(m), *)( Δ2(ji, i ∈ I(n)) = ∞.

	� (�:# ;� ����� ��������� �	����������� 1 � ������� 2. ��
�� � �
	� Γ �� �����

����	�
�� �����	������� b��	����� ������!



��(!(.��)��2 �(�'.� 6�&).( &.((�"����(#���% $5�!�43�% ��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

� ( . � - � ) � �  & ) # (� � R
k (���"���' #&�('(!�)�� �$4 �!�$ Γ∗ n+1 ���E n ���&��"(1

#�)���, Piji � $5�!�43�!( E & -�.(��'� "#�6���2 � ��*�� �'� $&�(#�2'� 8��� t = t0>

Piji : ẋ∗iji = A(t)x∗iji + u∗iji , u∗iji ∈ U(t), x∗iji(t0) = X0
i − Y 0

ji
, i ∈ I(n),

E : ẏ∗ = A(t)y∗ + v∗, v∗ ∈ U(t), y∗(t0) = 0, j ∈ I(m).
8��	>

;( �(�'$�� �(@� "�2 #&�% "(�$&)�'% $���#����, u∗iji(t), v
∗(t) � '('��)� #��'��� t � t0

x∗iji(t) = Φ(t)(X0
i − Y 0

ji) + Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)u∗iji(s) ds, y∗(t) = Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)v∗(s) ds.

;$&) # �!�� Γ∗, (���"��2�'(, &�&)�'(, 8��	>� $5�!�43�, E �&�(� -$�) $���#������ #1
5����(� $5�!�43�'� Ej # �!�� Γ, -�"���(, $��#�����' 8	�	>� )( �&) 

v∗(t) = v(t) "�2 #&�% t � t0.

� <)(' &�$*�� �'��) '�&)( ��#��&)#(

yji(t) = y∗(t) + Φ(t)Y 0
ji . 8���>

�- )�(��' � &��"$�)� *)( # �!�� Γ∗ #(-'(6�� ��&)�(!�2 ("�(#��'����2 b1.��)��2 �(�'.��
;$&) u∗iji(t) F "(�$&)�'� $���#����2 ���&��"(#�)���, Piji , ��@�43�� $.�-���$4 -�"�*$�
-��*�)� ��,"$)&2 '�(6�&)#( Λ ∈ Ω(b) � '('��) τ ∈ [t0, T0], "�2 .()(�%

x∗αjα(τ) = y∗(τ) ��� #&�% α ∈ Λ. 8���>

A�"�"�' $���#����� ���&��"(#�)���, Pi # �!�� Γ &��"$43�' (5��-('E

ui(t) = u∗iji(t) "�2 #&�% t � t0.

�(!"�
xi(t) = x∗iji(t) + Φ(t)Y 0

ji . 8���>

H5?�"��22 (4.2), (4.3), (4.4)� �(�$*�'� *)( # �!�� Γ

xα(τ) = yjα(τ) ��� #&�% α ∈ Λ.

��(��'� 
 "(.�-���� �

�!) ��� +� ��2 .�6"(!( i ∈ I(n) ��,"�)&2 �('�� ji ∈ I(m), *)( 0 ∈ Int co {X0
p −Y 0

jp, p ∈ K}
"�2 #&�% '�(6�&)# K ∈ Ω(n− b+ 1).

����(!�*�( )�(��'� � "(.�-#��)&2

	� (�:# >� ����� ��������� �	����������� 1, ���	�#� Φ(t) �������� ����� ��	�����

����� � ������ '�	� � U(t) = U = const. ��
�� ������� 3 �������� ����������� ��� ����

���������� ����	�
� �����	������ b��	���� ������ � �
	� Γ.

�(�:�( >� � R
2 ��&&'()��' �!�$ Γ7 5 ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, P3 � $5�!�43�% E1, E2

#�"� 8	�	>� !"� A(t) ≡ O�

U(t) ≡ S

((
0
0

)
, 1

)
, X0

1 =

(
0
10

)
, X0

2 =

( −1
−10

)
, X0

3 =

(
1

−10

)
, Y 0

1 =

(−10
0

)
, Y 0

2 =

(
10
0

)
.

H)'�)�'� *)(
Y 0
1 �∈ Int co {X0

1 ,X
0
2 ,X

0
3} � Y 0

2 �∈ Int co {X0
1 ,X

0
2 ,X

0
3}.

K)( (-��*��)� *)( �&�� ��&&'()��) ����(!�*�$4 �!�$� �( )(� .( & ("��' $5�!�43�' ���
& "#$'2 $5�!�43�'�� .�6", �- .()(�% �'��) &#(� ��-�#�&�'(� $���#����� (v1 � v2), )( #
��, �(�'.� ��#(-'(6�� 8&'� )�(��'$ �>� � �!�� Γ7 $&�(#�� � ��� b = 1 #�(����(� �����'���(

0
0

)
∈ Int co {X0

1 − Y 0
1 ,X

0
2 − Y 0

2 ,X
0
3 − Y 0

1 } = Int co

{(
10
10

)
,

( −11
−10

)
,

(
11
−10

)}
.

�- )�(��' � &��"$�)



�
 ���� B��!("�)&.�%

���������� ��	
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�"��(8����� >� ( �
	� Γ7 �� ����� ������!

�(�:�( ?� � R
2 ��&&'()��' �!�$ Γ8 2 + 4q (q � 1) ���E ���&��"(#�)���, P1, P2, . . . , P1+2q

� $5�!�43�% E1, E2, . . . , E1+2q #�"� 8	�	>� !"� U(t) ≡ S
(
(0, 0)T, 1)�

A(t) =

(
cos t sin t − cos t

2 cos t− cos3 t − cos t sin t

)
, X0

i =

(
0
0

)
, Y 0

j =

⎛
⎜⎝

cos
2πj

1 + 2q

sin
2πj

1 + 2q

⎞
⎟⎠,

i, j ∈ I(1+ 2q). �(!"� Φ(t) =

(
1 − sin t

sin t cos2 t

)
2#�2�)&2 �(*)� ����("�*�&.(, # &'&�� B(���

;�(#��22� �(�$*��'� *)( ��� b = 1, 2, . . . , q $&�(#�� � �'��) '�&)( 8"(&)�)(*�( #5��) ji = i,
&'� ���'�� 	>� �- )�(��' � &��"$�)

�"��(8����� ?� ( �
	� Γ8 �� ����� ����	�
�� �����	������� q��	����� ������!

6786%9 :8;<�=;>�?

+' =!�	�@ �' A���	�	�����#��	 ����' B'� B�� +C40' 50C @'

-' 7����
��� :'6' :��	!��
 ����	�	�����#��
 ���� ��	����
 11 ;���� B��	����	����� ���������
��' $'=' 6�	�����' +C0+' ;' ++-' D' /,E4/'

/' 9��������! F'F' 6������� ='8' 7���������	 ����	�	�����#��	 ����' B'� F����' +C05' 5.4 �'

5' 7	����
� :'=' A���	�	�����#��	 ���� ��	��	������
' :'� 8����� :	������������ ����	����	�� 
+C00' --- @'

.' G	�����#�� H':' B	���
� ='=' 8�����	 ����� ������	��
 � ������' B'� F���� +C0I' -0- @'

4' 7	����
� :'=' 8��� ��	��	������
 J� ����	! �����K �� ������� ���������� 11 8��	���
 =F
=��' 66�' B��	������' +C44' ;' +' L .' 6' //+E/5,'

0' 7&	����! M'F' 7�����	 ��	��	������	 �	����#���� ��N	����� 11 9��	��	����' +C04' L /'
D' +5.E+54'

I' ������	��� F':' B��	����	���	 �	���� ������	��
 �	����#���� ������	����� ����	�����'
B'� 8����� B�> +CC,' +C0 @'

C' G����! ='=' 9��������� ������
	��	 ����	���' 9�	�� F���' ����� +CC-' /I, @'

+,' 7	���� F'F' B����������
 ������ � ����	�	 7����
���� � �������� ������	��
�� 11 7�������
��
 ���	������ � �	������' +CC0' ;' 4+' $��' .' 6' 050E0.5'

++' M����������� ='8' 7	���� F'F' 9���������	 �������	!����	 ����� ������
	��� ��N	����'
8�	���� 8����� >���������� ����	����	�� -,,C' -44 @'

+-' M����������� ='8' %�����	�	���
 �����������
 ������ � ����	 �������� ��	��	������
 11 7���
������
 ���	������ � �	������' -,,C' ;' 0/' $��' +' 6' .5E.C'

+/' M����������� ='8' %�����	�	���
 �����������
 ������ � ���������� ������
	��� ����	��	 11
7��������
 ���	������ � �	������' -,+/' ;' 00' $��' /' 6' 5//E55,'

+5' A	������ M'7' :	���� �� ���	����	���! �	���� ����!������' B'� F���� +C40' 50- �'

7�������� � �	������ -,',-'-,+4

M����������� =�	������ 8������ �' �'��' �' ���	�� >��������! ����������	���! ����	����	� 
5-4,/5 �����
 �' 8�	��� ��' >���	����	����
 +'
O�3PQR� PQSRPTU3PQR'VW

�� �� �����	�
����

�������� �	���
� �� 
����� ���
���	��� ��	��
�

�������� @PXYWVZ 3WRYQXRZ @PXYWVZ [Q3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ XWV[WQY Z2P[Q]\ ^Q_ZVZ\YQPR TP3Z[ 
@]\`Q@Y�@]\YV]RRZ^ XV]@Z[[Z['



��(!(.��)��2 �(�'.� 6�&).( &.((�"����(#���% $5�!�43�% ��

���������� ��	
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� ��� 	

abD� 5Cc0, 5Cc0.

deZ XVZ[Z\Y XPXZV ^ZPR[ fQYe YeZ XV]SRZ3 ]g XWV[WQY ]g P TV]WX ]g VQTQ^Rh @]]V^Q\PYZ^ Z2P^ZV[ Q\ P
\]\[YPYQ]\PVh @]\`Q@Y�@]\YV]RRZ^ XV]@Z[[ fQYe ZiWPR ]XX]VYW\QYQZ[

Pi : ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i = 1, 2, . . . , n,

Ej : ẏj = A(t)yj + v, v ∈ U(t), yj(t0) = Y 0
j , j = 1, 2, . . . ,m.

jZ [Ph YePY P 3WRYQXRZ @PXYWVZ Q\ YeZ XV]SRZ3 ]g XWV[WQY e]R^[ Qg YeZ [XZ@QkZ^ \W3SZV ]g XWV[WZV[ @PY@e
Z2P^ZV[ X][[QSRh PY ^Q_ZVZ\Y YQ3Z[

xα(τα) = yjα(τα), α ∈ Λ, Λ ⊂ {1, 2, . . . , n}, |Λ| = b (n � b � 1), jα ⊂ {1, 2, . . . ,m}.
deZ XV]SRZ3 ]g \]\[YVQ@Y [Q3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ VZiWQVZ[ YePY @PXYWVZ 3]3Z\Y[ @]Q\@Q^Z

xα(τ) = yjα(τ), α ∈ Λ.

deZ XV]SRZ3 ]g P [Q3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ VZiWQVZ[ YePY R]fZ[Y @PXYWVZ 3]3Z\Y[ @]Q\@Q^Z

xα(τ) = yjα(τ), xα(s) �= yjα(s), s ∈ [t0, τ), α ∈ Λ.

*\ YeQ[ XPXZV fZ ]SYPQ\ \Z@Z[[PVh P\^ [Wl@QZ\Y @]\^QYQ]\[ g]V [Q3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ P\^ \]\[YVQ@Y
[Q3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ'

mOnOmOcDOb

+' *[PP@[ m' ����������� ������ � ������������ ����� ���� ������������ �� ��� ��� ��� �!��!��" ������� ���

������#����� cZf o]Vp� q]e\ jQRZh P\^ b]\[ +C4. /I5 X' dVP\[RPYZ^ W\^ZV YeZ YQYRZ ������������$��

��� a][@]f� aQV +C40 50C X'
-' r]\YVhPTQ\ s'b' t RQ\ZPV ^Q_ZVZ\YQPR Z2P[Q]\ TP3Z %���������� � ��� &��'��( )�����!�� � *���������� 

+C0+ 2]R' ++- XX' -0E4,'
/' uVP[]2[pQQ c'c' bWSS]YQ\ t'*' %���������� ������������$�� ��� vr][QYQ]\PR ^Q_ZVZ\YQPR TP3Z[w a][@]f�

nQx3PYRQY +C05 5.4 X'
5' rZYV][hP\ s't' ������������$�� ��� ��������(���� v(Q_ZVZ\YQPR TP3Z[ ]g XWV[WQYw sZ\Q\TVP^� sZ\Q\TVP^

bYPYZ y\Q2ZV[QYh +C00 --- X'
.' DeZV\]W[zp] n's' aZRQphP\ t't' )���(� #������ !���(����� � ����'� vD]\YV]R P\^ [ZPV@e TP3Z XV]S�

RZ3[w a][@]f� cPWpP +C0I -0- X'
4' rZYV][hP\ s't' {sQgZ�RQ\Z| XWV[WQY TP3Z[ fQYe [Z2ZVPR XRPhZV[ )#(����� +'������ ,�!' +�����'�� &&-.

*�������'� +C44 2]R' + \]' . XX' //+E/5, vQ\ mW[[QP\w'
0' r[eZ\Q@e\hQ }'c' bQ3XRZ XWV[WQY Sh [Z2ZVPR ]S~Z@Y[ ��/������'� +C04 \]' / XX' +5.E+54 vQ\ mW[[QP\w'
I' �VQT]VZ\p] c's' *�����������'�� ����� !���(����� ���'��$'��� ����������'��� ����������� vaPYeZ�

3PYQ@PR 3ZYe]^[ ]g @]\YV]R ]2ZV 3WRYQXRZ ^h\P3Q@ XV]@Z[[Z[w a][@]f� a][@]f bYPYZ y\Q2ZV[QYh +CC, 
+C0 X'

C' DeQpVQQ t't' ���0�'��� !���(����� �������� vD]\`Q@Y @]\YV]RRZ^ XV]@Z[[Z[w uQZ2� cPWp]2P (W3pP 
+CC- /I, X'

+,' rZYV]2 c'c' aWRYQXRZ @PXYWVZ Q\ r]\YVhPTQ\z[ Z�P3XRZ fQYe XeP[Z @]\[YVPQ\Y[ 1�!���� � +������

*���������� ��� *�������� +CC0 2]R' 4+ \]' . XX' 0-.E0/-'
++' }RPT]^PY[pQpe t'*' rZYV]2 c'c' ���0�'���� (#���������(�� ��!�� !���(����'� �/2�'��( vD]\`Q@Y

Q\YZVP@YQ]\ ]g TV]WX[ ]g @]\YV]RRZ^ ]S~Z@Y[w *xeZ2[p� y^3WVY bYPYZ y\Q2ZV[QYh -,,C -44 X'
+-' }RPT]^PY[pQpe t'*' bQ3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ Q\ P [Q3XRZ XWV[WQY XV]SRZ3 1�!���� � +������

*���������� ��� *�������� -,,C 2]R' 0/ \]' + XX' /4E5,'
+/' }RPT]^PY[pQpe t'*' bQ3WRYP\Z]W[ 3WRYQXRZ @PXYWVZ Q\ P @]\`Q@Y�@]\YV]RRZ^ XV]@Z[[ 1�!���� � +������

*���������� ��� *�������� -,+/ 2]R' 00 \]' / XX' /+5E/-,'
+5' (Z3Q^]2Q@e }'r' 3�'���� �� ������������'�� ������ !�������(���� vsZ@YWVZ[ ]\ YeZ 3PYeZ3PYQ@PR [YPSQRQYh

YeZ]Vhw a][@]f� cPWpP +C40 50- X'

Received 20.02.2016

}RPT]^PY[pQpe tRZp[P\^V *2P\]2Q@e DP\^Q^PYZ ]g reh[Q@[ P\^ aPYeZ3PYQ@[ t[[]@QPYZ rV]gZ[[]V y^3WVY
bYPYZ y\Q2ZV[QYh WR' y\Q2ZV[QYZY[pPhP + *xeZ2[p 5-4,/5 mW[[QP'
O�3PQR� PQSRPTU3PQR'VW


