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� ������������� ��������� �� �! �����"����#�"���� ����������� ���"$�%�"� !��$&
������� "�"������' ������ $ "$�% �#����( ��)��"� �� �$� �)�""�* �����#�"��� � ��)���#�&
"���� +��� �"��)(,!��� ���� ����� ���-���� � �)� ��-' � �)� ��!.�-' ��������� ����.�
��)(��/��.� ��""�������� "���!� ������ ����������� 	�
����� �������� 0�� ���"$�&
%� $,����"$�,( �� �! ��������!��/ T ' �12����� ���3�����3���� ni ��������� "�"���'
��$)����� P � ��!.��� �1�14����� �����������#�"���� "�)����

5�""������ �����#�"��� !��$����� "�"������ $���

H(P, T, n1, . . . , nk) = 0. 6��	7

8 !#���� 	�
����� �����
������
 6"��' ��������' 9	' "� :��;7'

dP − s dT −
k∑

i=1

ni dμi = 0,

.�� s �1�,��#��� �)����"�( <�������' � μi = -���#�"��/ �����3��) i&.� ���� #�"��3' ���&
��#�"��� !��$����� "�"������ �$)���"� !��$������ $ #�"��- ����,$���- ���$�.� �������
����"���)(�� P � �.� -��������"��#�"��� !��$����� �1��,!%� ��������!% "�"���! " .���)(&
�������� H :

Ṗ = H −
k∑

i=1

ni
∂H

∂ni
, μ̇i = −∂H

∂ni
,

ṅi = ni
∂H

∂P
, ṡ =

∂H

∂T
+ s

∂H

∂P
,

Ṫ = 0,

6���7
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�)� ������/ $�)�#�� T ' nj/
∑

i ni' H/
∑

i ni �$)�%�"� ���$�� ����.��)���' � ��$��-��"�(
6��	7 = ����.��)(��/� 0�"%�� $������' #�� �� <��/ ��$��-��"�� "�"���� 6���7 ��)��"�(% ��&
��.���!��"�� ����� �1��,��' �)� )%1�/ ����)�' ,������/ �����#�"��� !��$������ "�"������
6��	7' ����"���"�$���� ����� "�"���! 6���7' � �� �� ���"��( $"� �� �����������#�"��� "$�/&
"�$�' �")� ��)(�� �,$�"�� ��"������ ����.����$����' ������ $ "$�% �#����( ������)�%�"�
�, ?�,�#�"��- "��1�� ���/�

���$����� "�"������ ���)(�- "���' ������' ��� ���$�)�' ")� �� ��)!#��( �������#�"��'
�� �� ��""�����$��( ��� $�,�!4���� ����)(�- ����)�/� � <��/ "$�,� $�,������ �"��"�$��&
�/ $����" � �)�""�?���3�� ����- $�,�!4���/�

����������� �� @!��� ��,$��( �$� !��$����� "�"������ $��� 6��	7 ����
���� �����
�
��������' �")� ��� "���� �� ��� ����4� ���������.� ����1��,�$����' "�-����%4�.�
!��$����� A�11"�B�%.����

C�")� ��.�' ��� � ������)�)� .�!��! ����1��,�$���/ � ��������� <�$�$�)�����"��' ")�&
�!%4�� ��.�� �$)���"� ������)���� �����)(��/ ?����

� �� ���� �!� " #��� $��% $%��&� & ���!%��� � 

� <��� ����.��?� � ����� ������)���� 6�1�14����/7 �����)(��/ ?��� ���������.�
.���)(������� � "?���!)��!�� $ �14�� $��� ������! � �����)�,�3�� ���)�.�#�� ���!' ���
<�� 1)� "��)��� $ ��1��� 9�; �)� .���)(����$- "�"��� � "���)����#�"��- ����1��,�$���/�

����������� '� ������ γ = (γ1, . . . , γ2n+1) ∈ N
2n+1 ��,�$�� ����� ���������/ z =

(z1, . . . , z2n+1)' �")� >0�(γ1, . . . , γ2n+1) = 1� �")�' ����� ��.�' γ1 + γn+1 = · · · = γn + γ2n =
γ2n+1 = σ �)� ��������.� 3�)�.� σ � 2' 1!��� .�$����(' #�� γ = �
���������� ����

����������� (� ���������� �������� ������ zp " $�"�� γ ��,�$�� "��)����� ����,$�&
����� p · γ� C�)���� P ��,�$�� ��
������������ ��������� �1�14����/ "������ k " $�"�� γ

� �1�,��#�� #���, P
[k]
γ ' �")� �� �$)���"� )���/��/ ���1���3��/ ������$ �1�14����/ "������

k " $�"�� γ�

����������� )� C�����,)�.�� ����,$�)(�/ ��)���� 6"���$��"�$����' ���7 P $ "!��!

�$�,���������- ")�.���- P
[k]
γ ' ������)�� �.� ��������	� ������� degγP 6"���$��"�$����'

���������� ������ ordγP 7 ��� ���"���)(�!% 6"���$��"�$����' ������)(�!%7 �, �1�14���-
"������/ �.� ")�.���-� C� "�.)�����% degγ0 = 0 � ordγ0 = ∞�

C!"�( �����"� ���������� $�������� ��)�

XH =

n∑
i=1

[
− ∂H

∂zn+i

∂

∂zi
+

(∂H
∂zi

+ zn+i
∂H

∂z2n+1

) ∂

∂zn+i

]
+

(
H −

n∑
j=1

zn+j
∂H

∂zn+j

) ∂

∂z2n+1

" .���)(�������� H �1�14����.� ������� χ " $�"�� γ� C�� ��/"�$��� ��#�� �� ��"�$����.�
���������.� ����1��,�$���� exp(Xf ) .���)(������ ������"� �� ,����!

H → H̃ = exp(f̂)(H) = H + {f,H}+ 1

2!

{
f, {f,H}

}
+ · · · ,

.�� $$����� "���������� �1�,��#���� �)� ���������/ "��1�� C!�""���*

{f, g} = f
∂g

∂z2n+1
− g

∂f

∂z2n+1
+

n∑
i=1

( ∂f

∂zi
+ zn+i

∂f

∂z2n+1

) ∂g

∂zn+i
−
( ∂g

∂zi
+ zn+i

∂g

∂z2n+1

) ∂f

∂zn+i
.
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C!"�( γ = ������#�"��/ $�" � ordγf = k+ σ' k ∈ N� ��.�� �$�,���������� ")�.���� $ ?��&
��)(��� ��,)� ���� .���)(������� H �1�14����/ "������ ���(�� k+χ ��� ����� ����1��,�&
$���� �� ����%�"�' � $ �1�14����/ "������ k+χ �"-���/ � ����1��,�$���/ .���)(������
"$�,�� �������������� 	�
�������

H̃ [k+χ]
γ = H [k+χ]

γ + {f [k+σ]
γ ,H [χ]

γ }.
C!"�( �����( H = �$�,���������/ ��)���� �1�14����/ "������ χ " $�"�� γ' � V =

?����)(��� $�,�!4���� �1�14����.� ������� 1�)(��.� )�1� ��$��.� χ + 1� �, "��,����.�
$�� ")��!��' #��' �"��)(,!� ��#�� �� ��"�$���� ��������� ����1��,�$����' $ ����,$�)(&
��� �$�,����������� ")�.����� $�,�!4���� �� �� !��#�� ��( #)��' )� �4�� $ �1��,�
���������

Ĥ( · ) = {H, · }.
D��1 ���"��( �.� ����)�����' ")��!� A� 5�@�)�3���! 6"�� 9:;7' ������)�� �� R[z] "��)�����
����,$������

〈P,Q〉 = P (∂)Q(z)|z=0, ∂ =
( ∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂z2n+1

)
,

"� ")��!%4��� "$�/"�$���*
	7 〈zp, zq〉 = p! δpq' .�� p! =

∏2n+1
i=1 pi!' � δpq =

∏2n+1
i=1 δpiqi = ����,$������ "��$�)�$ ���������E

�7 〈PQ,R〉 = 〈P,Q∗R〉' .�� Q∗ = Q(∂)�
�, "$�/"�$� 	7 ")��!��' #�� R[z] ��,1�$���"� $ ����!% "!��! ����.���)(�- ������&

"����"�$ R
[k]
γ [z] �$�,���������- ��)�����$ �1�14����/ "������ k " $�"�� γ�

C� "$�/"�$! �7 ��������' "���� ���/ � ��������! Ĥ' ����� $��

Ĥ∗ = z2n+1H
∗ −

( ∂H

∂z2n+1

)∗
+

n∑
i=1

zn+i

(∂H
∂zi

+ zn+i
∂H

∂z2n+1

)∗−
(
zi + z2n+1

∂

∂zn+i

)( ∂H

∂zn+i

)∗
. 6	�	7

����������� * 6"�� 9�' ������)���� 
;7�  ����
����� 	�
������� �)� �$�,����������.�
.���)(������� H 1!��� ��,$��( !��$�����

Ĥ∗(P ) = 0. 6	��7

�.� ��)������)(�� ������� ��,�$�� �����
������ �������
���

01�,��#�� )���/��� ���"����"�$� ��,����"�- ��)�����$ #���, R� �, �$�,����������"��
.���)(������� H ")��!��' #�� R ��,1�$���"� $ ����!% "!��! ����.���)(�- ������"����"�$

R
[k]
γ �$�,���������- ��,����"�- ��)�����$�

����������� + 6"�� 9�' ������)���� 	�;7� @!��� .�$����(' #�� ��� �"�$� �$�,��������&

�- ��)�����$ S
[k]
γ,j ' k ∈ Z+' j = 1, . . . ,dimR

[k]
γ ' �1��,!�� �����
����� �
���' �")� �)� �� ��.�

k � ����,$�)(��.� 1�,�"� R
[k]
γ,i ���"����"�$� R

[k]
γ �����3� "��)���- ����,$�����/ 〈R[k]

γ,i, S
[k]
γ,j〉

��$�� �����

����������� , 6"�� 9�' ������)���� 	:;7� F����)(�/ .���)(������ " �$�,����������/
��$�,�!4����/ #�"�(% " ������#�"��� $�"�� 1!��� ��,$��( �
��������
��� � ����������

����
����� !����' �")� �� ��� �$�,����������� ")�.����� �.� $�,�!4���� �$)���"� )���/&
��/ ���1���3��/ <)������$ ��������.� ��,����"��.� ��1����

������ � 6"�� 9�' ������� �;7� �� ����������� ����
����� �� H �����
������ �
���
 S
� ������������� ����	���� V �	�����	�� !���
����� ��������������� (��������������"
����
�����) ����� ��#���������� ������
���
���" ��������� �
��������
� H + V � ���

��������	���� ���������� ����
����� !����$

0�����)���� �B� � ������� 	 ���)�.�#� ���$������ �)� .���)(����$� ")!#�� $ "�$&
��"���/ " ����@�"�$� ��1��� 9�;� ����,���)("�$� ������ �� �� ��/�� ���  ��
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� '� ���� �!� " #��� ���� �!��&� � -��.���" ��" /��/� ����� �!�01 & -��

������"� � �����#�"���! !��$����% "�"������ 6��	7� C�"��)(�! ��� �� "���� �� �$�� ��
-���#�"��- �����3��)�$' �� �)����"�� <�������' �������� 6	�	7 ��������� $��

Ĥ∗ = P H(∂)− ∂H

∂P
(∂) +

k∑
i=1

ni
∂

∂ni
◦ ∂H

∂P
(∂)− P

∂

∂ni
◦ ∂H

∂ni
(∂).

C���))%"����!�� ������� ���������/ <�$�$�)�����"�� �� ������� !��$����� "�"������
"��"� ������)(�- .�,�$' �1#�� ,���"$����.� ��� ����4� ����
������ �
���#���' ��,&
$����.� ��� � ��	������ �
���#����� %
���
 6"�� 9G' .)� HII' J ��;7*

P − nT −
∑
|m|�2

Bm(T )nm1
1 · · ·nmk

k = 0, 6��	7

.�� n =
∑k

i=1 ni' m = (m1, . . . ,mk)' |m| = m1+ · · ·+mk� F!��3�� Bm ��,$�%�"� ����
������
���!!�&����
�� � -��������,!%� $,������/"�$�� �� �! |m|&#�"��#��� .�!����� ��)��!)
.�,��
K��"( � ��)�� �)� 1�)�� ���������/ ,���"� $ ?���!)�- ��������!�� ��""�����$���"� $

<���.���#�"��- �����3�-' #�� <�$�$�)����� �������% ��"������/ @�)(3����' ��$��/ �����&
3�' � �� .��?���- �)� !��1"�$� ��������!�� ���$����"� $ .���!"�- ��)($���� 0"��)(��
?�,�#�"��� $�)�#�� ��""�����$�%�"� $ "�"���� 8A8L�
C����� ,� ��$�,�!4���/ .���)(������ H )�$!% #�"�( !��$����� "�"������ "��"� ���&

�)(�- .�,�$
P − nT = 0. 6���7

H �$�,����������' �")� ��)� ��( $�" ���������/ P ��$�� 2 � $�"� �"��)(�- ��������-
��$��� 1� ��.�� ��,����"��� !��$����� 6	��7 ��������� $��

P
∂R

∂P
+

k∑
i=1

ni
∂R

∂ni
−R = 0,

� ��,����"�� ��)���� "!�( )���/�� ���1���3�� ������$ $��� P T l, niT
m�

����' $����)(��� ��,)� ���� ��)��"�(% "�"���� �, ����,����"�- ")�.���-' ������
��.!� 1�( !��#�� �� ��������� ����1��,�$������ >���"���"�$����/ ���"����$��/ �� &
�� !1����("� $ ���' #�� $ ��#�"�$� �����)�,!%4�.� �� �� $1���(' ��������' ����������
����1��,�$���� $���

P → P +
∑
|m|�2

Bm(T )nm1
1 · · · nmk

k , ni → ni, T → T,

μi → μi +
∂

∂ni

∑
|m|�2

Bm(T )nm1
1 · · ·nmk

k

|m| − 1
, s → s− ∂

∂T

∑
|m|�2

Bm(T )nm1
1 · · ·nmk

k

|m| − 1
.

��� "��� ����,��� ")��!%4�� !�$�� ������

������ '� '	��� ����
����� ���!!�&����� Bm ����� ��!!����&��	����� !	��&��

�� �� T $ (���
 	�
������ ������� 6��	7 ����
���� �����
������ 	�
������ �������

����� ���
����) �
��� 6���7$

�� �� �������� ������)(��/ "���' ���"$����/ $����)(�� ��,)� �����' �$)���"�
.�, ���&���&���)("�� +����� �,$�"���' #�� "���$��"�$!%4�� !��$����� "�"������ ���"$���
?�,�$/ ����-�� .�,B ����"�( 6"�� ��"� 	7� � ��  � $���� "��� ������� ?�, �)� .�,� ���&
���&���)("� !")�$��' ��"��)(�! �� ���!"���� ������$�� ����-�� �� �! )%1�� �$!��
"�"�������� 1�, ��,��)���� $�4�"�$� �� ��,)�#�� ?�,�$� ��������� 9G' .)�HIII' J M:;�
�, ������ � $������' #�� �)�""�?���3�� " ��#�� ,����� ���������/ <�$�$�)�����"�� ��

#!$"�$���)(�� � ?�,�$� ����-���� ���&���&���)("�$"��.� ����� 8 ��!.�/ "�����' ��� ����&
,$���' #�� �����$��)(�� �����#�"��� �$)����' �����' ��� ���/��� ��#�� ���� .�,B ����"�(B
�$����� ��)�' �� ��.!� 1�( ���"�� $ �����- $����)(��.� ��,)� �����
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n

P

= �,������

& & .����3� �� �! !"��/#�$�� �
��!"��/#�$�� "�"��������

��/� �� K�$�"���"�( P �� n $ .�,� ���&���&���)("�' (P + 3n2)(3 − n) = 8nT

� (� �����! ��2 "345$$��" ������������2��6 �� -�0

� ")��!%4�� ����.��?� �� ������� �)�""�#�"��/ $��������/ �)�,� � !$����' ���
����� �1�14���- �����)(�- ?��� �� �� ��������("� �)� ��)!#���� �����$��)(�- ��&
��)�/ ���)(�- "���� 0����� "���$� "�� �� ��"��)(�� ")�$ � "���/ ����)� � ���"$���-
�% <??����-�
����)( ��1��B+%���)� �)�""�#�"��/ $��������/ �)�,�' "�"���4�/ �, �����$ $�����&

��' <)�������$ � �������$' �1�,��#���- $ ��)(��/��� �����"��� a, e � p "���$��"�$����'
���"$���"� !��$������ "�"������ 6"�� 9G' .)�HII' J �M;7

P − T n+

√
8π

3T 1/2
n3/2
p e3 = 0, 6:�	7

.�� #���, e �1�,��#�� <)��������/ ,����� ������ !��$����� ��������� $ ������)� ����
<)�����#�"��/ ��/���)(��"��'

ne = np,

� ��)�"�� �!)���$"��.� $,������/"�$�� �� "��$����% " ������#�"��/ <���.��/'

n 	
(

T

npe2

)3

.

�, "�"��� 6���7 ��-����

μa = T lnn+C1, μp + μe − 2μa = −e3

√
8παn

(1 + α)T
+ C2,

.�� α �1�,��#��� ���!!�&���� �����
&��*

α = np/(na + np).

C�"��)(�! $�)�#��� α �$)���"� �� ����.��)��' � ��� ��)- ���3�����3��- �)�,�� $����
"�1� ��� "��"( ����)(�- .�,�$' ��"������ ����.����$���� C1 � C2 �� �� ��/��' ,������
-���#�"��� �����3��) ��������� �� -���#�"��� �����3��) ����)(�- .�,�$ $ �����)� ���
n → 0�
��� ���� �)� -���#�"��.� �����3��)� ����)(��.� .�,� ����� $�� 6"�� 9G' .)� IH' J G�;7

μid = T ln
[ n
Z

(2π�2
mT

)3/2]
,

.�� n �1�,��#��� ���3�����3�%' Z = "����"��#�"�!% "!��!' � m = ��""! #�"��3� �)� <)��&
�����$ � �������$ Z = 2' � �)� �����$ $������� ")��!�� �"��)(,�$��( ?���!)! C)����B
N������*

ZPL = 4
∞∑
k=1

k2
[
exp

( Ry

k2T

)
− 1− Ry

k2T

]
,
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.�� Ry ≈ 2.18 · 10−11 <�. = ��"������� 5��1��.��

�"��)(,!� ���$������ ?���!) � ����� !��$����� -���#�"��.� ��$��$�"��'

μp + μe − μa = 0,

����#���)(�� ��)!#��� ")��!%4�� $�� ���� �)� α :

α =
[
1 + np

(2π�2ma

mempT

)3/2ZPL

4
exp

(
−e3

√
8πnp

T 3/2

)]−1
. 6:��7

�$���� �1�,��#����

n0 = na + np.

��.��

np = αn0, n = (1 + α)n0. 6:�:7

���$����� 6:�	7B6:�:7 ��%� ��)��� �����������#�"��� ���"���� $��������/ �)�,� ��1��B
+%���)��

C�� ��)- �)����"��- ")�.����� ��1��B+%���)� $ 6:�	7 �� �� ��1��"��(' ��� <��� ���&
 ���)( exp(−e3

√
8π np/T

3/2) $ 6:��7 �"#�,���' � $ ��,!)(���� ��)!#���"� �)�""�#�"��� ?���!)�
8�-� �)� α' #�� "���$��"�$!�� -����� �,$�"���/ ����)� O����)(��/ �)�,�P�

C�� 1�)(��- �)����"��-' ��� $���� �, ��"!��� �' ��$������ ��<??�3����� ����,�3��
�)�,� ��1��B+%���)� ,��#���)(�� ��)�#���"� �� ����"��,$����.� ?���!)�/ 8�-��

5�1021 1�1022
n0

0.05

0.1

0.15

Α

= ?���!)� 6:��7

& & ?���!)� 8�-�

��/� '� K�$�"���"�( α �� n0 ��� T = 20000�

5�1021 1�1022
n0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Α

�7 α �� n0

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

P

17 P �� n0

== T = 20000�

B B T = 23000�

& & & T = 26000�

��/� (� A�������#�"��/ �)�,����/ ?�,�$/ ����-��

8 ��)(��/��� ��"��� �)����"�� 6$��14� .�$���' $-���4�� ,� �����) ���������"��
"���/ ����)�7 ��<??�3���� ����,�3�� "��#�)� "��1�)�,��!��"�' � ,����' ��")� ��.�' ��� n0

���$"�� ,��#���� ≈ 8 · 1021 #�"��3/"�3' 1"��� "������"� � 1 6"�� ��"� :7� C�� ��������!��-
���(��- T ≈ 23 000� ���$�� P (n0) ����� �$� $��$� " ��)� ���)(��/ ����,$����/ (∂P/∂n0)T '
#�� "���$��"�$!�� ��,��)���% �)�,� �� �$� !"��/#�$� ?�,� L�� �$)���� �� "�- ��� ��
�1���! ��� <�"���������)(��' ��<���! $ )������!�� ��� ��,$���"� �������������� ��
��

������ !
����� ����)�����
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� )� 7��� �$� ��" ������������2��6 �� -�0 ��2 "345$$��"

N�.�� $����(' #�� !��$����� "�"������ 6:�	7 �$�,���������� $��"�� " !��$������ A�11"�B
�%.���' �")� ��)� ��( $�"� ��������- μa, μe, μp, T ��$��� 1' $�"� n, np, s = ��$��� 3' �
$�" P = ��$�� 4� L�� �1"�����)("�$� ��,$�)��� ��������( ����� �1�14���- �����)(�-
?��� �)� ��-� ����� ��,����"�- $�,�!4���/ ����)� ��1��B+%���)�� �)� <��.� ���������
!��$����� 6:�	7 $ ��)������)(��� $���*

T (P − nT )2 − 8π

9
n3
p e

6 = 0.

C�� <��� )�$�� #�"�(' �����!% � ������ ,� ��$�,�!4���/ .���)(������' ����� �1�14��&
�!% "�����( 9�
F�,�#�"�� ���!"���� $�,�!4���� ��) � �"#�,��( ��� ��� T → ∞' ��� � ��� np →

0' ���$��� � !��$����% "�"������ "��"� ����)(�- .�,�$' #�� ���)��$��� ����)����)(��
�.����#���� �� �1�14���!% �����)(�!% ?���!�
� #�"���"��' $ �1�14����/ "������ 10 $�,�!4���� $ �1�14����/ �����)(��/ ?���� ��) ��

����( $��
−np(an + b np + c T 3)(P − nT ), 6G�	7

.�� a, b, c = ��"�������
��/"�$���)(��' 1�,�" ���"����"�$� ��,����"�- ��)�����$ �1�14����/ "������ 10 �� ��

1�( $1���' "�"���4�� �,

T 10, T n3, T 7np, T 4nnp, T n2np, T 4n2
p, T n n2

p, n
2P, T 3npP,

n npP, n2
pP, T 7n+ 7T 6P, Tn3

p − T 3nP, 4Tn3
p + T 4n2, Tn3

p + 3T 2P 2.

�, ��- �� np �$�� ,�$�"�� ��)(�� �����

T 4nnp, T 3npP, T n2np, T n n2
p, n npP, n2

pP, T 7np, T 4n2
p

� �$!#)��
Tn3

p − T 3nP, 4Tn3
p + T 4n2, Tn3

p + 3T 2P 2.

�� �� $1���( ��,����"�/ ��1�� ����/' #�� ����"��$���)� ��")����- �$!#)���$ �� "����&
 �� np' ��<���! <�� ��,����"�� ��)���� ��� � �! �� �"�)%#��(� 8 !#���� !�����!��.�
!")�$�� ��� T → ∞' �, �"��$��-"� ��,����"�- ������$ ��)!#��� $�� ���� 6G�	7�
�)����� ��)!#���- $�,�!4���/ �� ��$)���� $ �)�,�� �� "��$����% " ��$�,�!4����/

����)(% �)�,� ��1��B+%���)� ����,��� �� ��"� GB��

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

P

�7 T = 20000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

P

17 T = 23000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

P

$7 T = 26000K

= a = 0 B B aT/e6 = −0.05 & & & aT/e6 = 0.05

��/� )� K�$�"���"�( P �� n0 ��� b, c = 0

5�,����� $�,�!4����� !��$����� "�"������ ����"���)(�� ��$)���� " !#���� ,���� ")�.�&
���.� ��1��B+%���)� � ��,)�.�� �� ���������� a, b, c' $ ���$�� ������� ��)!#�� ")��!%4��
�����$�� � ��$)���%*

P ≈ nT −
√
8π

3T 1/2
n3/2
p e3 + a

nnp

2T
+ b

n2
p

2T
+ c

npT
2

2
.
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5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

P

�7 T = 20000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

P

17 T = 23000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

P

$7 T = 26000K

= b = 0 B B b T/e6 = −0.1 & & & b T/e6 = 0.1

��/� *� K�$�"���"�( P �� n0 ��� a, c = 0

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

P

�7 T = 20000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

P

17 T = 23000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

P

$7 T = 26000K

= c = 0 B B c T = 0.05 & & & c T = 0.1

��/� +� K�$�"���"�( P �� n0 ��� a, b = 0' c > 0

5�1021 1�1022 1.5 1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

4�1010

P

�7 T = 20000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

P

17 T = 23000K

5�1021 1�1022
n0

1�1010

2�1010

3�1010

P

$7 T = 26000K

= c = 0 B B c T = −0.05 & & & c T = −0.1

��/� ,� K�$�"���"�( P �� n0 ��� a, b = 0' c < 0

C�)!#���� �����$�� ���!"��%� ���,��#�!% ?�,�#�"�!% ����������3�%�

C�����)� ��' #�� ��/���)(�� ���� �)�,� ���%� "�1"�$���/ <)�����#�"��/ ����)(&
�/ ������� ��.�� 1)�.����� <??���! <�������$���� ��1��B+%���)� ��� ����1����%� ��&
��)����)(�!% <���.�% $ ��)�' "�,��$����� ���! �%4��� �- ������ � <)���������' �1�����
������3����)(�!% �$�����! ��1��$"��.� ����!"�' �� �� ������3����)(�!% np/T ' � "���$��"�$!&
%4�� �����$�� � ��$)���% 1!��� ������3����)(�� nanp/T �

���)�.�#��' �")� ��� �)�,� �1)���%� "�1"�$���� <)�����#�"��� ����)(�� �����&
���' �� "���$��"�$!%4�� �����$�� � ��$)���% ������3����)(�� n2

p/T � ����� ��.�' ����)(��
<)�����#�"��� ��)� $ �)�,�� ��.!� �1��,�$$��( 1)�,��� ��!. � ��!.! ��� ���&<)�������
����� ��� ��� � ��%� $�)�� $ ��$)����' ������3����)(�/ n2

p/T �

����� �1��,��' ")�.���� $�,�!4���� " ��<??�3������� a � b ���"$�%� ����)(��� <���&
����$���� $ �)�,��' #�� �$)���"� �$)����� ")��!%4�.� ������� ��)�"�� �� "��$����% " <���&
����$����� ,��� ���- #�"��3 �)�,�' ������� ���"$���"� ")�.���� ��1��B+%���)��

D��1 �12�"���( ?�,�#�"��/ "�") ��")����.� ")�.����.�' ��������' #�� "$�1���� <)��&
���� $ �)�,�� �� "����#�' � "�$����%� ��� ��,$���� ������������� �����
��� C�� ��&
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)- ��������!��- <�� ��)�1���� �� �� "#����( .������#�"����� 0����� ��� $"���- �����&
���!��- "����$��"� "!4�"�$����� ��)���/�� <??���' $�)�� �����- $ "$�1���!% <���.�%
������3����)�� �$�����! ��������!� 6"�� 9G' .)�HI' J 
�;7' ��)�#�"�$! <)�������$ � )�.���?&
�! �12���� 8���$��"�$!%4�/ $�)�� $ ��$)���� ����"� ")�.����' ������3����)(�� npT

2�
0�"%��' ")�.����� $�,�!4���� " ��<??�3������ c ���"$��� $�)�� ��.������#��"�� <)��&
�����- ��)�1���/ $ �)�,���
0������' #�� "�1"�$���� <)�����#�"��� ����)(�� ������ ! ����� $�������' �����&

�� � <)������� ��"!�"�$!%�' ��<���! $ $�,�!4���� $��������/ �)�,� ��<??�3���� a ����
��)� ��( ��$�� �!)%� ����� �1��,��' �����$��)(�� �����$�� $ ������(��� ������� $
$��������/ �)�,�� ������)�%�"� �$!�� ��<??�3�������* b � c� 0���#���)(��' " !#���� ��&
���$�� $ �1�14����/ "������ 10' ��)!#��� ")��!%4�� $�� ���� �)� ��$)���� $ �)�,��*

P = nT + b
n2
p

2T
+ c

npT
2

2
− np

√
32πe6npT + 9(bnp + cT 3)2

6T
.

'$�'<) =�>?@A>B@C

2� )�	��
��	" ��@� $����	� 	 ����
� ������	���	�	� D�. +	�	�� 2E73� FF3 ��
4� G���
 ����� ������� A�'� *��������� ����� ���	������
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�������. [ZU:Q\ ]ZU:R� dfTQNWZ[R Z] RNQNd� [Z[�WVdQ\ :dVWQ� 9WUWQ\ deOQ[RWZ[� /dSbd ghTijd\ O\QR:Q�

klm. 6Fm43

1[ NMWR QUNWi\d Pd iZ[RWVdU QOO\WiQNWZ[R Z] NMd NMdZUb Z] [ZU:Q\ ]ZU:R NZ NMd fTdRNWZ[R Z] NMdU:ZVb[Q:WiR
Z] [Z[�WVdQ\ :dVWQ VdRiUWSdV Sb NMdU:Q\ dfTQNWZ[R Z] RNQNd� 0[ NMd SQRWR Z] NMd ]T[VQ:d[NQ\ nWSSR /TMd:
dfTQNWZ[ NMd [ZNWZ[ Z] iZ[NQiN dfTW9Q\d[id Z] RTiM dfTQNWZ[R WR W[NUZVTidV� oQRWi UdRT\NR ]UZ: ]ZU:Q\ NMdZUb
Z] [ZU:Q\ ]ZU:R ]ZU iZ[NQiN RbRNd:R PWNM Q OZ\b[Z:WQ\ fTQRW�MZ:Zpd[dZTR T[OdUNTUSdV gQ:W\NZ[WQ[ QUd
pW9d[� NMd Vdq[WNWZ[ Z] [ZU:Q\ ]ZU: Z] Q iZ[NQiN gQ:W\NZ[WQ[ Q[V NMd [ZU:Q\WrQNWZ[ NMdZUd: QUd ]ZU:T\QNdV�
sUZ: NMd QOO\WiQNWZ[ OZW[N Z] 9WdP� :ZVd\R ]ZU Q :WeNTUd Z] [Z[�WVdQ\ pQRdR Q[V i\QRRWiQ\ MbVUZpd[ O\QR:Q QUd
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