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��������� ��� ��� !� �"#"�!� ����!$"%&!� � �"$!' �()"��*'� $"$ ���+!* "����"���� ���,
+!* �"����� � �(�)-.!�"�!*� ���-)*/!���"* #!�"�!$"� ��#�)!+��"�!� 0!�"�����1 -���1�!,
����! ("�$�� �"��� !��)�#-%��* �+! ����&! "�������' +"������' -+"����!1 2��� 3	� �45�
6"�+!��+� +"��!�!� ��� !' (!�)� !���$!' ���-)*/!1 � ����+�$+�"%&!�!�* ��$�)��!*�!
2$ $���+� ��.�� ������! ���-)*/!! ��$���+' �!#�� �"��$��'� +(� �#��)���!' +"���,
�!15 ��+�#�)*���* +"������� -+"����!��

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, . . . , 2��	5

 #� +"���+ ���-)*/!! xn+1 � ������ �+����! n + 1 �+"."���* ��+�� +"���+ ���-)*/!! xn
� �+�##-&!1 ������ �+����!� 7��1���" +�8��!1 �"$!' -+"����!1 ��!�"�� � �"������!� �
+"(��"' 3	� �9�4� � �"!(�)�� !������� +��-):�"�"� ��.�� ������! ���+��- ��6� ;"+$���$�,
 � 3�4� 3��  )"�" �4 � ���-&������"�!! /!$)�� +"�)!���1 #)!� ! -���+.#��!� "��+!$"��$!'
�"���"�!$�� �� <! ! �.� =�+$" 3>4 � ��*�! ��.#- �")!�!�� /!$)" ��+!�#" �+! ! �-&�����,
�"�!�� '"��!���$!' +�8��!1�

?"�����+!� �(�(&��!� ��#�)! 2��	5 � �+�#��)�.��!!� ��� � $".#1 ������ �+����! n
0-�$/!* f : I �→ I, I = [a, b], �"�!�!� �"$.� �� �)-�"1�� � �"+"���+" ωn, �+!�!�"%&� �
��"���!* � ���.����� Ω. @�)-�!� ��+�*������-% ��#�):� �"#"��-% +"������� -+"����!��

xn+1 = f(ωn, xn), (ωn, xn) ∈ Ω× I, n = 0, 1, . . . , 2���5

 #� Ω A �"#"���� ���.����� � �! �",") �(+�1 ��#���.���� Ã, �" $���+�1 ��+�#�)��" ��+�*�,
�����"* ��+" μ̃. @+�#��)" "��� ��� #)* $".#� � ω ∈ Ω 0-�$/!* x �→ f ′

x(ω, x) ���+�+��" �"
��+��$� I.
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���#�� ��+�*�������� �+���+"����� (Σ,A, μ),  #� Σ ���"�"�� ���.����� ���)�#��"��):��,
���1 σ = (ω0, ω1, . . . , ωn, . . . ) ∈ Ω∞, �!����" ���.���� A *�)*���* �"!���:8�1 �! �",") �(+�1�
��+�.#����1 /!)!�#+!���$!�! ���.����"�!

Dn
.
= {σ ∈ Σ : ω0 ∈ Ω0, . . . , ωn ∈ Ωn},  #� Ωj ∈ Ã, j = 0, 1, . . . , n,

! ��+�#�)!� ��+- μ̃(Dn) = μ̃(Ω0) · μ̃(Ω1) · . . . · μ̃(Ωn). �� #" � �!)- ���+�� ��6� ��)�� �+��"
2���� �"�+!��+� 3��  )"�" �� B �45 �" !���+!��� �+���+"����� (Σ,A) �-&����-�� �#!�������"*
��+�*������"* ��+" μ, $���+"* *�)*���* �+�#�).��!�� ��+ μ̃ �" �! �",") �(+- A. C����!��
��� ��#�(�� ��+�*������� ��#�)! !��)�#-%��* � 3	�9	�4�

� �"���*&�1 +"(��� ��)-��� -�)��!* -���1�!����! �� <*�-���- ! "�!�����!���$�1 -���1,
�!����! ��)�.��!* +"������!* -+"����!* 2���5� ���)����� #)* ���' ��"���!1 �)-�"1�'
�"+"���+�� ! ���)����� � ��+�*�����:% �#!�!/"� @�$"�"��� ��� �"#"�" � ���-&������"�!!
���'"��!���$!' /!$)�� +"�)!��� � ��+!�#" !���� +�8��!�� $���+�� �-&�������� ��)!�"���*
�� !������� � +��-):�"�" ��6� ;"+$���$� � #)* #���+�!�!+��"��� � -+"����!*D !��)�#-%��*
-�)��!*� �+! $���+' !� �-&������"�!* ���'"��!���$� � /!$)" #)!� k �)�#-�� �-&������"�!�
/!$)" )%(�1 #)!� � > k.

� �� �� !��" #�$!%&��!�$� '! �"'#�!�# � (��)'$!$�&��*!% #�$!%&��!�$�
'! !+���" ,(��!����"

��)! � -+"����!! 2���5 �"0!$�!+-�� ω ∈ Ω, �� ��)-�!� #���+�!�!+��"���� +"��������
-+"����!�

xn+1 = f(ω, xn), n = 0, 1, . . . . 2	�	5

���$" x∗(ω) ∈ I �"��"���* ���������� 	
������� 2!)! ����#�!.��1 ���$�15 -+"����!*
2	�	5� ��)! ���)���� +"������� f(ω, x∗(ω)) = x∗(ω).

�',��� ���� �� ���������� 	
������� 2����#�!.��1 ���$�15 -+"����!* �� �)-�"1��!
�"+"���+"�! 2���5 �"����� ���$- x∗ ∈ I �"$-%� ��� f(ω, x∗) = x∗ #)* ���' ω ∈ Ω.

C(���"�!� ��+�� xn(σ, p) +�8��!� -+"����!* 2���5 �+! �"#"���� σ ∈ Σ, -#��)����+*%&��
�"�"):���- -�)��!% x0(σ, p) = p ∈ I.

�',��� ���� -� @�)�.��!� +"������!* x∗ -+"����!* 2���5 �"����� ���������� �� ��

������ 	
�����	�� ������������ ��������
 Σ0 ⊆ Σ, ��)! #)* )%(� � ε > 0 �"1#���* �"$��
δ = δ(ε,Σ0) > 0, ��� #)* ��*$� � σ ∈ Σ0 +�8��!� xn(σ, p) -+"����!* 2���5 �"$��� ��� |p−x∗| < δ,
-#��)����+*�� ��+"������- |xn(σ, p)− x∗| < ε #)* ���' n = 0, 1, . . . .

@�)�.��!� +"������!* x∗ -+"����!* 2���5 �"����� 
������������� ���������� 	
�����	�

�� ������������ ��������
 Σ0, ��)! ��� -���1�!�� �� <*�-���- +"�����+�� �����!��):��
Σ0 ! �-&����-�� Δ > 0 �"$��� ��� #)* ��*$� � σ ∈ Σ0 +�8��!� xn(σ, p) -+"����!* 2���5 �"$���
��� |p− x∗| < Δ� -#��)����+*�� -�)��!% lim

n→∞ |xn(σ, p)− x∗| = 0�

C(���"�!� ��+�� OΔ(x∗) = (x∗ −Δ, x∗ +Δ) �$+�������: ���$! x∗ +"#!-��� Δ > 0.

��))( �� ����� ����
 x∗ ∈ I ����� ���������� 	
������� �	
����� 2���5 � �����

������ Δ > 0 �
���� ��� sup
ω∈Ω

|f ′
x(ω, x)| � 1 �� ���� x ∈ OΔ(x∗). ����
 ��������� 	
�������

x∗ ��������� �� ������� 	
�����	�� ������������ ��������
 Σ.

� � $ " � " � � ) : � � � �� ���:��� p ∈ OΔ(x∗)∩I ! �(���"�!� ��+�� J(p, x∗) ⊂ I !���+�") �
$��/"�! p ! x∗. E"0!$�!+-�� �+�!���):��� σ ∈ Σ� @� 0�+�-)� $�����' �+!+"&��!1 �"1#���*
���$" p̂ ∈ J(p, x∗) �"$"*� ���

|x1(σ, p) − x∗| = |f(ω0, p)− f(ω0, x∗)| = |f ′
x(ω0, p̂)| · |p− x∗|.



C( "�!�����!���$!' ���1���"' +�8��!1 +"������' -+"����!1 �	

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

@��$�):$- p̂ ∈ OΔ(x∗) ∩ I, ��

|x1(σ, p) − x∗| = |f ′
x(ω0, p̂)| · |p− x∗| � sup

ω∈Ω
|f ′

x(ω, p̂)| · |p − x∗| � |p − x∗|.

�"$ $"$ x1 = x1(σ, p) ∈ OΔ(x∗) ∩ I, �� �-&����-�� ���$" x̂1 ∈ OΔ(x∗) ∩ I �"$"*� ���

|x2(σ, p) − x∗| = |f(ω1, x1)− f(ω1, x∗)| = |f ′
x(ω1, x̂1)| · |x1(σ, p)− x∗|,

��F���- |x2(σ, p) − x∗| � |x1(σ, p) − x∗| � |p − x∗|. ��")� !��� ��.�� ��$"�"�:� ��� #)* ���'
n ∈ N ���)���� ��+"������� |xn(σ, p) − x∗| � |p − x∗|. �"$!� �(+"���� ��)! #)* �"#"��� �
ε > 0 �(�+�� δ = min(ε,Δ), �� �+! |p− x∗| < δ ��+"������� |xn(σ, p)− x∗| < ε ���)���� �+!
���' n = 0, 1, . . . � �

	�!,�)( �� ����� ����
 x∗ ∈ I ����� ���������� 	
������� �	
����� 2���5 �

lim
x→x∗

sup
ω∈Ω

|f ′
x(ω, x)| < 1. 2	��5

����
 ��������� 	
������� x∗ 
������������� ��������� 	
�����	�� ������������ Σ.

� � $ " � " � � ) : � � � �� � �!)- 2	��5 �"1#-��* �����*��� Δ > 0 ! C < 1 �"$!�� ���
sup
ω∈Ω

|f ′
x(ω, x)| � C < 1 #)* ���' x ∈ OΔ(x∗). ?"��-.#"* "�")� !��� #�$"�"��):���- )��� 	�

��)-�"��� ��� #)* )%(' p ∈ OΔ(x∗), σ ∈ Σ� #)* ���' n ∈ N ���)���� ��+"�������

|xn(σ, p)− x∗| � Cn|p− x∗|,  #� C < 1. 2	��5

�� 2	��5 �)�#-��� ��� |xn(σ, p)− x∗| < |p − x∗|, ��F���- ��)�.��!� +"������!* x∗ -���1�!�� ��
<*�-���- +"�����+�� �����!��):�� Σ. �"$.� !� 2	��5 �)�#-��� ��� lim

n→∞ |xn(σ, p)− x∗| = 0 #)*

)%(' p ∈ OΔ(x∗)� σ ∈ Σ. �"$!� �(+"���� ��)�.��!� +"������!* p "�!�����!���$! -���1�!��
+"�����+�� �����!��):�� ���.����" Σ. �

� -� �� !��" (��)'$!$�&��*!% #�$!%&��!�$� � ��,!"$�!�$./ �����0(

@-��: �"#"�� ��+�*�������� �+���+"����� (Σ,A, μ). 6"����!�� ��� ��$���+�� ���1���� �,
��)���� � ��	�������� ������
� ��)! �-&����-�� ���.����� Σ0 ⊆ Σ �"$��� ��� μ(Σ0) = 1
! #"���� ���1���� ��+�� #)* ���' σ ∈ Σ0. � F��� +"�#�)� � !��)�#-�� ���1���" -���1�!��,
��! �� <*�-���- ! "�!�����!���$�1 -���1�!����! ��)�.��!* +"������!* x∗ -+"����!* 2���5�
���)����� � ��+�*�����:% �#!�!/"�

C����!�� ��� �"#"�! �( "�!�����!���$�1 -���1�!����! � ��+�*�����:% �#!�!/" #)* +�8�,
�!1 �!���� ���'"��!���$!' -+"����!1 ��� +"���"�+!�")!�: � +"(��� 3	�4�

�',��� ���� 1� @�)�.��!� +"������!* x∗ -+"����!* 2���5 �"����� ���������� �� ����

���� � ��	�������� ������
 2
������������� ���������� � ��	�������� ������
5� ��)!
�-&����-�� ���.����� Σ0 ⊆ Σ �"$��� ��� μ(Σ0) = 1 ! x∗ -���1�!�� �� <*�-���- 2"�!�����!,
���$! -���1�!��5 +"�����+�� �����!��):�� ���.����" Σ0�

�")�� (-$��1 M (-#�� �(���"�"�: �"���"�!���$�� �.!#"�!� �)-�"1��1 ��)!�!��

	�!,�)( -� ����� ����
 x∗ ∈ I ����� ���������� 	
������� �	
����� 2���5 � �
��

���� Δ > 0 �
���� ���

M
(
ln sup

x∈OΔ(x∗)
|f ′

x(ω, x)|
)
< 0. 2��	5

����
 ��������� 	
������� x∗ 
������������� ��������� � ��	�������� ������
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� � $ " � " � � ) : � � � �� ?"�����+!� ���)�#��"��):����: ���"�!�!�' �#!�"$��� +"��+�,
#�)���' �)-�"1�' ��)!�!� {Cn(σ)}∞n=0,  #� Cn(σ) = Cn(ωn) = sup

x∈OΔ(x∗)
|f ′

x(ωn, x)|. ���#��

�"$.� ���)�#��"��):����: {Sn(σ)}∞n=0,  #�

Sn(σ) = lnC0(ω0) + . . .+ lnCn(ωn), n = 0, 1, . . . ,

$���+"* *�)*���* �)-�"1�� ()-.#"�!�� �" �+*��1� �� ��+"������" 2��	5 �)�#-��� ��� � ��+�,
*�����:% �#!�!/" Sn(σ) -'�#!� � �!�-� (��$��������: ! #���! "�� $������ � �"$�!�-�" S � 0
2��� 3	>�  )"�" 	�� B�45� G�� ���"�"��� ��� �-&����-�� ���.����� Σ0 ⊆ Σ �"$��� ��� μ(Σ0) = 1,
lim
n→∞Sn(σ) = −∞ #)* ���' σ ∈ Σ0 ! �"1#���* �"$�� S � 0, ��� Sn(σ) � S #)* ���' n = 0, 1, . . .

! ���' σ ∈ Σ0. 7)�#��"��):��� lim
n→∞C0(ω0) · . . . · Cn(ωn) = 0 ! ��+"�������

C0(ω0) · . . . · Cn(ωn) � eS 2���5

���)���� #)* ���' n = 0, 1, . . . ! ���' σ ∈ Σ0.
���:��� p ∈ OΔ0(x∗) ∩ I,  #� Δ0 = Δe−S � Δ ! �(���"�!� ��+�� J(p, x∗) ⊂ I !���+�")

� $��/"�! p ! x∗. @� 0�+�-)� $�����' �+!+"&��!1 �"1#���* ���$" p̂ ∈ J(p, x∗) �"$"*� ���
|x1(σ, p)− x∗| = |f ′

x(ω0, p̂)| · |p− x∗|. 7)�#��"��):���

|x1(σ, p)− x∗| � sup
x∈J(p,x∗)

|f ′
x(ω0, x)| · |p− x∗| � sup

x∈OΔ(x∗)
|f ′

x(ω0, x)| · |p− x∗| = C0(ω0) · |p− x∗|.

�� ��+"������" 2���5 �+! n = 0 �)�#-��� ��� x1 = x1(σ, p) ∈ OΔ(x∗); $+��� �� �� x1 ∈ I� 6"1#��
�"$-% ���$- x̂1 ∈ J(x1, x∗) ⊂ OΔ(x∗) ∩ I, ��� |x2(σ, p)− x∗| = |f ′

x(ω1, x̂1)| · |x1 − x∗|. �� #"

|x2(σ, p) − x∗| � C1(ω1) · |x1 − x∗| � C0(ω0)C1(ω1) · |p− x∗|.

�� 2���5 �)�#-��� ��� x2 = x2(σ, p) ∈ OΔ(x∗). ��")� !��� ��)-�"��� ��� #)* ���' σ ∈ Σ0 #)*
)%(� � n ∈ N ���)���� ��+"�������

|xn(σ, p)− x∗| � C0(ω0) · . . . · Cn−1(ωn−1) · |p− x∗|. 2���5

�)* �"#"��� � ε > 0 ��+�#�)!� δ = min(εe−S ,Δ0). �� #" !� ��+"������ 2���5 ! 2���5 �)�#-���
��� ��)! |p − x∗| < δ, �� |xn(σ, p) − x∗| < ε #)* ���' n ∈ N ! ���' σ ∈ Σ0. �")��� �"$ $"$
lim
n→∞C0(ω0) · . . . · Cn(ωn) = 0 � ��+�*�����:% �#!�!/"� !� 2���5 ��)-�"��� ���

lim
n→∞ |xn(σ, p)− x∗| = 0

#)* )%(� � p ∈ OΔ0(x∗) �"$.� � ��+�*�����:% �#!�!/"� �"$!� �(+"���� ��)�.��!� +"������!*
-+"����!* 2���5 "�!�����!���$! -���1�!�� � ��+�*�����:% �#!�!/"� �

� ���$��� �� ����� ����
 x∗ ∈ I ����� ���������� 	
������� �	
����� 2���5 �

�
����� Δ > 0 �
���� ���

M

(
sup

x∈OΔ(x∗)
|f ′

x(ω, x)|
)

< 1. 2��>5

����
 ��������� 	
������� x∗ 
������������� ��������� � ��	�������� ������
 

� � $ " � " � � ) : � � � �� ?"�����+!� �)-�"1�-% ��)!�!�- ξ(ω) = sup
x∈OΔ(x∗)

|f ′
x(ω, x)|� �� #"

Mξ < 1 � �!)- 2��>5� �� ��+"������" =�����" 3��  )"�" �� B 
4 �)�#-��� ��� #)* ��-$)�1 ���+'
0-�$/!! lnx !���� ����� ��+"������� ln(Mξ) � M(ln ξ). �")��� ���$�):$- 2��>5 +"����!):��
��+"������- ln(Mξ) < 0, �� M(ln ξ) � ln(Mξ) < 0, �� ���: ���)���� -�)��!� 2��	5� �"$!�
�(+"���� � �!)- ���+�� � ��)�.��!� +"������!* x∗ "�!�����!���$! -���1�!�� � ��+�*�����:%
�#!�!/"� �



C( "�!�����!���$!' ���1���"' +�8��!1 +"������' -+"����!1 ��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

�,�)�, �� ?"�����+!� -+"����!�

xn+1 = f(ωn, xn), (ωn, xn) ∈ Ω× I, n = 0, 1, . . . , 2���5

 #� Ω = {v1, . . . , vr}, vi ∈ (0, 2], μ(vi) = μi > 0, i = 1, . . . , r,
r∑

i=1
μi = 1, I = [0, 1], 0-�$/!* f(ω, x)

�"#"�" +"��������

f(ω, x) =

{
ωx, x ∈ [0, 1/2],

ω(1− x), x ∈ (1/2, 1].
2��
5

�,�� !+���� �� !� �	
����� 2���5� 2��
5 ����� ����� ��������� ����	�����"

1) ���� vmax
.
= max{v1, . . . , vr} � 1, �� ��������� 	
������� x∗ = 0 ��������� �� ����

���� 	
�����	�� ������������ ��������
 Σ;

2) ���� vmax < 1, �� ��������� 	
������� x∗ = 0 
������������� ��������� 	
�����	��

������������ ��������
 Σ;

3) ����
r∑

i=1
μi ln vi < 0, �� ��������� 	
������� x∗ = 0 
������������� ��������� �

��	�������� ������
 

� � $ " � " � � ) : � � � �� H-�$/!* f(ω, x), �"#"��"* +"�������� 2��
5� �� *�)*���* ���+�,
+��� #!00�+��/!+-���1� �� ��" ���+�+��� #!00�+��/!+-��" � �$+�������! ��)�.��!*
+"������!* x∗ = 0, ��F���- #)* !��)�#��"�!* -���1�!����! �� <*�-���- ! "�!�����!���$�1
-���1�!����! ��.�� �����):���"�:�* )����1 	 ! ���+��"�! 	 ! �� C��%#" �)�#-%� ��� -���+,

.#��!* �+�#)�.��!*� ���$�):$- |f ′
x(ω, x)| = ω #)* ���' x 	= 1

2
, " ��+"������� 2��	5 F$�!�")���,

�� ��+"������-
r∑

i=1
μi ln vi < 0. �

� 1� � �#2��$�!�(��� 0�* !� � " #,(�����" �! � #&(%�3)� '(,()�$,()�

���+�� � ���-&������"�!* /!$)�� +"�)!��� � ��+!�#" #)* #���+�!�!+��"��� � -+"����!*
2��	5 ���+�� +�8�� � +"(��� ��6� ;"+$���$� � 3�4� I��( �0�+�-)!+��"�: �������1 +��-):,
�"�� ���#�� -��+*#����!� �"�-+"):�' �!��)� $���+�� �"��"%� ��+*#$�� ;"+$���$� �J

3 
 5 
 7 
 . . . 


 2 · 3 
 2 · 5 
 2 · 7 
 . . . 



 22 · 3 
 22 · 5 
 22 · 7 
 . . . 


 23 · 3 
 23 · 5 
 23 · 7 
 . . . 



 . . . 


 . . . 
 25 
 24 
 23 
 22 
 2 
 1.

2��	5

E#��: � ��+��1 ��+�$� ��!�"� � ��+*#$� ���+"��"�!* ��� ������� �!�)"� $+��� �#!�!/�
�� ���+�1 ��+�$� A �+�!���#��!* ������' �!��) 2$+��� 	5 �" �� � k,1 ��+�$� ���+'- �"�!�"�
�+�!���#��!* ������' �!��) �" 2k−1, " � �!.��1 ��+�$� �+�#��"�)�� ��):$� ������! #��1$!
� ��+*#$� -(�"�!*�

�',��� ���� 4 2��� 3�45� ���$" β0 ∈ I �"��"���* ��	���������� ������ ��	���
 k ∈ N

#)* -+"����!* 2��	5� ��)! fk(β0) = β0 ! fm(β0) 	= β0 �+! m = 1, . . . , k − 1. ��)! k � 2, ��
$".#"* !� ����$ βm = fm(β0), m = 1, . . . , k−1, �"$.� *�)*���* ��+!�#!���$�1 ���$�1 ��+!�#"
k, �� �� ���$! β0, . . . , βk−1 �(+"�-%� ��+!�#!���$-% �+"�$��+!% !)! ���� B = {β0, . . . , βk−1}
��	���
 k 2�#��: f1 = f, fk = f(fk−1), k = 2, 3, . . .5�



�> <��� ?�#!�"� ���� �%����

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

	�!,�)( 2��6� ;"+$���$!1 3�45� ����� f : I �→ I # ���	�	���
 $����� � ����� �	
��

����� 2��	5 ����� ���� ����� k. ����
 �	
������ 2��	5 ����� ���� ����� m �� ���� �
���

m, ��� k 
 m � ��
%
���� ��&� ��	��� 2��	5 

�� ���+�� ��6� ;"+$���$� � �)�#-��� ��� ��)! -+"����!� 2��	5 �� !���� /!$)�� #)!�
#�"� �� ��� �� !���� �!$"$!' /!$)��D " ��)! F�� -+"����!� !���� /!$) #)!� �+!� �� ��� !����
/!$) )%(�1 #)!��

�',��� ���� 5� ���$- α0 ∈ I �"����� ����
�������� ��	���������� ������ ��	���


k ∈ N #)* -+"����!* 2���5� ��)! �-&����-%� ωi0 , . . . , ωik−1
∈ Ω �"$!�� ��� xk(σ, α0) = α0 !

xm(σ, α0) 	= α0 �+! m = 1, . . . , k − 1, σ = (ωi0 , . . . , ωik−1
, ωk, ωk+1, . . . ).

C����!�� ��� ��)! ���$" α0 ∈ I *�)*���* ���'"��!���$! ��+!�#!���$�1 ���$�1 ��+!�#"
k � 2, �� ���$! α1 = f(ωi0 , xk), α2 = f(ωi1 , f(ωi0 , xk)), . . . , αk−1 = f(ωik−2

, . . . , f(ωi0 , xk)) �"$.�
���'"��!���$! ��+!�#!���$!� ! �(+"�-%� ����
��������� ���� #)!� k. @�$".��� ��� #)*
���'"��!���$� � /!$)" ��+*#�$ ;"+$���$� � �"+-8"���*� " !����� A �+! ��+�#�)���' -�)�,
�!*' !� �-&������"�!* ���'"��!���$� � /!$)" #)!� k �)�#-�� �-&������"�!� ���'"��!���$� �
/!$)" )%(�1 #)!� � > k.

�$��,+����� �� ����� I = [a, b] � ���������� vi 	= vj ∈ Ω �
���� ���"


' f(vi, a) = f(vi, b) = f(vj, a) = f(vj , b) = a;

(' ���������� c1 ∈ (a, b) �
���� ��� $����� f(vi, x) ��%	
��
�� �
 ����	�
�� (a, c1),
f(vi, c1) = b � f(vi, x) > x �� ���� x ∈ (a, c1].

����
 ��������� ��������� �������
"

1) ���� � ����	�
�� (a, b) ����	���� ����
 x1 �
�
� ��� f(vj, x1) = x1, �� �� ��(���

� > 1 ���������� ����
�������� ��	��������
 ����
 ��	���
 �;

2) ���� �� ������	��� k > 1 � ����	�
�� (a, b) ����	���� ����
�������� ��	��������


����
 xk ��	���
 k �	� ωi0 = vj , ωi1 = . . . = ωik−1
= vi, �� �� ��(��� � > k ����������

����
�������� ��	��������
 ����
 ��	���
 �.

� � $ " � " � � ) : � � � �� ���#�� �)�#-%&!� �(���"���!*J

fi(x)
.
= f(vi, x), f2

i (x)
.
= f(vi, f(vi, x)),

fm+1
i (x)

.
= f

(
vi, f

m
i (x)

)
= fm

i

(
vi, fi(x)

)
, m = 1, 2, . . . .

H-�$/!* fi(x) ���+�+��"� fi(a) = a ! fi(c1) = b, ��F���- �" ��+��$� [a, c1] ��" �+!�!�"�� ���
�+���.-����� ��"���!* �� a #� b. 7)�#��"��):��� �-&����-�� ���$" c2 ∈ (a, c1) �"$"*� ���
fi(c2) = c1. � F��1 ���$� �"$.� ���)���� +"������� f2

i (c2) = fi(c1) = b. @��$�):$- fi(a) = a,
fi(c2) = c1, �� �-&����-�� ���$" c3 ∈ (a, c2) �"$"*� ��� fi(c3) = c2. �� #" f2

i (c3) = fi(c2) = c1 !

f3
i (c3) = f2

i (c2) = fi(c1) = b.

��")� !���� #)* )%(� � m > 3 �"1#���* �"$"* ���$" cm ∈ (a, cm−1), ��� fm
i (cm) = b, �+!���

a < cm < cm−1 < . . . < c2 < c1. �"$ $"$ 0-�$/!* fi(x) ���+"��"�� �" !���+�")� (a, c1), ��
0-�$/!* fm

i (x) ���+"��"�� �" (a, cm), ��F���- ��.�� ��+�#�)!�: �(+"��-% $ ��1 0-�$/!%
f−m
i (x) : [a, b] �→ [a, cm], $���+"* ���+"��"�� �" (a, b) ! f−m

i (a) = a, f−m
i (b) = cm.

���#�� � +"�����+��!� 0-�$/!! hm(x) = f−m+1
i (x) − fj(x), x ∈ [a, b], m = 1, 2, . . . ,  #�

f0
i (x)

.
= x.@��$�):$- xk ∈ (a, b) A ���'"��!���$! ��+!�#!���$"* ���$" ��+!�#" k #)* -+"����!*

2���5 �+! ωi0 = vj , ωi1 = . . . = ωik−1
= vi, �� xk *�)*���* +�8��!�� -+"����!* fk−1

i (fj(x)) = x,

�� �� hk(xk) = 0. �� ��+"������" fi(x) > x �+! x ∈ (a, c1] �)�#-��� ��� f−1
i (x) < x �+! ���'

x ∈ (a, b], ��F���- !� -�)��!* ���+"��"�!* 0-�$/!! f−1
i (x) ��)-�"��� ��� f−2

i (x) < f−1
i (x) �+!

x ∈ (a, b] !
f−m
i (x) < . . . < f−2

i (x) < f−1
i (x) < x, x ∈ (a, b].



C( "�!�����!���$!' ���1���"' +�8��!1 +"������' -+"����!1 ��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

C��%#" �)�#-%� ��+"������" #)* 0-�$/!1 hm(x) :

hm(x) < hm−1(x) < . . . < h2(x) < h1(x), x ∈ (a, b].

@�F���-� ��)! � > k, �� h�(x) < hk(x) #)* ���' x ∈ (a, b] ! �"$ $"$ hk(xk) = 0, �� h�(xk) < 0.
6"1#�� h�(b) = c�−1 − a > 0. 7)�#��"��):��� -+"����!� h�(x) = 0 !���� '��* ( �#�� +�8��!�
x� ∈ (xk, b).

@�$".��� ��� ���$" x� *�)*���* ���'"��!���$! ��+!�#!���$�1 ���$�1 ��+!�#" �. ��1���!,
��):��� +"������� h�(x�) = 0 +"����!):�� +"������- f �−1

i (fj(x�)) = x� , " !� ��+"������"
hm(x�) > 0,  #� m = 1, . . . , � − 1� �)�#-��� ��� fm−1

i (fj(x�)) < x� �+! m = 1, . . . , � − 1. @�,
F���-� ��)! ��)�.!�: ωi0 = vj, ωi1 = . . . = ωi�−1

= vi, ��

x�(σ, x�) = f �−1
i (fj(x�)) = x� ! xm(σ, x�) = fm−1

i (fj(x�)) 	= x�

�+! m = 1, . . . , �− 1, σ = (ωi0 , . . . , ωi�−1
, ω�, ω�+1, . . . ). �
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�������( XNnTRT_DT Tom^YNQ_] pNYZ R^_XQ4 [^R^4TYTR]� Ma^[m_Q3 ]Y^jN\NYa� ^]a4[YQYND^\ ]Y^jN\NYa� DaD\ND
]Q\mYNQ_"

`qr( 0JV5-� 01s0/� JIU,/� I0t-0

uT N_3T]YNv^YT YZT ^]a4[YQYND jTZ^3NQR Qw ]Q\mYNQ_] Qw XNnTRT_DT Tom^YNQ_]" OZTNR RNvZY�Z^_X ]NXT] ^Y vN3T_
YN4T XT[T_X _QY Q_\a Q_ YZT 3^\mT Qw ]Y^YT ^Y YZT [RT3NQm] 4Q4T_Y� jmY ^\]Q Q_ ^ R^_XQ4 3^\mT wRQ4 ^ vN3T_
]TY Ω" uT QjY^N_ DQ_XNYNQ_] Qw Ma^[m_Q3 ]Y^jN\NYa ^_X ^]a4[YQYND ]Y^jN\NYa Qw YZT TomN\NjRNm4 wQR ^\\ 3^\mT] Qw
R^_XQ4 [^R^4TYTR] ^_X pNYZ [RQj^jN\NYa Q_T" uT ]ZQp YZ^Y YZT [RQj\T4 Qw DQTkN]YT_DT Qw ]YQDZ^]YND DaD\T]
Qw XNnTRT_Y [TRNQX] Z^] ^ ]Q\mYNQ_� pZNDZ ]YRQ_v\a XNnTR] wRQ4 ^ S_Qp_ qZ^RSQ3]Sa RT]m\Y wQR ^ XTYTR4N_TX
XNnTRT_DT Tom^YNQ_" x_XTR ]Q4T DQ_XNYNQ_]� YZT TkN]YT_DT Qw ^ ]YQDZ^]YND DaD\T Qw \T_vYZ k N4[\NT] YZT TkN]YT_DT
Qw ^ DaD\T Qw ^_a \T_vYZ � > k.
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," yN{_NDZT_SQ |"Pm" ������� �� ��������������� ������� � �������� !����" # }MTDYmRT] Q_ 4^YZT4^YND^\
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