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� ��������� ������ ��� �!���� ������� α"#��$��� �  %���&��#����# � %'�!� �# ���"
������� � %�% ��%������ ��������� �������  �(%'�)� #��$��� �� *�� �'�   �!���  ��&�"
'� ����"+ )�!�  ,	-. �/��#��� �'��0 ��� ����#������� ��%����+ 1�!�& (��� '����. ������"
��+�� % �1(&���2 #��$��� !����$�#���� (��� '��#+ �����#  %���&��#���+ � %'�!� +
���������� �+� ���$��� � !����$�#���� ��%�+ �����#. %�% ��� �'�. �� �(%'� �'� �!��+
�����# 3�� #��$��� � #�'� ��'�&�2��� ��  �(%'+. !'� !�()�+ ��'�&�� ��  �(%'+ #��"
$���  ��0#� ��(��#�� � � �1� � 3��#  �1��%'� ������ ����� ����������0  �� �!���� ����"
!�'����� %'����/�%�4�� 3��+ #��$��� �� ������� �+ �� �(%'����� ��% ��� �'��0 �������
α"#��$��� �  R

n. ��1��%'� ��%$� ��#������ �������������0 ��%����� ��1� � %�����(%"
4�� � (� ��$!����  �(%'�)� ���'�1� �� α"#��$��� �  R

n. �'� ��� ���!��� '��� ��#�����"
��'0�� �������. �� � �1���� � %�%�#�"'��� 1�!�&�#� (��� '����.  ����� � ��#. ���%�'0%�
#�$�� ���! ��(�0��  ��������������� �����#  �(%'�)� ���'�1� ��� ����+�!� ��  �(%'+
#��$��� % α"#��$��� �#�

� ������   �!��� ���%�'0%� ��'�1�+. �� ��5  1)'�!. ������� �.  &��������. ������� ��)("
'����)� #��$��� �  R

n. ���#� ��)�. ��� �!���� ������� α")�����'��%���� � ������� )����"
�'��%����  R

n, /��#('��(2��� � ������  �2��� ��%����� (� ��$!���� �� α"��!�'�#����
α"#��$��� � 6�� �!���� ���#��. �''2�����(2���   �!���� �������� 7����� � '����� ���"
!�'$����# ����� ,	-�

� �� ������ � �!"���#���$ � !��$%�$ %��"�� α�&��'��%�

6(��0 A 8 1�#%�(��� #��$��� �  n"#����# � %'�!� �# ���������� � R
n � z∗ ∈ R

n \ A.
6�! ����%4��� p(z∗) ��&%� z∗ �� A ����#��# �'�$��5(2 % z∗ ��&%(  A�

������� ����	
�
� �� �
�
����� ��������� ���� ����
� � ������������� !



9
 ��:� �5�%� . ���� ������%��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

6�'�)��#;
ΩA(z

∗) = {p(z∗)} 8 #��$��� �  ��+ ����%4�� p(z∗) ��&%� z∗ �� A;
coΩA(z

∗) 8  �(%'�� ���'�&%� #��$��� � ΩA(z
∗);

con(coΩA(z
∗) − z∗) = {h = λ(z − z∗) : λ � 0, z ∈ coΩA(z

∗)} 8 %��(�  R
n, �����(�� ��

#��$��� � coΩA(z
∗)− z∗ = {z − z∗ : z ∈ coΩA(z

∗)};
HA(z

∗) 8 #��$��� �  �� �1#�$�+ ��� (h∗, h∗) ���('� +  �%���� h∗, h∗ �1 con (coΩA(z
∗)−

z∗);
ˆ(h∗, h∗) = arccos

〈h∗, h∗〉
‖h∗‖‖h∗‖ ∈ [0, π] 8 ()�' #�$!(  �%����#� h∗ � h∗, (h∗, h∗) ∈ HA(z

∗);

αA(z
∗) = max

(h∗,h∗)∈HA(z∗)
ˆ(h∗, h∗) ∈ [0, π];

〈h∗, h∗〉 8 �%�'����� ����1 �!���� h∗ � h∗ �1 R
n, ‖h∗‖ = 〈h∗, h∗〉1/2.

6�'�)��# α = αA = sup
z∗∈Rn\A

αA(z
∗) ∈ [0, π].

�!"���#���� �� ���$��� � A ��1� �# α"����������  R
n.

*�#���# ��%����� � ���� � /(�%4�� αA(z
∗). z∗ ∈ R

n \ A.
���(�%�� �� 	
���� αA(z

∗)� z∗ ∈ R
n \A� �� ��������� ������ ������� ����������� �
���

����

����� ���'0��. ����#����# %�#��%� A = {z ∈ R
2 : 1 � ‖z‖ � 2}  �'��%���� R

2. 6(��0
z∗ = ) ∈ R

2. ��)!� ΩA(z
∗) = {z ∈ R : ‖z‖ = 1}, coΩA(z

∗) − z∗ = {z ∈ R
2 : ‖z‖ � 1},

con (coΩA(z
∗) − z∗) = R

2 �. 1��&��. αA(z
∗) = π. � �� $�  ��#� αA(z

∗) = 0 !'�  ��+ z∗ �= ),
‖z∗‖ < 1.

���(�%�� *� 	
���� αA(z), z ∈ R
n \ A� ���
���������� �����
�

����� ���'0��.  �10#�# ����1 �'0�(2 ��&%( z∗ ∈ R
n \ A. 6(��0 {z(k)} 8 ���'�!� ���'0"

����0 ��&�% z(k). z(k) �= z∗, k = 1, 2, . . . , �+�!������ % z∗. *�����$���� z �→ ΩA(z), z ∈ R
n \ A.

��'(������ �� � ��+( ��  %'2&���2 �. �'�!� ���'0��. ������$���� z �→ con (co ΩA(z) − z),
z ∈ R

n \A. ��'(������ �� � ��+( ��  %'2&���2�

6(��0 (h
(k)
∗ , h∗(k)) 8 �� ��� �1 HA(z

(k)), �� %����+ !����)�����

αA(z
(k)) = max

(h∗,h∗)∈HA(z(k))

ˆ(h∗, h∗).

:� ���(5�� �������� ����($!����. �(!�# �&����0. &�� ‖h(k)∗ ‖ = 1, ‖h(k)∗ ‖ = 1 � �(���� (2�

���!�' h0 = lim
k→∞

h
(k)
∗ , h0 = lim

k→∞
h∗(k). � ��'( ��'(������ ����� � ��+( ������$���� z �→

ΩA(z). z ∈ R
n \A.  �%��� h0 � h0 ��!��$����  con (co ΩA(z

∗)− z∗). �. 1��&��.

lim
k→∞

αA(z
(k)) = lim

k→∞
ˆ

(h
(k)
∗ , h∗(k)) = ˆ(h0, h0) � sup

(h∗,h∗)∈HA(z∗)

ˆ(h∗, h∗) = αA(z
∗).

<'�!� ���'0��. lim
k→∞

αA(z
(k)) � αA(z

∗) !'� '2��� ���'�!� ���'0����� z(k), z(k) ∈ R
n \ A,

z(k) �= z∗, lim
k→∞

z(k) = z∗. < ���� � � !�%�1���� �
��1��%��� ������ ����  ����� � ��#. !����)����� '� sup  �� ���� � α = αA = sup

z∗∈Rn\A
αA(z

∗)?

� ����# �'(&�� �� �� �� 3���  ����� ����4���'���

�"�&�" �� 6(��0 #��$��� � A �1 R2 ���!��� �#�   �!� A = K1
⋃
K2
⋃
K3, )!� K1 � K2 8

��'(%�()� �!���&��)� ��!�(��. � K3 8 &�� ���0 %�()� ��!�(�� � =�#� ���� 	>�

7���#����# ���'�!� ���'0����0 {z(k)} ��&�% z(k) ∈ R
2 \ {)}, �����!'�$���+ !��)���"

'� 	")� % �!����� �'��%���� R
2 � (!� '�� ���2��+ �� ���� ( lim

k �→∞
z(k) = ). �#��� #����
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x1

x2

z1

z2

z3
K1

K2K3

0

���� ��

lim
k �→∞

αA(z
(k)) =

π

2
. :���(!�� ��%�1��0. &��  ����#���� ��#�# �'(&�� αA = sup

z∗∈R2\A
αA(z

∗) =

lim
k �→∞

αA(z
(k)) =

π

2
. � ��� 3��# αA(z

∗) <
π

2
!'� '2��)� z∗ ∈ R

2 \ A.

< !�()�� ������. �#����� #��)� ���#��� #��$��� A  R
2 � &��'�# α = αA =

π

2
,  

%����+ sup
z∗∈R2\A

αA(z
∗) !����)����� �� R

2 \ A.

�"�&�" *� 6(��0 A = {(x1, x2) : −4π < x1 < 4π, x2 = sinx1} =�#� ���� �>� � 3��# ���#���

αA(z
0) =

π

2
= sup

z∗∈R2\A
αA(z

∗). z0 ∈ R
2 \ A.

��1��%���  ����� � !������&�� ����+ !������&�+ (�'� ��+. ������&� �2��+ !����$�"
#���0 sup

z∗∈R2\A
αA(z

∗) �� R
n \ A. *�������'0�� 3��)�  ������  �%�$�# �'�!(2��� ������$�"

���;

	� 6(��0 %�#��%���� #��$��� � A �1 R
n �#��� )'�!%(2 )����4( ∂A  R

n =����!�'����
)'�!%���� �#�. �����#��.  ,�->� ��)!� sup

z∗∈R2\A
αA(z

∗) !����)����� �� R
n \ A.

�� 6(��0 A8 �� ���1���'0��  �(%'� #��)�)�����%  Rn. ��)!� sup
z∗∈R2\A

αA(z
∗) !����)�����

�� R
n \ A.

��'� !'� ��%�����)� 1�#%�(��)� #��$��� � A ⊂ R
n �#��� #���� α = αA = 0, �� !'� '2���

��&%� z∗ ∈ R
n \ A  ��'������ αA(z

∗) = 0, �� ���0 ΩA(z
∗) ������� �1 �!��� ��&%� π(z∗).

�1 ����� =�#� ,?->. &��  3��# �'(&�� A 8 1�#%�(���  �(%'�� #��$��� �  R
n. �#��� #����

��%$� �������� (� ��$!����; @��'� A 8 1�#%�(���  �(%'�� #��$��� �  R
n, �� αA(z

∗) = 0
!'� '2��� ��&%� z∗ ∈ R

n \A. �. 1��&��. α = αA = 0A�

���%.  �(%'� 1�#%�(�� #��$��� � A  R
n � )"#��$��� �  R

n 8 3�� 3% � �'�����
��������

B��'� α = αA #�$�� ���%�� ��0 %�% ������0  �)�(����� #��$��� � A. ��%. ( 1�#%�(�+
 �(%'+ #��$��� A  R

n 3�� ������0 �� �� ��
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x1

x2

z0

π(z0) π(z0) = 0

R
2

���� *�

���(���# �����0. &�� !'� ��%������ ��&%� z∗ ∈ R
n \A  ��'���� (�'� ��

z∗ /∈ coΩA(z
∗). =	�	>

��)!� �(���� (�� )�����'��%���0 Γ = {x ∈ R
n : 〈s, x〉 = γ} (s ∈ R

n, s �= ), γ ∈ R
1)  R

n.
����)� ��1!�'�2��� #��$��� � {z∗} � coΩA(z

∗) : 〈s, z∗〉 < min
w∈coΩA(z∗)

〈s,w〉. *��2!� �'�!(��.

&�� !'� '2��� ��&%� w ∈ coΩA(z
∗)  ���� 〈s, x〉 < 〈s,w〉. D��&��. !'� '2��)�  �%���� w − z∗ ∈

coΩA(z
∗) − z∗  ��'������ 〈s,w − z∗〉 > 0 �. �'�!� ���'0��. cos( ˆs,w − z∗) > 0. E�� �1��&���.

&��  ���� ���� ���� � min
h∈con (co ΩA(z∗)−z∗)

cos ( ˆs, h) > 0, %������ 3% � �'����� ���� ���� (

max
h∈con (co ΩA(z∗)−z∗)

( ˆs, h) <
π

2
. =	��>

�1 =	��> �'�!(��

αA(z
∗) = max

(h∗,h∗)∈HA(z∗)
ˆ(h∗, h∗) < π. =	�?>

<��� �!'� � ��%$� �'�!(2��� (� ��$!����; @��'� !'� ��%������ ��&%� z∗ ∈ R
n\A  ��'"

������ =	�?>. ��  ��'������ =	�	>A� �#���� � ��# (����� '��� 3% � �'�������0 ������5����
=	�	> � =	�?>�

�!"���#���� *� D�#%�(��� #��$��� � A  R
n ��1� �# ���
������ ����������  R

n,
��'� !'� '2��� ��&%� z∗ ∈ R

n \A  ��'������ =	�	>�

�1 ���!!(��+ ����($!���� �'�!(��. &�� ��'� A 8 ��)('����� #��$��� �. �� αA(z
∗) < π

!'� '2��� ��&%� z∗ ∈ R
n\A. 6�� 3��# ��������'0�� α = αA  �1#�$�� �!�� �1 ! (+  ������� ;

	� α = αA < π; �� α = αA = π, ���&�# αA(z
∗) < π !'� '2��� ��&%� z∗ ∈ R

n \ A.
��%�# ����1�#. ��)('���� #��$��� �  Rn 8 3�� �'� α"#��$��� � A � &��'�# α = αA < π.

�'� π"#��$��� �. ��%��. &�� αA(z
∗) < π !'�  ��+ z∗ ∈ R

n \A.
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�!"���#���� +� D�#%�(��� #��$��� � A  R
n ��1� �# �����
������ ����������  R

n,
��'� ��� �� � '����� ��)('���# #��$��� �#  R

n, �� �� ��'� αA(z
∗) = π !'� ��%������ ��&%�

z∗ ∈ R
n \ A.

��'� �&����0. &�� �"#��$��� �  R
n ����� '�2� '� � %��� ���%��� α"#��$��� . �� ����"

)('���� #��$��� � #�$�� �&����0 ����� '�2��#� ��� � %��� ���%����

6�� �!�# ! � (� ��$!����. ����������� % 1�#%�(�# #��$��� �#  R
n. � �!�# ���1��"

&���� ρ(z) = min
a∈A

‖z − a‖2. z ∈ R
n.

	��"�&, �� �
��� A � ���
������ ��������� � Rn.  ��!� !�� �"���� #����
���� ������
���� B � Rn (B ⊃ A,B �= A)� !�� �������� sup

b∈B
ρ(b) !��������� �� B� ��� ��$� b ���������

B� ���������� 
!������� �� A� 
!���������"� ���"$��" b ∈ ∂B.

� � % � 1 � � � ' 0 � �  �� 6(��0 A � B (!� '�� ���2� (�'� ��# �����# 	. � b 8 #�%��"
#�'0�� (!�'����� ��&%� #��$��� � B �� A�

6�'�)��# ε = ρ(b)
1
2 ∈ (0,∞)� 7���#����# 1�#%�(�(2 ε"�%��������0 Aε = {w ∈ R

n : ρ(w)
1
2 �

ε} #��$��� � A� <��� �!'� �  %'2&���� b ∈ Aε�

6��!��'�$�#. &�� b /∈ ∂B� *��2!� �'�!(�� b ∈ intB� ��)!� B(b; δ) = {z ∈ R
n : ‖z − b‖ �

δ} ⊂ B ⊂ Aε ��� ��%�����# δ ∈ (0,∞)� D��&��. !'� '2��� ��&%� z ∈ B(b; δ)  ��'������

ρ(z)
1
2 � ε� *��2!� �'�!(��. &�� !'� '2�+ s ∈ S = {s̄ ∈ R

n : ‖s̄‖ � 1} � λk ∈ (0, δ)  ��'������

ρ(b+ λk)
1
2 � ε. �. 1��&��. ρ(b+ λks)− ρ(b) � 0� 6(��0 {λk} (!� '�� ����� (�'� ��# 0 < λk < δ.

lim
k→∞

λk = 0�

<��� �!'� � ���� ���� �

ρ(b+ λks)− ρ(b)

λk
� 0, k = 1, 2, . . . . =	��>

�1 =	��>  ��%��� ρ′(b; s) � 0. s ∈ SF 1!��0 ρ′(b; s) = lim
k→∞

ρ(b+λks)−ρ(b)
λk

= lim
λ→∞

ρ(b+λs)−ρ(b)
λ 8

����1 �!��� �� ����� '���2 s /(�%4�� ρ(z)  ��&%� b�

�'� ����1 �!��� ρ′(b; s) ���� �!'� � �� ���� �

ρ′(b; s) =
d

ds
min
a∈A

‖z − a‖2z=b = min
p(b)∈ΩA(b)

d

ds
‖z − p(b)‖2z=b = 2 min

p(b)∈ΩA(b)
〈b− p(b), s〉;

1!��0 ��# �' d
dsf(z)z=b �1��&��� ����1 �!�(2 �� ����� '���2 s /(�%4�� f(z)  ��&%� z = b�

��% %�% b /∈ A. �� �1 (�'� �� ��)('������� #��$��� � A �'�!(�� b /∈ coΩA(b)� 6� �����#�
�� ��!�'�#����  �(%'+ #��$��� =�#�. �����#��. ,�. �-> �(���� (�� )�����'��%���0 Γ =
{z ∈ R

n : 〈s, z〉}. =s ∈ R
n. s �= 0. γ ∈ R

1>  R
n. ��'0�� ��1!�'�2��� #��$��� � {b} � coΩA(b)�

:� ���(5�� �������� ����($!����. �(!�# �&����0. &�� ��� 3��# s  ���� 〈b − p(b), s〉 > 0.
p(b) ∈ ΩA(b)� *��2!� �'�!(�� ρ′(b; s) > 0 �� 3��#  �%���� s� 6��5'� % ����� ���&�2 � (�'� ��#
ρ′(b, s) � 0 !'� '2��)� s� D��&��. ���!��'�$���� � ��#. &�� b /∈ ∂B. �� �����

�����#� 	 !�%�1���� �

	��"�&, *� �
��� A � #����
��� ��������� � R
n  ε ∈ (0,∞).  ��!� αAε � αA�

� � % � 1 � � � ' 0 � �  �� 6(��0 z∗ ∈ R
n \ Aε � w∗ = pε(z∗) 8 ����%4�� ��&%� z∗ �� Aε

6�'�)��# δ = ‖w∗ − z∗‖ > 0 � B(z∗; δ) = {z ∈ R
n : ‖z − z∗‖ � δ} 8 5�� � 4�����#  z∗

��!�(�� δ� G�� B(z∗; δ) (!� '�� ����� ������5���2

B(z∗; δ)
⋂

intAε = ∅. =	��>
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�'� ��&%� w∗ ∈ R
n \ Aε ����#����# ��&%( y∗ = p(w∗) 8 ����%4�2 ��&%� w∗ �� A� �#��

  �!(. &�� ‖y∗ − z∗‖ = ε. ����#����# 5�� B(y∗; ε) = {z ∈ R
n : ‖z − y∗‖ � ε}� G�� B(y∗; ε)

(!� '�� �����  %'2&���2

B(y∗; ε) ⊂ Aε. =	�
>

�1 =	�
> �'�!(��  %'2&���� intB(y∗; ε) ⊂ intAε. �1 %�����)� � (&���# =	��>  ��%���

B(z∗; δ)
⋂

intB(y∗; ε) = ∅. =	��>

< !�()�� ������.  ��'������  %'2&����

w∗ ∈ ∂B(z∗; δ)
⋂
∂B(y∗; ε). =	�C>

<�����5���� =	��>. =	�C> �1��&�2�. &�� 5�� B(z∗; δ) � B(y∗; ε) %���2��� !�() !�()�  ��&%�
w∗ =�#� ���� ?>�

w∗

y∗

z∗

z

A Aε

B(y∗; ε)B(z∗; δ)

���� +�

�1 /�%�� %������ 5��� B(z∗; δ) � B(y∗; ε)  ��&%� w∗ �'�!(��. &�� ����1%� z∗w∗ � w∗y∗

'�$�� �� �!��� ���#��  ���������� � R
n� <'�!� ���'0��. ���������� #�$!( z∗ � y∗ �� ��

‖z∗ − y∗‖ = δ + ε� < !�()�� ������.  �!�#. &�� ���������� #�$!( z∗ � '2��� ��&%�� z ∈ A
(!� '�� ����� ���� ���� ( ‖z∗ − z‖ � δ + ε� <'�!� ���'0��. ‖z∗ − y∗‖ = min

z∈A
‖z∗ − z‖� E��

�1��&���. &�� y∗ = p(z∗)�
*��2!� �'�!(�� w∗ − z∗ = pε(z∗)− z∗ = γ(p(z∗)− z∗) . γ ∈ (0,∞)�

�&�� �� 3��� /�%�. ��%�$�#. &��

con (coΩAε(z
∗)− z∗) ⊂ con (co ΩA(z

∗)− z∗). =	�9>

����� ���'0��. �(��0 h ∈ coΩAε(z
∗) − z∗. � ��3��#( h =

n+1∑
i=1

λi(h
(i) − z∗). )!� λi � 0.

n+1∑
i=1

λi = 1. h(i) ∈ ΩAε(z
∗). i = 1, . . . , n+1� < !�()�� ������. �� !�%�1����#( �����. ���� �!'� �

h(i) − z∗ = γi(h
∗(i) − z∗), γi > 0, h∗(i) ∈ ΩA(z

∗), i = 1, . . . , n+ 1.
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��)!� ��'(&��#

h =
n+1∑
i=1

λiγi(h
∗(i) − z∗), λiγi � 0, h∗(i) ∈ ΩA(z

∗), i = 1, . . . , n+ 1.

*��1��&�# &���1 ρ =
n+1∑
i=1

λiγi > 0� 6�'(&��#
1

ρ
h =

n+1∑
i=1

λiγi
ρ

(h∗(i) − z∗). )!�
λiγi
ρ

� 0. i =

1, . . . , n+ 1 �
n+1∑
i=1

λiγi
ρ

= 1�

E�� �1��&���. &��
1

ρ
h = h∗ ∈ coΩA(z

∗) − z∗. �. �'�!� ���'0��. h = ρh∗. )!� ρ � 0. h∗ ∈
ΩA(z

∗)− z∗. �� �� h ∈ con (coΩA(z
∗)− z∗)�

��# ��## !�%�1���  %'2&����

coΩAε(z
∗)− z∗ ⊂ con (co ΩA(z

∗)− z∗),

�. �'�!� ���'0��.  %'2&���� =	�9>�

�1 =	�9> �'�!(��. &�� !'� z∗ ∈ R
n \ Aε  ���� ���� ���� � αAε(z

∗) � αA(z
∗)� �1 3��)� ����"

 ���� � ��'(&��# αAε(z
∗) = sup

z∗∈Rn\Aε

αAε(z
∗) � sup

z∗∈Rn\Aε

αA(z
∗) � sup

z∗∈Rn\A
αA(z

∗) = αA�

�����#� � !�%�1����

� *� �,'�"�"-�&��%. α�&��'��%�� 	��"�& �/ �%��#�&��%� α�&��'��%�

� 3��# ��1!�'� ����#���� �2��� #��$��� �  R
n �.  ���� ��#.  R

2. 6��!������� ����%�
�������������0 ��%����� ��1� � ������� � �����# �1  �(%'�)� ���'�1� �� α"#��$��� �
 R

n.

6�� �!�# ��%����� ����!�'�����

�!"���#���� 0� *��1��&�# &���1 Aα � Bα �� �%(�����0  ��+ 1�#%�(�+ #��$��� A  R
n

���� ���� ���� � &��'�# αA = α � αA � α, )!� α ∈ [0, π].

H���. &�� Aα ⊂ Bα, α ∈ [0, π] � Bα =
⋃

β∈[0,α]
Aβ�

6(��0 α ∈ [0, π].

�!"���#���� 1� α"�������������" Γ  R
n ��1� �# ��%�� )�#��#��/�� ����1 )����"

�'��%����  R
n, &��;

	� Γ ∈ Aα;

�� Γ ��1�� ��� R
n �� ! � 1�#%�(�+ #��$��� �  R

n, )�#��#��/�+ 1�#%�(��#( ��'(���"
������� (  R

n.

D�#%�(�� #��$��� �  R
n �1 ����!�'���� � ���1��&�# &���1 Φ− � Φ+. <�)'���� ����!�"

'���2 �. 3�� #��$��� � ���0 3'�#��� �1 Bα. � +��� � �!�� �1 ��+ 8 3'�#��� �� �%(������
Aα : max{αΦ− , αΦ+} = α.

Φ−(Φ+) ��1� �# α"��'(���������� �#  R
n, ��'� Φ−(Φ+) ��!��$����  Aα. 6�� ��%�#

����!�'����. ��'� Φ−(Φ+) ��!��$����  Bα \Aα, �� Φ−(Φ+) ���0 β"��'(���������� �  R
n ���

��%�����# β ∈ [0, α).

� �'(&��. ��'� #��$��� � Γ, Φ−, Φ+ �1 Bα ��%� . &�� !'� ��%������ ��&%� z∗ ∈ R
n �#���

#���� z∗ ∈ Γ. �'� z∗ ∈ ∂Φ−, �'� z∗ ∈ ∂Φ+, �(!�# ���)!� ���1��&��0 3�� #��$��� � ��%; Γ(z∗),
Φ−(z∗), Φ+(z∗).

��%$�  ��+ �'(&��+. %�)!� ����. &�� ��&0 �!�� �� α"��'(���������� � Φ− � Φ+, �(!�#
���)!� ��1 ��0 �+ ��'(���������� �#�  R

n.
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�!"���#���� 2� α")�����'��%���0 Γ(z∗)  R
n ��1� �# ������� % A ∈ Aα  ��&%� z∗ ∈ ∂A,

��'� A ��!��$����  �!��# �1 ��'(���������� Φ−(z∗), Φ+(z∗), �� �&�2��+ α")�����'��%����
Γ(z∗).

�� �1 ��'(���������� Φ−(z∗), Φ+(z∗), %������ ��!��$�� A, �(!�# ��1 ��0 �����# % A
 ��&%� z∗.

�!"���#���� 3� I(!�# )� ����0. &�� #��$��� � A � B �1 Rn α"��!���� =Bα"��!����>.
��'� �(���� (�� ��%�� α")�����'��%���0 Γ  R

n =��%�� )�����'��%���0 Γ ∈ Bα>. &�� A ⊂ Φ−.
B ⊂ Φ+; 1!��0 Φ−, Φ+ 8 ��'(���������� �  R

n, �� �&�2��� )�����'��%���� Γ.

�!"���#���� 4� I(!�# )� ����0. &�� #��$��� � A � B �1 R
n ��'0�� α"��!�'�# =��'0��

Bα"��!�'�#>. ��'� �(���� (�� ��%�� α")�����'��%���0 Γ =��%�� )�����'��%���0 Γ ∈ Bα>  R
n

� ρ ∈ (0,∞), &�� Aρ ⊂ Φ−, Bρ ⊂ Φ+; 1!��0 Φ−, Φ+ 8 ��'(���������� �  R
n, �� �&�2���

)�����'��%���� Γ.

� ��� �'� ����!�'���� ��%����+ ��1� + �������. ��������+�� % α"#��$��� �#  Rn,8
���'�)� ���� ���� (2��+ ������� �1  �(%'�)� ���'�1�� :�$� �/��#('��(�# � !�%�$�#
���%�'0%� (� ��$!����  !(+� ��%�+ �����# �1  �(%'�)� ���'�1�. %�% �����#� � �(���� �"
 ���� ������� )�����'��%���� %  �(%'�#( #��$��� ( � �����# �� ��!�'�#����  �(%'+
#��$���  R

n. *!��%� ���%�'0%( �'(&�� α"#��$��� �'�$���. &�# �'(&��  �(%'+ #��"
$��� =�"#��$��� >  R

n, �� ��� /��#('��� %� (� ��$!����. ��������+�� % α"#��$��� �#  
R
n, ��# ���!���� �������0 3�� #��$��� � ��%����#� !���'����'0�#� (�'� ��#��

<��&�'� ����#����# 1�#%�(�� #��$��� �  R
2, !'� %����+   �!�# � ���� � #�$����("

�#���� =m"� ���� �>F ��%�$�#. &�� ��  �� 1�#%�(�� #��$��� �  R
2 ��'�!�2� m"� ���� �#�

D���# �/��#('��(�# � !�%�$�# ��%����� (� ��$!���� = !(+� �����#  �(%'�)� ���'�1�>
!'� α"#��$���  R

2. ��'�!�2��+ m"� ���� �#�
���%. �(��0 A 8 1�#%�(��� #��$��� �  R

2 � z∗ ∈ ∂A.

� �!�#  R
2 �'�!(2��� #��$��� �;

K(z∗;A) = {h ∈ R
2 : h �= ), z = z∗ + λh ∈ A ��� ��%����+ λ ∈ (0,∞)} 8 %��(�  �1#�$�+

����� '���� #��$��� � A  ��&%� z∗;
KA(z

∗) = {z = z∗ + λh : λ � 0, h ∈ K(z∗;A)};
QA(z

∗) = R2 \Ka(z∗), )!� &���� 8 �����4�� 1�#%���� #��$��� �  R
2.

���$��� � KA(z
∗), QA(z

∗) !'� (!���� � �1'�$���� �(!�# ��1 ��0 %��(��#�  R
2. ���(�

QA(z
∗) ���0 1�#%�(���. �� ���1���'0��  �(%'�� #��$��� �  R

2. D�#���#. &�� !'� ��%����+
1�#%�(�+ #��$��� A  R

2 � &��'�# λ ∈ (0, π) � ��&�% z∗ ∈ ∂A #�$�� �#��0 #���� QA(z
∗) = ∅

=�#� ���� �>�

:� ���� � �1����$�� %�#��%� A  R
2 � &��'�# α ∈ (0, π), &(�0 #��05�#. &�# π. ��#��%� A

�#��� /��#( �����%�. 5����� %������.  �'��0 !�  ����%�'0��)� � )���1����'0��)� ����1%� .
��!��$���+ 4���� O1 � O3 �%�($������ ��!�(�� r1, ���1#���� � �� �� r2 − r1 = r4 − r3.
J����4� ∂A %�#��%�� A ������� �1 5���� !() �%�($������ ��!�(�� ri, i = 1, 4.

J����&��� ��&%� z∗ %�#��%�� A  ����� ��%. &�� %��(� K(z∗;A) � KA(z
∗) �� ��!�2� �

R
2. �. 1��&��. QA(z

∗) = ∅.
6����!�# �� ���#��� % ����#������2 ����)� �'(&��� ���(���#. &�� !'� ��%�����)� 1�"

#%�(��)� #��$��� � A  R
2 � ��&%� z∗ ∈ ∂A �#��� #���� QA(z

∗) �= ∅. � 3��# �'(&�� %��(�
QA(z

∗) ���0.  ����� )� ���. 1�#%�(���  �(%'�� #��$��� �  R
2. QA(z

∗) ���!��� '��� �����
��K�!������ ��%�����)� ������  �(%'+ 1�#%�(�+ %��(�� Kω, ω ∈ Ω  R

2 �  ��5���� z∗ :

QA(z
∗) =

⋃
ω∈Ω

Kω; =��	>

1!��0 Ω 8 ��%������ #��$��� ��
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A

∂A
R
2

x2

x1

r1

r1

r1

r2

r3

r4

O

O1

O2

O3

z∗

���� 0�

AR
2

Kω, ω ∈ Ω

���� 1�



	�� ��:� �5�%� . ���� ������%��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

���(� QA(z
∗), ���!��� '���� �� ���� �. ������� �1 ���+ %��(�� Kω, ω ∈ Ω = {1, 2, 3}. �

���(���� intKω �= ∅ =�#� ���� �>�
I(!�# )� ����0. &�� z∗ ∈ ∂A 8 ��&%� ���� I, ��'�;
(a) QA(z

∗) �= ∅;
(b) �(���� (�� ��%�� ���!��� '���� =��	> %��(�� QA(z

∗), &�� ���!� %��(�� Kω. ω ∈ Ω. ���0
 �(%'� %��(� Kω∗ � intKω∗ �= ∅, �� �� ��!�2��� � ��'(�'��%���02  R

2;
(c) %��(� QA(z

∗) �� !��(�%��� ���!��� '���� =��	>.  %�����# ���!� %��(�� Kω, ω ∈ Ω.
���!���� %��(�. �� ��!�2��� � ��'(�'��%���02  R

2.
I(!�# )� ����0. &�� z∗ ∈ ∂A 8 ��&%� ���� II, ��'�;
(a) QA(z

∗) �= ∅;
(b) %��(� QA(z

∗) !��(�%��� ���!��� '���� =��	>.  %�����# ���!� %��(�� Kω. ω ∈ Ω. ���"
!���� %��(�. �� ��!�2��� � ��'(�'��%���02  R

2.
:� ���� 
 �1����$�� ��&%� z∗ ∈ ∂A ���� I � ���� II.

  

A

A

z∗

z∗

R
2Kω∗

Kω∗

���� 2�

� �'(&��. %�)!� z∗ ∈ ∂A ���0 ��&%� ���� I, ����#����# ���� ���� (2��� %��(� K∗ = Kω∗

=�1 (�'� �� b>. �����%����( %��(�� K∗ � %�%(2"'��� ��&%( y∗ �� �����%�����. y∗ �= z∗ =�#�
���� �>� �1 y∗  ������� �# ������!�%('�� % ����1(2��# =%�����# '(&�#> %��(�� K∗. B���1
β = β(y∗) ���1��&�# #��05�� ()�' #�$!( ������!�%('���#�� �#��� #���� 0 < β < π.

�)�' β = β(y∗) ���0 ��%������ +���%�������%� %��(�� K∗, ��!��$���)���  QA(z
∗). <'�!�"

 ���'0��. 3�� +���%�������%� �#��� ����5���� % ��#�#( #��$��� ( A. *!��%� 3�� +���%����"
���%� �� � �1��� �������!�� ���� � �������# ����%4�� ��&%� �� #��$��� � A. �)�' β = β(y∗)
�� ���0.  ����� )� ���. ()�' #�$!( ! (#�  �%����#�  �!� p(y∗)− y∗.

� �!����� ��$� � ���� � � �1 ��� +���%�������%( β = β(y∗) � ()'� �� +���%�������%��.
 ���� � %������ '�$�� ������� ����%4�� ��&%� �� #��$��� � A.

�!"���#���� 5� I(!�# )� ����0. &�� 1�#%�(��� #��$��� � A  R
2 ��'�!��� m"���������

=��������� ������
�����>. ��'� !'� '2��� ��&%� z∗ ∈ ∂A �(���� (�� ��%�� ���!��� '����
=��	>.  %�����# z∗ ���0 ��&%� ���� I �'� ���� II, � !'� '2��� ��&%� ���� I ���!� ���� ��"
�� (2��+ %��(�� K∗ = Kω∗ ���!���� ��%�� %��(� � !'� ��)� ��%�� ��&%� z0 ∈ R

2 \ A, &��
β � αA(z

0).

� � �1� � ��� �!���#� ����!�'����#�  �1��%���  ����� � �(���� � ����  R
2 1�#%�(�+

#��$��� . ( %����+ #��$��� � ��&�% z∗ ∈ ∂A ���� I ���(��� � %����� ��� 3��# ��'�!�2�
m"� ���� �#� *� �� �� 3���  ����� ��'�$���'��� 6�� �!�# ���#�� ��%�+ #��$��� �
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K∗
R
2

β

y∗

z∗

���� 3�

�"�&�" +� 6(��0 1�#%�(��� #��$��� � A  R
2 �)����&��� !()�#� ���+ �%�($������ =�#�

���� C>. ���&�# %������ ��&%� z(1) � z(2)  �(������� !()� �� �� ��!�2��

z∗

z(1)
z(2)z0

K1

K2

A

A

R
2

���� 4�

L2���  �(������� ��&%� z∗  �(������� !()�.  +�!����  ∂A, � '����� ��&%�� ���� M�
��%. �����#��. ��&%� z∗, �����!'�$����  ��# ���# !()�# �!�� ��#����. ���� ���� (�� %��(�
QA(z

∗) = R2 \KA(z∗) = K1
⋃
K2, )!� K1 � K2 8 1�#%�(��  �(%'� %��(� �  ��5���� z∗.

���(� K1 � K2 �#�2� ���(���  �(��������� � �� �� ��!�2� � ��'(�'��%���02  R
2. ��!�#.

&�� %��(� K∗ = K2 �#��� ���� ���� (2��� ()�' β = β(y∗) < π. < !�()�� ������. αA = αA(z
0)

!'� ��&%� z0 =
1

2
(z(1) + z(2)) = π. ��&%� z(1) � z(2), � ��%$�  �(������� ��&%� ! (+  ��5��+

!().  +�!���+  ∂A, � '�2��� ��&%�#� ���� MM�

��!�#. &�� #��$��� � A ��'�!��� m"� ���� �#� �
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��%�# ����1�#. ��� �!���� ���#�� ��%�1 ���. &�� �� �%(�����0 1�#%�(�+ #��$��� 
A  R

2, ��'�!�2��+ m"� ���� �#. ���(���� ��1��%��� ������ ����  �����; @��$�� ��0.  ��
�� �(%'� 1�#%�(�� #��$��� � A  R

2, ( %����+ z∗ ∈ ∂A ���0 ��&%� ���� I �'� ���� II,
��'�!�2� m"� ���� �#NA

6�� �!�# ���#��. ��%�1 �2���. &�� �� �� �� 3���  ����� ����4���'���

�"�&�" 0� *��� ( %�����(%4�� ����� '��� ���+1 ����� '�#���� X � (1'�#�  ��&%�+
w = (0, b), y = (−c, 0), u = (d,−e), z = (2d + c, 0), )!� ����#��� b > 0, c > 0, d > 0, e > 0,
�+ 1��&���� ����!�'�# ��$�� 6������# +���%�������&��%�� #��$��� � L(X), ��������� �1
��&�%. �#�2��+ �� #���� ! (+ ����%4�� =�'�$��5�+ ��&�%> �� '�#���� X. L������� ���(%"
�(�� X ����!�'��� )��#����2 +���%�������&��%�)� #��$��� �� L(X) � '����� ��K�!������#
�!��#���+ � �('0#���+ #��)�����1��   �!� !() ������'. ��%��+ ����1%� =����1%� ��1
%��4� >. ��'(���#+. ��&�% � ��!��$�� =�#� ���� 9>;

• %���&�(2 �� �%(�����0
{
x(1), x(2), x(3)

}
��&�% �%'��%� �!��#���+ #��)�����1��F

• ��%��� ����1�% L1 �����%���� ()'�. ����1� ����)� 1 ��0�#� wy � yu '�#���� X;

• !()( L2 ������'. /�%(� %������ �� ��!��� � ��&%�� w, � !���%����� 8 � ��02 Ox1;

• !()( L3 = x(2)x(3) ������'. �������(2 �1 ��&�%. �� ��(!�'���+ �� ��&%� w � 1 ��� uz
'�#���� X;

• ��'(���#(2 L4 � %������ ��&%�� x(3), �������(2 �1 ��&�%. �� ��(!�'���+ �� %��4� w
� z '�#���� X;

• ��%��� ����1�% L5 = ux(2) �����%���� ()'�. ����1� ����)� 1 ��0�#� yu � uz '�#�"
��� X.

x1

x2

y

α0

w

g q
u

z

α∗
x(1)

x(2)

x(3)

L1
L2

L3

L4

L5

���� 5�

�1(&�# �� �!���� /(�%4�� αX(·) �� +���%�������&��%�# #��$��� � L(X) � �4���# � ��+(
�� #��$��� � 1��&�����

�!�'�# ����� ��&%( ��/(�%�4�� x(2) 8 �!���� ���(2 ��&%( �1 L(X), �#�2�(2 �� ! �.
� ��� ��1'�&�� ����%4�� �� '�#��(2 X. *!��� �1 ����%4�� � '����� w, !�()(2 ���1��&�#
g, ����02 ����%4�2 ���1��&�# q. 6���%4�� w, g � q (����!�&�� ����� &��� �� ����'%�

��������'0�� ��&%� x(2). 6(��0 ()' α1 = wx̂(2)g, α2 = gx̂(2)q, ��)!� αX(x(2)) = α1 + α2.
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D�#���#. &�� 1� �&�� ��!'�$���)�  ���� 1��&���� ����#���� b, c, d, e ()�' αX(x(2)) #�$��
�!�'��0 #��05� '2��� ������! 1�!����� ��'�$���'0��� %��������

O(�%4�� αX(·), �(!(&� ����#�������� �� %�� �� L(y) = L1∪L2∪L3∪L4∪
{
x(1), x(2), x(3)

}
,

 ��&%� x(2) ������ ��1� � � 3��� ��&%� �����+�!�� �%�&�% 1��&���� /(�%4�� ��  �'�&��(
α2 > 0 ��� ! �$����  !�'0 L(y)  ����� '���� �� x(1) !� x(2). J��/�% �($���� αX(·) �� L(y)
��� ���(��'0��� ����#����1�4�� s = s(x) 3��� %�� �� ���!��� '�� �� ���� 	�� ���'�)�&�#
����1�# /(�%4�� αX(·)  �!�� ����  !�'0 !�()�� +���%�������&��%�� '���� L(u) = L5 ∪

{
x(2)

}
��� ! �$����  !�'0 L(u)  ����� '���� �� u !� x(2). D!��0 ��%$�  ��&%� x(2) �����+�!��
�%�&�% 1��&���� /(�%4��. �� ��  �'�&��( α1 > 0. D� �&��  ���� ����#���� ()' α1 � α2, �
 #���� � 3��# � ()�' αX(x(2)) = α1 + α2, #�$�� �!�'��0 #��05� '2��� #�'�� ��'�$���'0���

 �'�&��� 6��#�# b = 1/2, c = 1. 6�����(�#. &���
e

d+ c
= 1/2. ��)!� x(1) = (1/4, 0). :��!�#

1��&���� ����#���� d, ��� %�����# ������'� � /�%(��#  ��&%� w � !���%������. ����!�'��#��
1 ���# yu '�#����X, ���+�!�� &���1 ��&%( x(2) = (d, 1/2). 6�!��� � b = 1/2, c = 1  (�� �����
������'

2b(d+ c)2x2 − (d+ c)2x21 + e
(
2(d+ c)x1x2 + 2c(d+ c)x2 + 2ecx1 + 2bex2 − ex22

)
=

= (d+ c)2b2 + e2(b2 − c2),

(&�� �� ������5����
e

d+ c
= 1/2, ��'(&�# % �!������ (�� ����� d2 − d − 1 = 0. *�%(!�

d =
1 +

√
5

2
. ��)!� e =

3 +
√
5

4
, ��&%� x(2) =

(
1 +

√
5

2
,
1

2

)
; x(3) =

(
51 + 24

√
5

8(3 +
√
5)
,
37 + 16

√
5

4(3 +
√
5)

)
≈

≈ (2.498, 3.474).

s

αX

O s(x(1)) s(x(2))

α(x(1))

α2

���� �)�

��%�$�#. &�� ��� ��%�#  ���� ����#����  ��'������ ����)�� ���� ���� �

αX(x(2)) < αX(x(1)).

*��1��&�# α0 ()�' #�$!( 1 ��0�#� wy � yu '�#���� X. �#��# tg
(α0

2

)
=
b

c
=

e

d+ c
= 1/2.

*��2!� α0 = 2arctg 1/2. 6��%�'0%( tgα0 =
2 · 1/2

1− (1/2)2
= 4/3, �� α0 = arctg 4/3. *��1��&�# α∗

!���'����� ()'� α(x(2)) !� π, �� �� α∗ = π − α(x(2)). �1 ��!���� ���#�()�'0�+ ���()�'0��%� 
=�#� ���� 9> ��'(&��#. &�� tgα∗ = c/b = 2. ��)!� α∗ = arctg 2. *��2!� αX(x(1)) = π − α0 =
π − arctg 4/3, αX(x(2)) = π − α∗ = π − arctg 2. ����(�#�� ���� ���� � αX(x(1)) > αX(x(2))
!�%�1����
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:������!�� ����� ��� ��%�� (��$!��#��  ��#. &�� /(�%4�� αX(·) #�������� (� ���
 !�'0 %�� �� L1 ∪ L2 ��� �� ��+�!�  ����� '���� �� ��&%� y !� ��&%� x(2) :

αX(x) � αX(x(1)), x ∈ L1 ∪ L2.

���'�)�&�� #�$�� ��%�1��0. &�� αX(·) #�������� (� ���  !�'0 %�� �� L3 ∪ L4 ∪ {x(3)} ���
�� ��+�!�  ����� '���� �� ��&%� x(2) !� ��&%� x(3). <��'� ��0. !'�  ��+ ��&�% %�� �� L(y)
 ��'������ �4��%�

αX(x) � αX(x(1)), x ∈ L(y).

*���'��0 1�#����0. &�� /(�%4�� αX(·) �� ��%���# ����1%� L5 ���������. ���&�# !'�  ��+
��&�% x ∈ L5 ���� �!'� � �� ���� � αX(x) = α0 = arctg 4/3. 6��%�'0%( α0 < αX(x(2)), �
αX(x(2)) < αX(x(1)), �� !'�  ��+ ��&�% %�� �� L5 ∪ x(2) ���� �!'� � ���� ���� � αX(x) <
αX(x(1)). � ���)� ��'(&��# �4��%(

αX(x) < αX(x(1)), x ∈ L(X).

*������0 �� ��'(&���� ��1('0���. �������# �� �(%'�� %�#��%���� #��$��� � A, ��
��'�!�2��� m"� ���� �#�

�'� 3��)� �%�����(��� ���(2 '�#��(2 X !���'��# !� 1�#%�(��� '����  �(%'�� %��"
 ��. ���!���2��� ��&%� w � z. � %�&��� � ��%�� %�� ��  ����#. �����#��. !()( X 3''����.
���+�!���)� &���1 ��&%� w � z. D�#%�(��� %�� �� X ∪X � '����� %(��&��")'�!%�� � �)����"
&� ��� %�#��%��� �� �(%'�� #��$��� �. %������ ���1��&�# A =�#� ���� 		>� :���(!��  �!��0.
&�� +���%�������&��%�� #��$��� � L(A) #��$��� � A �� ��!��� � L(X).

x1

x2

w

y

u

z

A

x(1)

x(2)

x(3)

L1

L2

L3

L4

L5

���� ���

6��%�'0%( αA(x) = 0, %�)!� x ∈ R
2 \ L(A) = ��'( �!���� ������� ����%4�� ��&%� x ��

#��$��� � A>. � αA(x) � αA(x
(1)), %�)!� x ∈ L(A) =������ ���� ��� �!���  5�>. ��

αA = sup
x∈Rn\A

αA(x) = αA(x
(1)) = π − arctg 4/3.
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7���#����# QA(y) 8 1�#%���� !���'����� %��(��  �1#�$�+ ����� '���� #��$��� � A
 ��&%� y ∈ ∂A. � !����# �'(&�� y � '����� ��&%�� ���� M. %��(� QA(y) = wyz, �� �� �������
�1 �!���  �(%'�� %�#������ K1, K1 = QA(y). :� �����%����� %��(�� K1  ����# ��&%(
y∗ �= y,  &��'�# ()�'

β(y∗) = π − arctg 1/2.

*&� �!��. &��

αA < β(y∗).

6��'�!��� ���� ���� � �1��&���. &�� A �� � '�����m"#�$����(�## #��$��� �#  �#�'�
����!�'���� 9�

�����#�� % �1(&���2 1�#%�(�+ #��$��� A  R
2, ��'�!�2��+ m"� ���� �#� ��!�# ���

�!�� ����!�'�����

6�'�)��# A0 = A !'� ����1 �'0��)� 1�#%�(��)� #��$��� � A  R
2.

�!"���#���� �)� I(!�# )� ����0. &�� 1�#%�(��� #��$��� � A  R
2 ��'�!��� 
�������

m����������. ��'� !'� '2��� ε"�%��������� Aε, ε ∈ [0,∞).  ��'������ m"� ���� ��

L�)%� ��%�1 �����. &�� �� �%(�����0 1�#%�(�+ #��$���  R2, ��'�!�2��+ (��'���#
m"� ���� �#. ���(���� �'� 3��)� ��� �!�# ���#�� =�#� ���� 	�>�

O
x1

x2

A

Aε

���� �*�

H���. &�� ���#��� 1�#%�(�+ #��$��� A ∈ Aα, α ∈ [0, π).  R
2, ��'�!�2��+ (��'���#

m"� ���� �#. #��)�� ��(!���. �� ��5  1)'�!. ����� #��$��� � A ∈ Aα, α ∈ [0, π).  R
2,

��'�!�2��� m"� ���� �#. �� �� ��'�!�2��� (��'���# m"� ���� �#�

</��#('��(�# � !�%�$�# ��%����� (� ��$!���� ��������'0�� α"#��$���  !(+� (� ��"
$!����  �(%'�)� ���'�1�� E�� (� ��$!���� �#�2� �#�' !������&�+ (�'� ��. �  �+ /��"
#('��� %�+ ����(��� (�� m"� ���� ��

	��"�&, + =� �(���� � ���� ������� α")�����'��%����>� �
��� A # R
2 
!�����������

���"$��" A ∈ Aα, α ∈ [0, π), ����!��� m����������� � ����� z∗ ∈ ∂A.  ��!� �
�����
��
���� �� �!�� α��������������� ������� � A � ��$�� z∗�

� � % � 1 � � � ' 0 � �  �� 6(��0 z∗ ∈ ∂A. ��)!�. �� (�'� ��# �����#. �(���� (�� ��%��
���!��� '���� =��	>. ��)'���� %�����#( z∗ ���0 ��&%� ���� I �'� ���� II.
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��'� z∗ 8 ��&%� ���� I, �� ���!� ���� ���� (2��+ %��(�� Kω, ω ∈ Ω. �1 ���!��� '����
=��	> ���!���� %��(� K∗ = Kω∗ , � ��%$� ��&%� z0 ∈ R

2 \A ��%��. &�� β(y∗) � αA(z
0). 6��%�'0%(

A ���0 α"#��$��� �. �� αA(z
0) � α. �. 1��&��. β(y∗) � α. ��)!� ()�' ���  ��5��� z∗ %��(��

K∗ �� �� π − β(y∗) � π − α. 6��'�!��� ���� ���� � �1��&���. &��  %��(� K∗ #�$��  '�$��0
��%����� 1�#%�(��  �(%'� %��(� Ko P  ��5����  ��&%� z0 � ()'�# ���  ��5���. �� �#
π − α.

*&� �!��. &�� )����4� ∂Ko %��(�� Ko ���0 α")�����'��%���0  R
2. 6�'�)��# Γ(z∗) = ∂Ko,

Φ−(z∗) = R2 \Ko, Φ+(z∗) = Ko. �1 ���������� Ko  �!��. &�� A ⊂ Φ−(z∗). D��&��. Γ(z∗) 8
α")�����'��%���0. ������� % A  ��&%� z∗.

��'� z∗ ∈ ∂A 8 ��&%� ���� II, �� !�%�1���'0�� � �&� �!��� �����#� ? !�%�1���� �

	��"�&, 0 =� ��'0��� ��!�'�#���� ��&%� � α"#��$��� �>� �
��� A ∈ Aα, α ∈ [0, π)� �
��������� � R

2, ����!�"��� 
������� m�����������  z∗ ∈ R
2 \A.  ��!� ��������� {z∗}

 A ����� α���!�����

� � % � 1 � � � ' 0 � �  �� ��% %�% A 1�#%�(��  R
2 � z∗ ∈ R

2 \A, �� ρ̂(z∗) = min
z∈A

‖z− z∗‖ =

ε ∈ (0,∞). 6� �����#� �  ��'������ αε = αAε � α < π. �. 1��&��. Aε 8 ��)('����� #��$�"
�� �  R

2. ��)!� z∗ ∈ ∂Aε �� �����#� 	� ��% %�% A ��'�!��� (��'���# m"� ���� �#. �� Aε

��'�!��� m"� ���� �#� ��)!� �� �����#� ? �(���� (�� ������� αε")�����'��%���0 Γε(z∗) % Aε

 ��&%� z∗. ���$��� � Aε ��!��$����  �!��# �1 1�#%�(�+ ��'(���������� Φ̃−(z∗), Φ̃+(z∗),
����$!���+ αε")�����'��%���02 Γε(z∗). 6(��0 !'� ����!�'������� Aε ⊂ Φ̃+(z∗) =�#� ���� 	?>�

 

  

Aε

z∗

Γ(z∗)

Γε(z∗)

π − α
π − αε

Φ̃+(z∗)
Φ̃+(z∗)

K0(z∗)

R
2

Φ̃−(z∗)

���� �+�

�&�� �� ��. %�% !�%�1 �'��0 �����#� ?. #�$�# �&����0. &�� Φ̃−(z∗) ���0  �(%'� 1�"
#%�(�� %��(�  R

2. J����4� Γε(z∗) = ∂Φ̃−(z∗) %��(�� Φ̃−(z∗) ���0 αε")�����'��%���0  R
2. �

��3��#( ()�' %��(�� Φ̃−(z∗) ���  ��5��� z∗ �� �� π−αε. ��% %�% αε � α, �� π−α � π−αε. �.
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1��&��.  %��(� Φ̃−(z∗) #�$��  '�$��0 1�#%�(��  �(%'� %��(�K0(z∗) � ()'�# ���  ��5���
z∗, �� �# π−α. *&� �!��. &�� )����4� Γ(z∗) = ∂K0(z∗) %��(�� K0(z∗) ���0 α")�����'��%���0
 R

2 =�#� ���� 	?>�

R
2

A Aρ

ρ

ρ

z∗

Γ

Γ(z∗)

Φ−(z∗)

���� �0�

6'��%���0 R
2 ��1�� ����� α")�����'��%���02 Γ(z∗) �� ! � 1�#%�(�+ #��$��� � Φ−(z∗) =

K0(z∗) ∈ Bα, Φ
+(z∗) ∈ Aα, ���&�# {z∗} ⊂ Φ−(z∗), Aε ⊂ Φ+(z∗). 7���#����# #��$��� �

Φ−(z∗)ρ 8 1�#%�(�(2 ρ"�%��������0 #��$��� � Φ−(z∗), ρ =
ε

2
∈ (0,∞). 6�'�)��# Γ = ∂Φ−(z∗)ρ

=�#� ���� 	�>� ���$��� � Γ ���0 α")�����'��%���0  R
2, %������ ��1�� ��� R

2 �� ! � ��'(���"
������� � Φ− � Φ+ ��%��. &�� {z∗} ∈ Φ−, Aρ ⊂ Φ+. �����#� � !�%�1���� �

	��"�&, 1� �
��� A ∈ Aα� α ∈ [0, π]� � #����
��� ��������� � R2, ������� ��!������
� ��������� ���
������������ Π−

s = {z ∈ R
n : 〈s, z〉 � χ}� (s ∈ R

2, s �= 0, χ ∈ R
1) 

����!��� 
������� m�����������  ��!� A ���� ������$��� ���� α����
����������� � R
2,

��� ��!�������

� � % � 1 � � � ' 0 � �  �� *��1��&�# &���1 Φ+
ω . ω ∈ Ω.  �� �1#�$�� α"��'(���������� �

 R
2, ��!��$���� A.

<� �%(�����0 {Φ+
ω : ω ∈ Ω} ���(���� � ��#�# !�'�. ����#����# ��'(���������� � Π+

s =
{z ∈ R

2 : 〈s, z〉 � χ}  R
2. �����# ��%����(2 ��&%( zo ∈ Π+

s �   �!�# %��(� K(zo) =

{z = zo + λh : λ ∈ [0,∞), h ∈ R
2, ˆ(h, s) � π − α} � ()'�# π − α ���  ��5��� zo. 6�

���������2. #��$��� � Φ+(z0) = R2 \K(zo) ���0 α"��'(���������� �  R
2, ��!��$���� Π−

s .
D��&��. A ⊂ Φ+(zo).

���%. ���� �!'� �  %'2&����

A ⊂
⋂
ω∈Ω

Φ+
ω .
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6�%�$�#. &��  ���� ��������  %'2&����⋂
ω∈Ω

Φ+
ω ⊂ A.

6��!��'�$�# ����� ���;
⋂
ω∈Ω

Φ+
ω ⊂ R

2 \ A. D��&��. �(���� (�� ��&%� z∗ ∈
⋂
ω∈Ω

Φ+
ω \ A.

6� �����#� � �(���� (�� α")�����'��%���0 Γ  R
2, ��'0�� ��1!�'�2��� {z∗} � A, �� ���0

��1�� �2��� R
2 �� ! � ��'(���������� � Φ− � Φ+ �1 Bα ��%�+. &�� {z∗}ρ ⊂ Φ−, Aρ ⊂ Φ+, )!�

ρ ∈ (0,∞), ���&�# Φ+ ���0 α"��'(���������� �  R
2.

��% %�% Φ+ ���0 α"��'(���������� �. ��!��$���� A, �� Φ+ ∈ {Φ+
ω : ω ∈ Ω}. ��)!� ��"

'(&��#. &�� z∗ ∈
⋂
ω∈Ω

Φ+
ω ⊂ Φ+, � � !�()�� ������ {z∗}ρ ⊂ Φ−. 6��5'� % ����� ���&�2 �

���!��'�$����# �� ����� ��)�� �����#� � !�%�1���� �
� �����#� � (����� '���. &�� 1�#%�(�� #��$��� � A  R

2 �1 �� �%(������ Aα, (!�"
 '�� ���2��� ��%����# !���'����'0�# (�'� ��#. ���!��� �#   �!� ������&���� α"
��'(���������� �1 R

2. ��#���%�. 1����)� �2���  �����. %���2����� ���(%�(� ������&�"
��� #��$���  R

n 8 3'�#���� �1 Aα � Bα,  ��0#� �%�(�'0��. �� ��5  1)'�!� ��%��  �����
 �1��%�2�. �����#��.  � �1� � !�%�1���'0�� �# ��%����+ (� ��$!���� �� ��!�'�#���� α"
#��$���  R

n.

*�����#�� % ����#������2 �� �%(������� Bα, )!� α ∈ [0, π]. 6�" �!�#�#(. �� �%(�����0 Bα

1�#%�(�� ��������'0�� �����4�� ϕ(A) = A
⋂
B =B 8 1�#%�(���  �(%'�� #��$��� �  R

n>�

��1��%���  ����� � ��#. � '����� '� �� �%(�����0 Aα 1�#%�(��� ��������'0�� �����4��
ϕ(A,B) = A

⋂
B, �� ��  ��'������ '� ϕ(A,B) ∈ Aα ��� A � B �1 Aα.

��% ��%�1��� ��:�O�#��#  ,	. �� 
�Q
	-. �� �� �� 3���  ����� ����4���'���

*� ���(�4�� α"��!�'�#���� ��&%� � α"#��$��� �  R
2 �����!�# % ����#������2 ��'��

����� ���(�4�� ! (+ ��������%�2��+�� #��$��� �1 R
n 8 3'�#���� �� �%(������ Bα, α ∈

[0, π).

��%�$�# �'�!(2��� ���!��'�$�����

6�!�%�7, �� �
��� A  B # R
n � %������� �����
����� Bα, α ∈ [0, π)� ����� $��

ρ(A,B) � γ, �!� γ ∈ (0,∞).  ��!� �
�����
�� ������������� Γ ∈ Aα, ����� ��#!���"��� A
 B.

� �����#� � �� ��!�'�#���� ��&%� � #��$��� � ���!��� '�� &����� �'(&�� %�% ��%���"
��� ��!� ��$!���� ���� �!'� ���� )�����1 	� 7���#����# ��� �!�( ���(�4�2. )� ����(2
 ��'01( )�����1 	�

6(��0 1�!�� �%�'���� /(�%4�� f(x), g(x), x ∈ R
n, '��5�4�  �� R

n � �!��� � ��� $�
%��������� L��5�4� L ∈ (0,∞).

7���#����#  R
n+1 ! � #��$��� � A = epi f(·) = {(x, y) : x ∈ R

n, y � f(x)} � B =
hypo g(·) = {(x, y) : x ∈ R

n, y � g(x)}. 6��!��'�)�����; inf
x∈Rn

(f(x)− g(x)) � γ∗, )!� γ∗ ∈ (0,∞).

7���#����# gr f(·) = {(x, y) : x ∈ R
n, y = f(x)} ⊂ R

n+1.

��$!�� ��&%� z∗ = (x∗, f(x∗)) ∈ gr f(·) ������� �#  R
n+1 %��(� K(z∗) = {(x, y) : x ∈

R
n, |y − f(x∗)| � L‖x− x∗‖}.
���(� K(z∗) ������� �1 ! (+ 1�#%�(�+  �(%'+ %��(�� K+(z∗) = ��+��)�> � K−(z∗)

=��$��)�> �  ��5���� z∗ =�#� ���� 	�>� B���1 ϑ ∈ (0, π) ���1��&�# ()�' ���  ��5��� z∗ %�$"
!�)� �1 %��(�� K+(z∗),K−(z∗) 8 �����'05�� �1 ()'� #�$!( %�����#� '(&�#� %�$!�)� �1
%��(�� �

�!�'�# !'� ����!�'������� ����($!����  ��+��� %��(� K+(z∗). �!�'�#  K+(z∗) ��"
�( λ∗, λ∗ %�����+ '(&��. ()�' #�$!( %����#� �� �� ϑ =�#� ���� 	
>� 6� ���������2 %��(��
K+(z∗), ()�' ψ, %����� ����� '��� %�$!� �1 '(&�� λ∗, λ∗ � ��!���������� �# R

n ��������"

�� � R
n+1, �� ��

π − ϑ

2
.
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R
n+1

C

z∗

K+(z∗)

K−(z∗)

���� �1�

*��1��&�# &���1 λ 4�����'0�� '(& K+(z∗) 8 '(& %��(��. ����� '�2��� �!���%� � ()'
��  ��#� ����1(2��#� %��(�� K+(z∗). 6(��0 zo (zo �= z∗) 8 %�%��"'��� ��&%� �� '(&� λ
=�#� ���� 	?>. � α 8 ()�' #�$!( ! (#� ������!�%('���#�.  ������� '���#� �1 zo % '(&�# λ∗
� λ∗. ��!�#. &�� α = 2ψ = π − ϑ �� 1� ���� ��  ���� ��&%� zo �� '(&� λ.

8%��"'����� �� &�������� hypo f(·), epi f(·) � #��$�� gr f(·) ���� %������� �����
��
���� Bα.

� � % � 1 � � � ' 0 � �  �� ��10#�# ����1 �'0�(2 ��&%( zo ∈ R
n+1 \gr f(·). 6(��0 !'� ����"

!�'������� zo ∈ epi f(·) =�#� ���� 	�>� *��1��&�# &���1 z∗ %�%(2"'��� ����%4�2 ��&%� zo ��
gr f(·). �'� ������� �(!�# �&����0. &�� z∗ = ) ∈ R

n+1�
��&%� z∗ ��+�!����  ���������� � R

n+1 = R
n × R

1 ����)� ��$� ��&%� z0;  ����� ��#
�'(&�� ���5'� � % ����� ���&�2 � ��#. &�� z∗ 8 ����%4�� ��&%� z0 �� gr f(·). E�� �1��&���.
&��  �%��� s = z0−z∗ ����� '��   ��+  ��# �#�'�. &�� 〈s, l〉 > 0; 1!��0 e = (0, . . . , 0, 1) ∈ R

n+1.
� �!�# )�����'��%���0 Πs(z

∗) = {z ∈ R
n+1 : 〈s, z〉 = 0}  R

n+1, �����(2 % 5��( B(z0; r) =
{z ∈ R

n+1 : ‖z − z0‖ � r} (r = ‖z0‖)  ��&%� z∗ = 0. ��%$�   �!�# %��(� I('�)��� Tgr f(·)(z∗)
#��$��� � gr f(·)  ��&%� z∗ =�#� ���� 	C>� *���!�'���� %��(�� I('�)��� �#�. �����#��.  ,�. �-�

�1 � ����  �%���� s ∈ R
n+1, ���#�'0��)� % )�����'��%���� Πs(z

∗), � � ���� /(�%4��
f(x), x ∈ R

n. �'�!(��. &�� ������$���� Πs(z
∗) �→ R

n, Tgr f(·)(z∗) �→ R
n ����)���'0��)� ���"

�%���� ���� #��$��� Πs(z
∗), Tgr f(·)(z∗) �� R

n � '�2��� ��%� �2��#�. � ��3��#( #�$��
��� �� ��0 #��$��� � Πs(z

∗) � Tgr f(·)(z∗) �� @ ����A� Tgr f(·)(z∗) ��+�!���� ��! Πs(z
∗) =1� ��"

%'2&����# ��&%� z∗ = (x∗, f(x∗)), ���  ����� ��# �'(&�� �#�'� � #���� 〈s, h〉 > 0 !'� ��%�"
����)� ����� '���� Λh(z

∗) = {λh : λ � 0} (h �= ) ∈ R
n+1) %��(�� Tgr f(·)(z∗), &�� �� '�%'� � 1�

����� Λh(z
∗)
⋂

intB(z0; r) �= ∅. E�� �� '�%'� � 1� ����� ������5���� gr f(·)⋂ intB(z0; r) �= ∅,
����� ���&���� ����!�'���2 ��&%� z∗.

9,&�:,��� �� :� ���� 	C ���!��� '��� �+�#� �����'�$���� #��$��� B(z0; r), Πs(z
∗),

Tgr f(·)(z∗), K−(z∗)  ���������� � R
n+1. <+�#� !������&�� �!�% ���� ����$��� �����'�$�"

��� 3��+ #��$���  R
n+1. ��%. �� 3��� �+�#� 5�� B(z0; r) �����'�$�� ��! )�����'��%���02
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R
n

R
n+1

λλ∗ λ∗

z∗

z�

K+(z∗)

α

α/2

ϑ

���� �2�

R
n+1

e
s

B(z0; r)

z∗

z0

gr f(·)

gr f(·)

���� �3�
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R
n+1

e
s

B(z0; r)

z∗

z0

Tgr f(·)(z∗)

Tgr f(·)(z∗)

Πs(z
∗)

Πs(z
∗)

K−(z∗)

���� �4�

Πs(z
∗); )�����'��%���0 Πs(z

∗) 8 ��! %��(��# K−(z∗). E�� �'�!(�� ����#��0 ��%. &��  �� ��&"
%�. �%�$�#. #��$��� � B(z0; r) �����'�$��  5� =�� ����5���2 % ����� '���2  �%����
e = (0, . . . , 0, 1)) ���� ���� (2��+ ��&�% )�����'��%���� Πs(z

∗). �

*��1��&�# &���1 Π−
s (z

∗) � T−(z∗) #��$��� � ��&�%  R
n+1, �����'�$���+ ���� ���� ����

��  5� #��$��� Πs(z
∗) � Tgr f(·)(z∗). D�#���#. &�� Πs(z

∗) ���!��� �#�   �!� Πs(z
∗) = {z ∈

Rn+1 : 〈s, z〉 � 0}.
�1 ��)�. &�� Tgr f(·)(z∗) ��+�!���� ��! )�����'��%���02 Πs(z

∗), �'�!(��

T−(z∗) ⊂ Πs(z
∗). =���>

��'�� ������#  ��#���� �� %��(� K−(z∗)  R
n+1. 6� ���������2. 3��� %��(� �����'�$��

��! Tgr f(·)(z∗) =��� 3��# �� ��%'2&�����. &�� %��(� �#�2� ����� ����� '����>� E�� �1��&���.
&��

K−(z∗) ⊂ T−(z∗). =��?>

�1  %'2&���� =���>. =��?> �'�!(��

K−(z∗) ⊂ Πs(z
∗). =���>

6����#��  �  ��#���� =���> � ��. &��  ��5��� z∗ = ) %��(�� K−(z∗) (!� '�� �����  %'2"
&���2 z∗ ∈ Πs(z

∗), ��'(&��#. &�� Πs(z
∗) 8 ������� % K−(z∗) )�����'��%���0  ��&%� z∗

=�#� ���� 	C>�
�#���� � ��# �#��#. &�� s ���0  �%���  ��5��� ���#�'� % K−(z∗)  ��&%� z∗ = ), �� ���0

s ∈ K = {s ∈ R
n+1 : 〈s, k〉 � 0 !'� '2��)� k ∈ K−(z∗)} =�#� ���� 	C>�

���(� K  R
n+1, �����$���� % %��(�( K−(z∗), �#��� #�%��#�'0�� ()�' #�$!( ����1("

2��#�. �� �� α = π − ϑ =�#� ���� 	9>�
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R
n+1

s

z∗ = 0

z0

α

ϑ

K−(z∗)

K

���� �5�

6��%�'0%( z∗ 8 �'�$��5�� ��&%� �� gr f(·) �. �'�!� ���'0��. �'�$��5�� ��&%� �� hypo f(·)
% z0 ∈ epi f(·)\gr f(·), �'�  ����� ����1 �'0��. �� ��'(&��#. &�� '2���  �%��� s = z0−z∗ ∈
K �. 1��&��. z∗ − z0 ∈ −K. � ��1('0���� ��'(&��#. &�� !'� '2��� ��&%� z0 ∈ epi f(·) \ gr f(·)
�#��� #���� αhypo f(·)(z0) � α �. 1��&��. hypo f(·) ∈ Bα. 7���($!�� ���'�)�&��. ��'(&��#; !'�
'2��� ��&%� z0 ∈ hypo f(·) \ gr f(·) = hypo f(·) \ epi f(·) �#��� #���� αepi f(·)(z0) � α �. 1��&��.
epi f(·) ∈ Bα.

�1 hypo f(·) ∈ Bα, epi f(·) ∈ Bα �'�!(�� gr f(·) ∈ Bα.

*&� �!�� ��%$�. &�� #��$��� � hypo g(·), epi g(·), gr f(·) ���0 3'�#��� �� �%(������ Bα.

�#���� � ��# (� ��$!���� A !�%�1����

�����#�� %  �����( � ��'0��� α"��!�'�#���� #��$��� A = epi f(·) � B = hypo g(·)  
���������� � Rn+1 = R

n×R
1  ��#%�+ (�'� ��. ��'�$���+ �� /(�%4�� f(x) � g(x) �� �� 		��

�'� 3��)�   �!�# /(�%4�2 h(x) = 1/2
(
f(x) + g(x)

)
: Rn �→ R

1. ��% %�% /(�%4�� f(x) �
g(x) '��5�4�  �� R

n � %��������� L, �� � /(�%4�� h(x) '��5�4� � �� R
n � %��������� L.

D��&��. #��$��� � Γ = gr h(·)  R
n+1 ���0 3'�#��� �� �%(������ Bα � ��� $� %��������� α,

&�� A � B. D�#���# ��%$�. &�� Γ = gr h(·) ⊂ R
n+1 ���0 )�#��#��/�� ����1 )�����'��%����

R
n ���������� � R

n+1, ��1�� �2��� R
n+1 �� ! � #��$��� �. )�#��#��/�� 1�#%�(��#( ��"

'(���������� (  R
n+1 =�#� ���� ��>� <'�!� ���'0��. #��$��� � Γ ���0 Bα")�����'��%���0  

R
n+1.

6� (�'� ��#. ��'�$���# �� /(�%4�� f(x) � g(x),  ��'������ f(x) − g(x) � γ∗, x ∈ R
n

�. 1��&��. f(x)−h(x) = 1/2
(
f(x)− g(x)

)
� γ∗/2, h(x)− g(x) = 1/2

(
f(x)− g(x)

)
� γ∗/2, x ∈ R

n.

D�/�%���� � ��%������ ρ ∈ (0, γ∗/2), ��'(&��#

g(x) + ρ < h(x) < f(x)− ρ, x ∈ R
n. =���>

�1 =���> �'�!(��. &�� )�����'��%���0 Γ = gr h(·) ∈ Bα ��'0�� Bα"��1!�'��� #��$��� �
A−

ρ =
{
(x, y) : x ∈ R

n, y � f(x)− ρ
}
� B+

ρ =
{
(x, y) : x ∈ R

n, y � g(x) + ρ
}
.

����� ���'0��. ��%�$�#. &�� ��� ��%�����# ω ∈ (0,∞)

Aω ⊂ A−
ρ , Bω ⊂ B+

ρ . =��
>

��%�$�#. �����#��. &�� ��� ��%�����# ω ∈ (0,∞) �#��� #���� Aω ⊂ A−
ρ . 6��!��'�$�#

����� ���� ��)!�.  ��� ����1 �'0�� ���'�!� ���'0����0 {ωk}, ωk ↓ 0 ��� k → ∞, �#��#
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R
n

x

Γ
(
x, h(x)

)

���� *)�

Aωk
�⊂ A−

ρ , k = 1, 2, . . .� *��2!� �'�!(��. &�� !'� '2��)� k ∈ N ���!���� ��&%� z(k) ∈ Aωk
\ A−

ρ .

�'� z(k) �#��� #���� ���!��� '���� z(k) =
(
x(k), f(x(k))− ρ−κ

(k)
)
, )!� x(k) ∈ R

n, κ(k) ∈ (0,∞).

:� ���(5�� �������� ����($!����. �(!�# �&����0. &�� κ
(k) ↓ 0 ��� k → ∞ =�#� ���� �	>�

R
n

R
n+1

x(k)w(k)

y(k)

ρ
ρ

ρ

Aωk

z(k)

(
x(k), f(x(k))

)
gr f(·)

���� *��

6(��0 y(k) =
(
w(k), f(w(k))

)
, w(k) ∈ R

n 8 �'�$��5�� ��&%� �� gr f(·) % ��&%� z(k), k ∈ N.

��% %�% ‖y(k) − z(k)‖ � ωk, k ∈ N � ωk ↓ 0 ��� k → ∞, �� ‖z(k) − y(k)‖ → 0 ��� k → ∞, �� ��
‖x(k) − w(k)‖ → 0 �

∣∣f(x(k))− ρ− κ
(k) − f(w(k))

∣∣→ 0 ��� k → ∞.
��)!� ��'(&��#. &�� ���  ��+ !������&�� ��'05�+ k ∈ N

f(x(k))− f(w(k)) > ρ/2.

< !�()�� ������. ��% %�% ‖w(k) − x(k)‖ → 0 ��� k → ∞ � /(�%4�� f(x) '��5�4� � �� R
n

� %��������� L, ��
f(x(k))− f(w(k)) � L‖x(k) − w(k)‖ < ρ/2
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���  ��+ !������&�� ��'05�+ k ∈ N.
6��'�!��� ! � ���� ���� � ����� ���&�� !�() !�()(. �. 1��&��. ���!��'�$���� �� ����� "

��)� ��  ����� *��2!� �'�!(�� Aω ⊂ A−
ρ ��� ��%�����# ω ∈ (0,∞). ���'�)�&��. Bω ⊂ B+

ρ ���
��%�����# ω ∈ (0,∞). �%'2&���� =��
> !�%�1���

6����#��  �  ��#���� =��
>. ��'(&��#. &�� )�����'��%���0 Γ ∈ Bα ��'0�� Bα"��1!�'���
Aω � Bω ��� ��%�����# ω ∈ (0,∞).

<%�����(��(�# �����0 α")�����'��%���0 Γ∗  R
n+1, ��'0�� α"��1!�'�2�(2 Aω � Bω, ��!"

��� � ���%�'0%� )�����'��%���0 Γ ∈ Bα.
�&�� �� ����!�'���� /(�%4�� h(x), x ∈ R

n. �  ��� &��'� ρ, � ��%$� ��'�$� ξ∗ =
γ∗ − 2ρ > 0, ��'(&��#

(
g(x) + ρ

)
+ ξ∗/2 � h(x) �

(
f(x)− ρ

)− ξ∗/2, x ∈ R
n, �� �� ��'(&��#. &��

)�����'��%���0 Γ ∈ Bα �����'�)�����  ����!��� �'�� Ω  ���������� � R
n+1, 1�%'2&����)�

#�$!( )��/�%�#� /(�%4�� f(x)− ρ � g(x) + ρ, �#�2��)�  ���( ξ∗ > 0 =�#� ���� ��>�

R
n+1

Ω

Ω

A−
ρ

B+
ρ

Γ

Γ∗

ξ∗/2

ξ∗/2

gr
(
f(·)− ρ

)

gr
(
g(·) + ρ

)(
x∗, h(x∗)− κ

∗)

(
x∗, h(x∗)

)

���� **�

D�/�%���(�# ��%������ κ∗ ∈ (0, ξ∗/2) �   �!�# %���&��%(2 κ
∗" ����4�2 )�����'��%���� Γ

 R
n+1. �'� 3��)�  ����# ��%����(2 ��&%(

(
x∗, h(x∗)

) ∈ Γ �. ��(��� ��  R
n+1 ��  �'�&��(

κ
∗, ��'(&�# ��&%(

(
x∗, h(x∗)− κ

∗) ∈ Ω. 6�'�)��#

q(x) =
(
h(x∗)− κ

∗)+ L‖x− x∗‖, x ∈ R
n.

O(�%4�� q(x), x ∈ R
n.  �(%'� � Γ∗ = gr q(·) ∈ Aα. � �!�# ��� �!�( /(�%4�2

ϕ(x) = min
(
h(x), q(x)

)
, x ∈ R

n.

��% %�% /(�%4�� h(x) � q(x) '��5�4�  �� R
n � %��������� L, �� � /(�%4�� ϕ(x) '��"

5�4� � �� R
n � %��������� L. �. �'�!� ���'0��. #��$��� � Γ∗ = gr ϕ(·)  R

n+1 8 %���&��%��
κ
∗" ����4�� )�����'��%���� Γ (!� '�� �����  %'2&���2 Γ∗ ∈ Bα � &��'�# α, tg(α/2) = L.

���#� ��)�. !'� ��&�% z =
(
x∗, h(x∗) − κ

∗ + ν
)
, ν > 0 �(!�� αgr ϕ(·)(z) = α ��� !������&��

#�'+ ν > 0.
�&�� �� gr ϕ(·) ∈ Bα � �� ���� � αgr ϕ(·)(z) = α ��� ��%����+ z ∈ epiϕ(·) \ gr ϕ(·),

��'(&��# Γ∗ = gr ϕ(·) ∈ Aα. ��%$�  �!�#. &�� Γ∗  R
n+1 α"��1!�'��� #��$��� � A−

ρ � B+
ρ �.

�'�!� ���'0��. α"��1!�'��� #��$��� � Aω � Bω.
��# ��## (����� '���. &�� ���� �!'� � �'�!(2��� (� ��$!���� � ��'0��� α"��!�'�#�����
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	��"�&, 2� �
��� � Rn+1 #�!��� !�� #����
��� ��������� A = epi f(·)  B = hypo g(·),
�!� �
��� f(x)  g(x) ��'���� �� R

n � ���������� (�'�� L ∈ (0,∞). �
��� �����
inf
x∈Rn

(
f(x)− g(x)

)
� γ∗ �� ��������� γ∗ ∈ (0,∞).

 ��!� ��������� A  B ���� %������� �����
����� Bα, �!� tg(α/2) = L. ) ���������

���� Rn+1 �
�����
�� ������������� Γ∗ ∈ Aα, ����� ��#!���"��� A  B.

� ��� ��� ���2� ����02 ��#��� ���/������ ��L� ���%� ��

%�$%89 '$:;<=:><?

-� >(���� ��@�� >�
������ =�=�� #���� =�@� α��������� � � ��������� ;�����������) $�������
���������� � �� ����� >�8 <=@� /..A� 6/ ��

/� B��� C��� C������ �� 9����� � ������������ D�) D��� -7EE� /6/ ��

1� FGHIJKL M� NOP QORSQORT UPGUPKRHRT VWPWVHRPKTHKQORT XRT RLTR5YSRT VGL4RZRT 33 [HHK [VVWX� \WI� ]KLVRK
^RLX� _S� NVK� `KT� FWH� \WHOP� -710� aGS� /-� b� 06/c062�

A� ���������� ;�%�� B���(��D�B� d������� ��
������ � ���&�� ��
������ �������� D�) #���������
/..2� 16. ��

0� �(������� B�@� ��
����� ������ � ���������&��� ������� D�) @����� -7E.� 1/. ��

6� C��&	��� ��#�� <������ =�D� 8����� ���������� ������� � �������!!�U��"���&��� �����������
D�) @����� -77.� A1- ��

2� eGOSKfWLX g� NOP SRT TOPhWVRT XRUGOP4ORT XR UGKLHT ijURPSK5KHRT 33 [LL� NGV� bGSGL� FWHi� -71.� aGS� 7�
b� 1/cA-�

�����
��� � �����"�� /-�-/�/.-0

>(���� �������� @���������� ��!��� ��� ����������
������ <=@� 
��!������ ����� ����������� 
������� $������� ���������� � �� ����� ��� @�@�9���������� >�8 <=@� 6/.77.� <����	� �� ;����
�������� ��� %� 9����������� -6�
k5WKS) OTiWJlK55�OPWL�PO

>�
������ =�������� =������������� ��!��� ��� ���� ��������� $������� ���������� � �� �����
��� @�@�9���������� >�8 <=@� 6/.77.� <����	� �� ;������������ ��� %� 9����������� -6�
k5WKS) OTURLlK55�OPWL�PO

���� �����	
� ���� ��������

α����� �� ����� ��	����
��� �������� ������ ��� ����� ��
�������

�������) VGL4RZ TRH� VGL4RZ iOSS� αTRH� αijURPUSWLR� αTRUWPWYKSKHj�

FN_) 0/[1.

MiR VGLVRUH Gh αTRH KL W mLKHRXK5RLTKGLWS kOVSKXRWL TUWVR� niKVi KT GLR Gh fRLRPWSKIWHKGLT Gh HiR LGHKGL
Gh W VGL4RZ TRH� KT KLHPGXOVRX� MiR R5RPfRLVR Gh HiKT VGLVRUH KT VGLLRVHRX nKHi HiR THOXj Gh UPGURPHKRT Gh
WHHWKLWYKSKHj TRHT Gh LGLSKLRWP VGLHPGSSRX TjTHR5T� MiR LO5RPKVWS ViWPWVHRPKTHKV Gh LGLVGL4RZKHj XRfPRR Gh W TRH
GL HiR YWTKT Gh niKVi W VSWTTKmVWHKGL Gh TRHT KT VWPPKRX GOH KT XRmLRX KL HiR UWURP� [LWSGfT Gh YWTKV VGLVRUHT
hPG5 HiR VGL4RZ WLWSjTKT WPR KLHPGXOVRX KLHG VGLTKXRPWHKGL WLX HiRKP UPGURPHKRT WPR THOXKRX� NHWHR5RLHT KL HiR
TUKPKH Gh TOVi HiRGPR5T hPG5 HiR VGL4RZ WLWSjTKT WT HiR HiRGPR5 Gh RZKTHRLVR Gh YWTKV ijURPUSWLR HG W VGL4RZ
TRH WLX HiRGPR5T Gh TRUWPWYKSKHj Gh VGL4RZ TRHT KL kOVSKXRWL TUWVR WPR hGP5OSWHRX WLX UPG4RX� MiR VGLVRUH Gh
5WfGPKO5T Gh LGLVGL4RZ TRHT KT THOXKRX� bPGURPHj Gh W 5WfGPKO5T KT W TOoVKRLH VGLXKHKGL hGP PRUPRTRLHWHKGL
Gh W VSGTRX LGLVGL4RZ TRH KL HiR hGP5 Gh VPGTTKLf Gh iWShTUWVRT KL HiR TRLTR Gh XRmLKHKGLT RLHRPRX KL HiKT nGPJ�
MiR GYHWKLRX PRTOSHT Gh HiR HiRGPj Gh TRUWPWYKSKHj Gh LGLVGL4RZ TRHT VWL YR RZHRLXRX GL W VWTR Gh ijUGfPWUi
WLX RUKfPWUi Gh HiR TVWSWP hOLVHKGLT nKHi ]KUTViKHI VGLXKHKGL�



	�� ��:� �5�%� . ���� ������%��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

^k`k^k\_kN

-� pTiWJG4 a�\�� pTURLTJKK [�[�� G̀5KL [�\� α����������� � ��� �������� qαTRHT WLX HiRKP UPGURPHKRTr�
kJWHRPKLYOPf) ,LTHKHOHR Gh FWHiR5WHKVT WLX FRViWLKVT� pPWS ePWLVi Gh HiR ^OTTKWL [VWXR5j Gh NVKRLVRT�
/..A� 6/ U�
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1� FGHIJKL M� NOP QORSQORT UPGUPKRHRT VWPWVHRPKTHKQORT XRT RLTR5YSRT VGL4RZRT� ���� ����� !�� "�����

#��� $% &�� '�� (�� !��)� � -710� 4GS� /-� UU� 06/c062�
A� bGSG4KLJKL k�N�� eWSWTiG4 F�e� *%����� �+)�%�,� � ��%-�� �+)�%�,� ���%��� qkSR5RLHT Gh VGL4RZ WLX

THPGLfSj VGL4RZ WLWSjTKTr� FGTVGn) `KI5WHSKH� /..2� 16. U�
0� bTiRLKViLjK e�\� .+)�%� ���%�� � ��������%-�� ������� q_GL4RZ WLWSjTKT WLX RZHPR5WS UPGYSR5Tr�

FGTVGn) \WOJW� -7E.� 1/. U�
6� *R5ujWLG4 a�`�� ^OYKLG4 [�F� /���� ��,%����,� ���%��� � �������0��������%-��� ������%���� q ÒLXW

5RLHWST Gh LGLT5GGHi WLWSjTKT WLX QOWTKXKvRPRLHKWS VWSVOSOTr� FGTVGn) \WOJW� -77.� A1- U�
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pTiWJG4 aSWXK5KP \KJGSWR4KVi� *GVHGP Gh bijTKVT WLX FWHiR5WHKVT� _GPPRTUGLXKLf FR5YRP Gh HiR ^OTTKWL
[VWXR5j Gh NVKRLVR� bPGhRTTGP� *RUWPH5RLH Gh *jLW5KV NjTHR5T� \�\�wPWTG4TJKK ,LTHKHOHR Gh FWHiR5WHKVT
WLX FRViWLKVT� pPWS ePWLVi Gh HiR ^OTTKWL [VWXR5j Gh NVKRLVRT� OS� N� wG4WSR4TJGK� -6� xRJWHRPKLYOPf�
6/.77.� ^OTTKW�
k5WKS) OTiWJlK55�OPWL�PO

pTURLTJKK [SRJTWLXP [SRJTWLXPG4KVi� _WLXKXWHR Gh bijTKVT WLX FWHiR5WHKVT� yRWX Gh NRVHGP� \�\�wPWTG4TJKK
,LTHKHOHR Gh FWHiR5WHKVT WLX FRViWLKVT� pPWS ePWLVi Gh HiR ^OTTKWL [VWXR5j Gh NVKRLVRT� OS� N� wG4WSR4TJGK�
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