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������ ������������� � �!�"�#� � $��% ���&��!%  '&�$�(% ���"���)$" * �)(�)&+! ,
$��- � �$"�) � ������ !!) �)�)� �"�. (�)�!�( /!)�0)��"�. ����! $�� )!�)� �����! *  $ ,
')!! $�+# $  ��)�$���#1�% ���"&��!% ����� �� �(!�� 0 ���� (�&()�$( ' &+� ) ��$& 
���!  '���!%  0��!��)!�* � 2!)�)�" 3 � $��� �! $& 4!* %���"�)� 5�!"��* $� �� $���
��". � !)" � �% � $��! �"�%. � �!�"�#1�% � (�)�! * /!)�0)��") � $�(��!!% $ $!�4)!�)�
 '&���)� $�� �)�$ !�&� �67 ��� � $&)� ���)&+! � �)� !��4) ��&���#1�% /&)�)!� � 2/� 
"�$�)�$( "�" ������  �)� !��4) /!)�0 '& "�. ��)�)!! 0 �� /"$�&�������. ��" � ������
���&������ �$� �!�" � ��&��)!�( ��� �����*!% $������(% ���� 8)�! '&( � 9�"�$��3.
�$� &!��)&+ !�% ���$( � � � ��)*$���)� �)% � � &+" �)% /&)�)!� �. " � �) !) �)� !��� ��,
! 2!) ���&���� ��!3 !� �)"�1�* � �)!�: $ $��� 4) ��"�% /&)�)!� � ����$��. � $� #  �)�)�+.
 � " !"�)�! 0 �' �� ��������� � �� 0) � �!�"�)� ����$�� $�+ 5�!"��* $� �� $��.  ��)�),
&(#1�% � � ��# !�0���"� ��' �!�"�.  � $��$"� ����!�*. !) �� &!)!!% !� �)"�1�* � �)!�
��)�)!�� ; &)) � 0 . �&�(!�) �� �(!�� 0 $��$"� � 4)� �� (�&(�+$( � � ��(� � ����)�) !�
!)" � �) ��� �)�)�)1)!�* � $�(�� $ !)� ��$��� ' &+� * �������)*: � � 4) ��)�( � $&)
�� �)�)!�( �(�� ��' �. $�(��!!% $ �)� !��� ��!�)� �$� �!�" �. ��!!) !�����&)!�( � 0��
�4) $���+ � ��$������ 7&)� ���)&+! . � $��� �)"�1�)  0��!��)!�( !� � �� 4!* �' �
�)�)�)1)!�* � 0�� ����$)�+  � $��$"� ����!�* 2� ��!! � $&���) !)�� &!)!!%3�

� �!4)!)�!% ������%. $�(��!!% $ &�$� � * �)�" * !� ����!�% $ ��$& �� �� 0����!�
�����&)!�)� 28<�3. � �!�"�)� ����$�� $�+ 5�!"��* $� �� $�� � =�)"�1�%>  0��!��)!�*  �
$��$"� �4) �� &!)!!% ����!�*� 6�� ����$�� $�+ $�(��!� $ !) '% ��� $�+# ��)�� �)%! & 0�,
�)$"�%  0��!��)!�* !� �� �! $�+ &�$�� � �)��&)*. �)�& �% � ��$" � � ���0�% �$& ��*� ?�� 
 ��)���+.  �!�" . �� !)$& 4!�� ��) '��� ��!�(�� � ��)$+ � 4! $�)$�� �)& " ����$�� $��
 � $��$"� !)�� &!)!!% 2!� �)"�1�* � �)!�3 ����!�*� �������!) ������ $ �� �(!�� *
����$�� $�+# 2� $ ���0���  $& 4!(#1���  '$� (�)&+$�����3 ��$$�������&�$+ � @	ABC. 0�)
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'&� � $�� )!� !)$��!����!�( �)�$�( ��!����)$" 0 �� 0������ ��!�( 2�<3.  ��)!��� ��!,
!�( ��)4�) �$)0 !� �!4)!)�!) ���& 4)!�(. $�(��!!) $ &�$� � * �)�" * !� ����!�% $
8<� 2$��. � ��$�! $��. @EA
C3� � �!)). � @	ABC � $�� )! �)�)!�) =�������! *> ������ � $&),
� ���)&+! 0  '% �� �)0�� &�$ � $  0��!��)!�(�� ���&��!% ��� �- ��$$�������&�$+ �$& ��(
��)��)$�� ��!�( �  0��!��)!�( !� �)�)�)1)!�(. ����$(1�)  � $��$"� ����!�*. !) �� &!)!,
!% !� � �)!� �)�)�)1)!�(� ��!! ) �)�)!�) � �)�)! � " ��+#�)�!% �� 0���� 2$�� @�C3�
�$� �!�"��� � $��! �"� @	ABC (�&(#�$( �"���&+!) �!4)!)�!) ������� � ��$�! $��. /� "�,
$�)�$( �� '&)� ������������� ���4)!�( 2�)4�1)0 3 �!$����)!�� ��� &�$� � * �)�") !�
����!�% $ 8<� 2$�� @EA
C3� ���)���. �� �&( �� �(!��% ���& 4)!�* !��' &)) )$�)$��)!! *
��)�$���&()�$( =�������!�(> �)�$�( ������ 2��))�$( � ���� �������! ) �0�)0�� ��!�) ������.
� �!�"�#1�% !� /����% �)�)�)1)!�*3�

� � 4) ��)�(. $ � �"� ��)!�( �����' �"� ��)"���! * �) ���. $� &+ 4) )$�)$��)!!�
��)�$���&()�$( � �� $. � !�$" &+" ��4)! ��)!! ��" * �����!� �0�)0�� ��!�(F � !�$� (1)*
��' �). �� � &4�#1)* @GC. � "���! . �� " !$���"��( @	ABC � � &! * �)�) $ %��!()� $� ) �!�,
�)!�) � �&( �0�)0�� ��!�(.  ��)��#1)0 �����) =!� ��"�) �)$��>� H�$$�������)�$( �����!�
��!! * ������ ��� �$& ��(% ��)��)$�� ��!�( � ��!����)$"�%  0��!��)!�(% 2��))�$( � ����
$&���*. " 0�� �)"�1�)  0��!��)!�( 5 �����#�$( � ����$�� $��  � $��$"� ����!�*. !) �,
� &!)!!% !� � �)!� �)�)�)1)!�(3� � /� * � $��! �") &)0" $� ���$(. "�" �4)  ��)��& $+.
$&���*. " 0�� � �!�"�)� �!�& 0��!�( ����$�� $�+  � $��$"� ����!�*. " � �) �4) �� &!)!.
�� "�" ��� � ��))� �)$� � $ �)�4��)&+!% ������%. $�(��!!% $ &�$� � * �)�" * !� ����,
!�% $ 8<�� ���". �)&+# !�$� (1)* ��' � (�&()�$( ��$�� $���!)!�) " !$���"��* @	ABC !�
=!)�������!*> �����!� �������! * ������ $ �$& ��(�� ��)��)$�� ��!�( � ��!����)$"���
 0��!��)!�(���

! "# �$%&�'(�� ) %$*�+% ,'-'./�-'

�$� &+��)�$( $��!����!�( �) �)��" ,�! 4)$��)!!�( $��� &�"� 2"��!� �. $�(�"�: ∅ I

��$� ) �! 4)$�� .
�
= I ���)!$�� �  ��)�)&)!�#3� 7)�)*$�� � !����)� �! 4)$�� . �$) /&),

�)!� " � � 0 I �! 4)$���� �&( �$(" 0 �! 4)$��� H � &�0�)�. �� P(H) � P ′(H) I $),
�)*$��� �$)% � �$)% !)��$�% � ��! 4)$�� 2�J�3 H $  ��)�$��)!! : �)�)� Fin(H)  ' �!���)�
$)�)*$�� �$)% " !)�!% �! 4)$�� �� P ′(H), � )$�+ $)�)*$�� �$)% !)��$�% " !)�!% �J�
H. �$&� p � q I "�"�),&�'  'K)"�. � �)�)� {p; q}  ' �!���)� 2)��!$��)!! )3 �! 4)$�� . $ ,
�)�4�1)) � "��)$��) $� �% /&)�)!� � p, q � !) $ �)�4�1)) !�"�"�% ���0�% /&)�)!� �- {p; q} I

!)�� �(� �)!!�( ����  'K)"� � p, q 2�� )� ��)3� �$&� x I  'K)"�. � � ���) {x} �
= {x;x} � ,

&���)� $�!0&)� !. $ �)�4�1�* x. 7&)��( @L. M� LGC. � &�0�)� �&( &#'% ���%  'K)"� � a � b,

�� (a, b)
�
=

{{a}; {a; b}}; � &���)� �� �(� �)!!�# ���� 2�<3 �� �(!��%  'K)"� �� �$&� 4)
z )$�+ �< 2"�"�%,&�'  'K)"� �3. � �)�)� pr1(z) � pr2(z)  ' �!���)� �)��* � �� � * /&)�)!,
� z $  ��)�$��)!! .  �! �!��!  ��)�)&()�) �$& ��)� z =

(
pr1(z),pr2(z)

)
. �$&� a, b � c I

 'K)"�. � @�. M� 	GC  ��)�)&()� ����&)� (a, b, c)
�
=

(
(a, b), c

)
"�" �< $ �)��� /&)�)!� � (a, b)

� �� �� /&)�)!� � c. 7&)��( @�. M� 	GC. �$� &+��)� $��!����! ) $ 0&��)!�)- )$&� A,B � C I

!)��$�) �! 4)$���. � A×B × C
�
= (A×B)× C; )$&�. " � �� 4). D I !)��$� ) �! 4)$�� .

ϕ : A × B × C → D, x ∈ A × B � y ∈ C, �  ��)�)&)! �!��)!�) ϕ(x, y) ∈ D  � '��4)!�( ϕ,

 ' �!���)� ) ��"4) �)�)� ϕ(x1, x2, y) ��� x1
�
= pr1(x) � x2

�
= pr2(x).

��"  '�! . � &�0�)�. �� R I �)1)$��)!!�( ��(��(. N
�
= {1; 2; . . .},No

�
= {0} ∪ N =

{0; 1; 2; . . .} �

p, q
�
= {i ∈ No| (p � i)&(i � q)} ∀ p ∈ No ∀ q ∈ No

2($! . �� 1, 0 = ∅ � 1, k = {s ∈ N| s � k} ��� k ∈ N). �$(" �� !)��$� �� " !)�! �� �! 4)$���
K $ � $���&()� )0 � 1! $�+ |K| ∈ N 2" &��)$�� /&)�)!� �3 � !)��$� ) �! 4)$�� (bi)[K]
�$)% '�)"��* @	�. M� LGC =�� �)4��"�> 1, |K| !� K; )$&� K = 1, s ��� s ∈ N, � (bi)[K] = (bi)[1, s]

)$�+ �! 4)$�� �$)% �)�)$��! � " � 1, s. < &�0�)�. �� |∅| �
= 0.
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�$&� T I !)��$� ) �! 4)$�� . � �)�)� R+[T ]  ' �!���)� �! 4)$�� �$)% 5�!"��*. �)*,

$���#1�% �� T � � &� $+ [0,∞[
�
= {ξ ∈ R| 0 � ξ} 2���". /&)�)!� R+[T ]I $��+ !) ������)&+!)

�)1)$��)!! �!��!) 5�!"��� !� T � � &+"  !�3�
?�4) �$� &+��)�$( $&)��#1)) �� $� ) $� *$�� �$$ ������! $��- ∀ a ∈ R ∀ b ∈ R ∀ c ∈ R

sup
({

sup({a; b}); c})= sup
({

a; sup({b; c})}). 2	�	3

! 0# �1�2 '34�5� %$%&�'(�� )6 %$789��� � &'�'( 

9�"$���)� !)��$� ) �! 4)$�� X, � �"� xo ∈ X 2'��� �� �)$$�3. ��$& N ∈ N, N � 2,
�! 4)$���

M1 ∈ Fin(X), . . . ,MN ∈ Fin(X), 2��	3

��)!�)�) �)0�� &�$���. � ��"4) 2" !)�!)3  �! �)!�(

M1 ∈ P ′(M1 ×M1), . . . ,MN ∈ P ′(MN ×MN ). 2���3

�$#�� � ��&+!)*�)� ��)�� &�0�)�$(. �� 

(xo /∈ Mj ∀ j ∈ 1, N )& (Mp ∩ Mq = ∅ ∀ p ∈ 1, N ∀ q ∈ 1, N \ {p}).
<�� j ∈ 1, N /&)�)!� Mj 2� /� �<3  ��)�)&(#� � �� 4!) �����!� �� &!)!�( ��' �.
$�(��!!% $ � $)1)!�)� Mj ; �$& ���$( !�����+ ��"�) ��' � �!���)!!���� ?��)* �)&+#
'��)� ����)!�) �� �)$$ �

xo → (x1,1 ∈ Mα(1) � x1,2 ∈ Mα(1)) → . . . → (xN,1 ∈ Mα(N) � xN,2 ∈ Mα(N)), 2��B3

�&( " � �% (x1,1, x1,2) ∈ Mα(1). . . .. (xN,1, xN,2) ∈ Mα(N), 0�) α I �)�)$��! �"� � 1, N. � ��&+,

!)*�)� ��)�� &�0�)�$(. �� P
�
= (bi)[1, N ]. < &�0�)�. �� �' � �)�)$��! �"� α ∈ P 2����,

����3 � ���)"� ��* � 2��B3 !�% ���$( � ��"�% �$$&)� ���)&(� <)�)�)1)!�( �� xo � x1,1 � ��
xj,2 � xj+1,1 ��� j ∈ 1, N − 1 !����)� �!)�!���� �&(  �)!���!�( �!)�!�% �)�)�)1)!�* �
�!���)!!�% ��' � '���� ��)�)! $�)���&+!) 5�!"��� $� �� $���

7 ��)� � 2���3 � &���)� $&)��#1)) $� *$�� - )$&� j ∈ 1, N, � (
Mj

�
= {pr1(z) : z ∈ Mj} ∈ P ′(Mj)

)
&
(
Mj

�
= {pr2(z) : z ∈ Mj} ∈ P ′(Mj)

)
. 2��E3

�� 2��	3. 2���3 � 2��E3. � $� #  �)�)�+. $&)��)�. �� 

(
X

�
= {xo} ∪ ( N⋃

i=1

Mi

)∈ Fin(X)
)
&
(
X

�
= {xo} ∪ ( N⋃

i=1

Mi

)∈ Fin(X)
)
. 2���3

��)�)� � ��$$� ��)!�) !�' � ��&+��5�!"��* 2�J53. " � �) ��&)) '���� �$� &+� ���+$( �&(
 ��$�!�( ��!����)$"�%  0��!��)!�*�

���". � &�0�)� N
�
= P ′(1, N ) � 5�"$���)� $&)��#1�) �J5-

A1 : X×N −→ P ′(M1), . . . , AN : X×N −→ P ′(MN ). 2��
3

� � &�0�)�. �� ��� j ∈ 1, N, x ∈ X � K ∈ N !)��$� ) �! 4)$�� Aj(x,K) �$�)����,
)� � �� 4! $�� �)�)�)1)!�( �� x � �)0�� &�$ Mj � �$& ��(%. " 0�� K )$�+ $��$ " ����!�*
2�"&#��#1�% "�4��# �� �)���� �)�)�)1)!�( � �� &!)!�( �!���)!!�% ��' �3. !) �� &,
!)!!% !� � �)!� ��!! 0 �)�)�)1)!�(� �$#�� � ��&+!)*�)� � &�0�)�. �� 

Aj(x,K) ∩ Mj �= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀ j ∈ K 2��G3

22��G3  ')$�)����)� � �� 4! $�+ $�" �"� �!)�!�% �)�)�)1)!�* � �!���)!!�% ��' �3� �),
�)�+ � � &�0�)�. �� $�$�)�� �$& ��* � 2��B3 � � &!()�$( $&)��#1��� ��)' ��!�(��-
x1,1 ∈ Aα(1)(x

o, 1, N ) � xj,1 ∈ Aα(j)(xj−1,2, {α(t) : t ∈ j,N}) ��� j ∈ 2, N. 6�� ��)' ��!�(
� 4! ���"� ���+ "�" ��!����)$"�)  0��!��)!�( 2�N3�
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	':�('� � "# � $�(�� $ 2��G3  ��)��� =!)4)$�"�*> %���"�)� ��$$�������)�% �N� � �4)
�� ��!���)*$( �!4)!)�! * �����). $�(��!! * $ &�$� � * �)�" * !� ����!�% $ 8<�. ��))�$(
�)&* �(�  0��!��)!�* !� �' �  �)�)�! * � �"� ��)�"�. ����$(1�%  � �4) �� �)&�!! * ��,
' �� � ���!���). ��)$+ � �� 4!� $������( 2��� !)����! � ��$"� )3. " 0��. $ � �"� ��)!�(
$ '&#�)!�( �$)% �$& ��*. �' �  �)�)�! * � �"� ��)�"� �&( !)" � � 0 " !���� !)� �� 4)!�
< $��&���( 2��G3. � �$) 4) � &�0�)� � �� 4!� �&( ��"�% $&���)�  ��)�)&)!! ) =$�(0�)!�)>
�)�� !���&+!% �$& ��* $ �)&+# ��')4�!�( =����" �>� ��)$+ 4) ���)���. �� �  ��)�)&)!�)
�J5 2��
3. � ��)' ��!�( 2��G3 �"&#��#� !)" � ��# ��'� �! $�+ $ � �"� ��)!�( $ �)�4��)&+,
! * ������� ��". !�����)�. � $��&���( !)��$� �� �! 4)$��� Aj(x,K)∩ Mj ��� x ∈ X,K ∈ N
� j ∈ K, � � ��$"�)� $&���* x ∈ Mj , � � 0�� ��� y ∈ Aj(x,K) ∩ Mj �)�)�)1)!�) x → y
 �!���)� �� &!)!�) =�)�&�>. �� !) $  ��)�$���)� 2��B3� � � &�0�)�.  �!�" . �� �$& ��)
$�" �"� 2$�� 2��G33 $ �)�4��)&+! !� �)% �J�  '&�$�)*  ��)�)&)!�( �J5 2��
3. " � �) � &+,
" � � 0�� �)�&�� ���+$( � $%)�) 2��B3. � �  ��)�)&)!�) ��"�% =)$�)$��)!!%> �J5 $ �)&+#
� &��)!�( 2��
3. 2��G3 �'��! �)� �&� �!� =�� '!�> $� $ ' �. !) �&�(#1�� 2$�� $%)��
2��B33 !� � $&)��#1�) �)��&+���� �

<�$�+ X̃
�
= X ∪ X; � 0�� X̃ ∈ Fin(X). <�$�+ �)�)�+ Z )$�+ OPQ �! 4)$�� �$)% " ��)4)*

(zi)i∈0,N : 0, N −→ X̃×X. 2��L3

7�)�� " ��)4)* 2��L3 � ��)&()� ���)"� ���.  ��)��#1�) 2��B3- )$&� α ∈ P, � 

Zα
�
=

{
(zi)i∈0,N ∈ Z|(zo = (xo, xo)

)
&

&(zt ∈ Mα(t) ∀ t ∈ 1, N )&
(
pr1(zs) ∈ Aα(s)

(
pr2(zs−1), {α(t) : t ∈ s,N}) ∀ s ∈ 1, N

)} 2���3

�$� &+��)�$( � "��)$��) �! 4)$��� �$)% ���)"� ��*. $ 0&�$ ��!!% $ ������� � α. � @�. ���,
�)& EC �$��! �&)! . �� "�4� ) �� �! 4)$�� 2���3 !)��$� . � � 0��

Zα ∈ Fin(Z) ∀α ∈ P. 2��	�3

�73%� ) 1-��;�7/�%�'� )# ��)�)� � ��$$� ��)!�)  �! �)!�) K ∈ P(1, N×1, N). ���".
K I �! 4)$�� ��" ). �� ��� z ∈ K !)��)�)!! z = (i, j), 0�) i ∈ 1, N � j ∈ 1, N ; !����)�
i = pr1(z) � j = pr2(z) �!�)"$���  �������)&( � � &����)&( $  ��)�$��)!! � < &�0�)� ��&)).
�� 

∀Ko ∈ P ′(K) ∃ zo ∈ Ko : pr1(zo) �= pr2(z) ∀ z ∈ Ko. 2��		3

� @		. ��$�+ �C �"���! " !"�)�!) "&�$$ �����. �&( " � �% 2��		3 �� &!)! � <�� /� �
2$�� 2��		3: @		. ��$�+ �C3

A
�
=

{
α ∈ P| ∀ z ∈ K ∀ t1 ∈ 1, N ∀ t2 ∈ 1, N

(
z =

(
α(t1), α(t2)

))
=⇒ (t1 < t2)

}
=

=
{
α ∈ P|α−1

(
pr1(z)

)
< α−1

(
pr2(z)

) ∀ z ∈ K
}∈ P ′(P).

2��	�3

��" $&)�$���) ��))� 2$�� 2��	�3. 2��		33. �� 

D
�
=

{(
α, (zt)t∈0,N

)∈ A× Z| (zt)t∈0,N ∈ Zα

}∈ Fin(A× Z); 2��	B3

��$$�������)� ��&)) 2��	B3 "�" �! 4)$�� � ��$���% �)�)!�* 2�H3�
<8�.2  7/% :%7/ # 9�"$���)� � ��&+!)*�)� " ��)4 (c, c1, . . . , cN ) 5�!"��* $ !) ���,

���)&+!�� �)1)$��)!!�� �!��)!�(��-

c ∈ R+[X× X×N], c1 ∈ R+[X ×X×N], . . . , cN ∈ R+[X×X×N]. 2��	E3

< &�0�)�. �� c �$� &+��)�$( �&(  �)!���!�( �!)�!�% �)�)�)1)!�*. � c1, . . . , cN I �&(  �)!�,
��!�( �!���)!!�% ��' �� � ��$$�������)� 5�!"��� 2��	E3 "�" �� � &4)!�( ����$�� $�)*.



������������( �)�)�)1)!�* ��� ��!����)$"�%  0��!��)!�(% 	��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

������)�% � $ �)�4��)&+!% ������% !� �J� X × X × N � X × X × N $  ��)�$��)!! � ��".
� ��$�! $��. ��� j ∈ 1, N �!��)!�( cj(z,K) 5�!"��� cj !�� � ��)'�#�$( �)�&+! ��� z ∈ Mj

� K ∈ N $ $� *$�� � j ∈ K 2!�� �!�� � /� * $�(��. �� Mj ⊂ Mj ×Mj $ 0&�$! 2���3. 2��E33�

���)���. �� ��� α ∈ P, (zi)i∈0,N ∈ Zα � s ∈ 1, N  ��)�)&)! �!��)!�)

c
(
pr2(zs−1),pr1(zs), {α(l) : l ∈ s,N})+cα(s)

(
zs, {α(l) : l ∈ s,N})∈ [0,∞[.

7 ��)� � /� 0 � &�0�)� �)�)�+. �� ��� α ∈ P � (zt)t∈0,N ∈ Zα

Cα[(zt)t∈0,N ]
�
= max

s∈1,N

[
c
(
pr2(zs−1),pr1(zs), {α(l) : l ∈ s,N})+cα(s)

(
zs, {α(l) : l ∈ s,N})] 2��	�3

2� ��&+!)*�)� $�1)$��)!! �!��)!�( 2��	�3 ��� α ∈ A)� � "��)$��)  $! �! * ��&)) ��$$���,
����)�$( ������

Cα[(zt)t∈0,N ] −→ min,
(
α, (zt)t∈0,N

)∈ D, 2��	
3

��$�!* $&���* " � � * ��$$�������&$( � @GC� 7 �)�4��)&+!* $�$& 2��	
3 $ $� �� � $&)��,
#1)�� � � &�0�)�. �� �� �)$$ 2��B3 ���'�� !�  �! ���!) /���

xo → (x1,1 ∈ Mα(1) � x1,2 ∈ Mα(1)), . . . , xN−1,2 → (xN,1 ∈ Mα(N) � xN,2 ∈ Mα(N)),

"�4�* �� " � �% $�(��! $ � $)1)!�)� $  ��)�$���#1)0 �)0�� &�$� � �� &!)!�)� ���
�!���)!!�% ��' �� � �� $ � � �. "�" =��$$�����+> �)0�� &�$ � /�����F � �!)). � "�" *
 �)�)�! $�� /� $�)&��+F � 2��	
3 ��)�&�0�)�$( 2 �)!���( "�4�* /���3 $ � "��!* �� �)$$
 �)!����+ $� �� $�+# %���)0 �� /��� �. � $&) �)0  �������� ���+ �' �  �)�)�! $�� � $),
1)!�( �)0�� &�$ �. �� � '��)�  �!����+  ���������# �� �)$$ � 2��B3 � $�)�$�� � �)�)' ��
α ∈ A � z ∈ Zα.

H�$$�������)��( ������ � ���) @�. 2E�		3C ��))� $� * =�������!*> �!�& 0� ��" � � @�C. �&(
�)�)!�( '��)� �$� &+� ���+ ��� " � !���)� ) �<�

! =# � �': (�7.%� 1-%+-':: -%�'� �

7&)��( @		. ��$�+ �C. ��)�)�  � '��4)!�) I, �)*$���#1)) � N � �����&�

I(K)
�
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]},

0�) Ξ[K]
�
=

{
z ∈ K| (pr1(z) ∈ K

)
&
(
pr2(z) ∈ K

)}
; ��)$+ K ∈ N. 7 ��)� � /� 0 �� ��� � ��$��,

� $�+ 2$���� ��$���!%3 ������� � � ��)�"���!�#-

(I− bi)[K]
�
=

{
α ∈ (bi)[K]|α(l) ∈ I

({α(t) : t ∈ l, |K|}) ∀ l ∈ 1, |K|} ∀K ∈ N. 2B�	3

� @		. ��)�& 4)!�( �����. ����BC � "���! . �� "�4� ) �� �! 4)$�� 2B�	3 !)��$� � N��)��� $�(�+
� ��$��� $�� � ��)��)$�� ��!�# � � ��$��� $�� � ��)�"���!�# �&( =� &!%> ������,
� � 2$�� @		. 2����B�3. �) �)�� ����	C3-

A = (I − bi)[1, N ] =
{
α ∈ P| (α(1) ∈ I(1, N )

)
&

&
(
α(k) ∈ I

(
1, N \ {α(t) : t ∈ 1, k − 1}) ∀ k ∈ 2, N

)}
∈ P ′(P).

2B��3

?��(�� $ ��$���!�� ����������. �$� &+��)� ��$���!) ���$$ 2���)"� ���3. �&(  ��)�),
&)!�( " � �% ��)�)� $!���&� ��� K ∈ N �! 4)$�� ZK �$)% " ��)4)*

(zi)i∈0,|K| : 0, |K| −→ X̃×X



	�
 �� D� 8)!� �. ���� 8)!� �

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

2��� K = 1, N ��))� ���)!$�� ZK = Z). �$&� x ∈ X. K ∈ N � α ∈ (bi)[K], � 2$�� @	C: @�. 2E���3.
��)�& 4)!�) 	C3

Z(x,K,α)
�
=

{
(zt)t∈0,|K| ∈ ZK | (zo = (x, x)

)
&(zt ∈ Mα(t) ∀ t ∈ 1, |K|)&

&
(
pr1(zs) ∈ Aα(s)

(
pr2(zs−1), {α(t) : t ∈ s, |K|}) ∀ s ∈ 1, |K|

)}
∈ P ′(ZK).

2B�B3

��" $&)�$���) � &���)� ��� x ∈ X � K ∈ N, �� 

DK(x)
�
= {(α, z) ∈ (I− bi)[K]× ZK | z ∈ Z(x,K,α)} ∈ Fin

(
(I − bi)[K]× ZK

)
2B�E3

2�! 4)$�� ��$���!% �H3� ��)�)� �)�)�+ � ��$$� ��)!�) =��$���!)> ������� �&( /� 0 
$!���&� ��� K ∈ N. α ∈ (bi)[K] � (zt)t∈0,|K| ∈ ZK ��)�)�

Ĉα

(
(zt)t∈0,|K||K

)�
= max

s∈1,|K|

[
c
(
pr2(zs−1),pr1(zs), {α(l) : l ∈ s, |K|})+

+ cα(s)
(
zs, {α(l) : l ∈ s, |K|})]∈ [0,∞[.

2B��3

� ��$�! $��. 2B��3  ��)�)&)! ��� K ∈ N. α ∈ (I − bi)[K], x ∈ X � (zt)t∈0,|K| ∈ Z(x,K,α).
< /� �� ��� x ∈ X � K ∈ N ��))� ������

Ĉα(z|K) −→ min, (α, z) ∈ DK(x), 2B�
3

" � � * $ � $���&()�$( �!��)!�) 2/"$��)���3

v(x,K)
�
= min

α∈(I−bi)[K]
min

z∈Z(x,K,α)
Ĉα(z|K) ∈ [0,∞[ 2B�G3

� !)��$� ) 2$�� 2B�E33 �! 4)$��  �����&+!% �)�)!�*� ���)���. �� 2B�B3  ��)�)&)! ���
x = xo,K = 1, N � α ∈ P. ; &)) � 0 . �� 2���3 � 2B�B3 $&)��)�. �� 

Zα = Z(xo, 1, N, α) ∀α ∈ P. 2B�L3

� 0��. � ��$�! $��. �� 2B��3. 2B�L3 ��)"�)�. �� Ĉα

(
(zt)t∈0,|K||K)  ��)�)&)! ��� K = 1, N, α ∈

P, (zt)t∈0,N ∈ Zα. ; &)) � 0 . � /� � $&���) 2$�� 2��	�3. 2B��33 Cα[(zt)t∈0,N ] = Ĉα

(
(zt)t∈0,|K||K).

�� 2B��3. 2B�G3 � 2B�L3 � &���)� �)�)�+. �� 

V
�
= min

α∈A
min

(zt)t∈0,N∈Zα

Cα[(zt)t∈0,N ] = v(xo, 1, N ) 2B��3

)$�+ /"$��)��� ������ 2��	
3� ?�" !)�. � &�0�)�. �� 

v(x,∅)
�
= 0 ∀x ∈ X. 2B�	�3

�)�)�+ 2$�� 2B�G3. 2B�	�33  ��)�)&)!� 5�!"��( ;)&&��!� v ∈ R+[X × P(1, N )],  '&���#1�(
$� *$�� � 2B��3� 6� � �� &()� ��$$��������+ $�$�)�� ����� 2B�
3. � � &!)!!�# $ 0&��)!�)�
2B�	�3. "�" ��$���)!�)  $! �! * ������ 2��	
3� ?��)* '&�4�*�)* �)&+# (�&()�$( �� � ����,
!)!�( ;)&&��!�.  ��)��#1)0 �� �(!�� �� ��$���)!�#� � /� * $�(�� ��� j ∈ 1, N, x ∈ X �
K ∈ N ��)�)�

Aj(x,K)
�
= {z ∈ Mj|pr1(z) ∈ Aj(x,K)} 2B�		3

� "��)$��) !)$�1)$��)!! * � ��5�"���� Aj(x,K). �� 2��E3. 2��G3 � 2B�		3 ��)"�)�. �� 

Aj(x,K) �= ∅ ∀x ∈ X ∀K ∈ N ∀ j ∈ K. 2B�	�3

��%-�:' "# ���� x ∈ X � K ∈ N, ��

v(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Aj(x,K)

sup
({

c
(
x,pr1(z),K

)
+cj(z,K); v

(
pr2(z),K \ {j})}). 2B�	B3
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�  " � � � � ) & + $ � �  � �&( ' &)) "���" * ����$� ��$$�4�)!�*  ' �!���� ���4)!�) �
���� * ��$�� 2B�	B3 �)�)� w :

w
�
= min

j∈I(K)
min

z∈Aj(x,K)
sup

({
c
(
x,pr1(z),K

)
+cj(z,K); v

(
pr2(z),K \ {j})}), w ∈ [0,∞[. 2B�	E3

<�$�+ n
�
= |K|� � $&���) n = 1 ��$$�4�)!�( �  ' $! ��!�# ���)!$��� v(x,K) = w ���"���)$"�

 �)���! � � �%  ��$����
< &�0�)� � " !�� � "����)&+$���. �� n ∈ 2, N. �')�)� ������� αo ∈ (I−bi)[K] � ���$$�

(zot )t∈0,n ∈ Z(x,K,αo), �&( " � �%

v(x,K) = Ĉαo

(
(zot )t∈0,n|K

)
. 2B�	�3

R)0" ���)�+. �� αo(1) ∈ I(K) � zo1 ∈ Aαo(1)(x,K), � � � ��

w � sup
({

c
(
x,pr1(z

o
1),K

)
+cαo(1)(z

o
1 ,K); v

(
pr2(z

o
1),K

)})
, 2B�	
3

0�) K
�
= K \ {αo(1)} ∈ N. <�� /� � |K| = n − 1. ���)���. �� pr2(z

o
1) ∈ X. � �&(  ��)�)&)!�(

v
(
pr2(z

o
1),K

)
$&)��)� �$� &+� ���+ 2B�G3� R)0" ���)�+. �� 2$�� @	�C3

αo
�
=

(
αo(j + 1)

)
j∈1,n−1

∈ (I− bi)[K]. 2B�	G3

�� �) � 0 . ��)�)� (zoot )t∈0,n−1 ∈ ZK � $�)�$�� � �����&�(
zooo

�
=

(
pr2(z

o
1),pr2(z

o
1)
))

&(zoot
�
= zot+1 ∀ t ∈ 1, n − 1). 2B�	L3

�� 2B�B3 � 2B�	L3 !)� $�)�$��)!! $&)��)�. �� (zoot )t∈0,n−1 ∈ Z(
pr2(z

o
1),K, αo

)
, � � � ��

2$�� 2B�G3. 2B�	G33
v
(
pr2(z

o
1),K

)
� Ĉαo

(
(zoot )t∈0,n−1|K

)
.

7 ��)� � 2B�	
3 � &���)� �)�)�+. �� 

w � sup
({

c
(
x,pr1(z

o
1),K

)
+cαo(1)(z

o
1 ,K); Ĉαo

(
(zoot )t∈0,n−1|K

)})
. 2B�	�3

�� 2B��3. 2B�	
3. 2B�	L3 � 2B�	�3 � $&) !)$& 4!% ��) '��� ��!�* ��)"�)�. �� 

w � sup
({

c
(
pr2(z

o
o),pr1(z

o
1),K

)
+cαo(1)(z

o
1 ,K);

max
ν∈2,n

[
c
(
pr2(z

o
ν−1),pr1(z

o
ν), {αo(t) : t ∈ ν, n})+cαo(ν)

(
zoν , {αo(t) : t ∈ ν, n})]}),

�. $ ��)� � 2B��3 � $#�K)"���! $�� αo, ��))� !)���)!$�� w � Ĉαo [(zot )t∈0,n|K]. �$� &+��(
2B�	�3. � &���)�. �� w � v(x,K).

N$��& $+ �$��! ���+ �� ��� � & 4! ) !)���)!$�� . �&( �)0 $ ��)� � 2B�	E3 �')�)� �
��5�"$���)� q ∈ I(K) � y ∈ Aq(x,K), �&( " � �%

w = sup
({

c
(
x,pr1(y),K

)
+cq(y,K); v(pr2(y), Q

)})
, 2B���3

0�) Q
�
= K \ {q}, |Q| = n − 1. <�� /� � pr2(y) ∈ X � Q ∈ N, � � � �� �&( ��)�$���&)!�(

v
(
pr2(y), Q

)
� 4! �$� &+� ���+ 2B�G3� 7 ��)� � /� 0 �')�)� � ��5�"$���)� ������� ᾱ ∈

(I− bi)[Q] � ���$$� (z̄t)t∈0,n−1 ∈ Z(
pr2(y), Q, ᾱ

)
, �&( " � �% 2$�� 2B�
33

v
(
pr2(y), Q

)
= Ĉᾱ

(
(z̄t)t∈0,n−1|Q

)
= max

s∈1,n−1

[
c
(
pr2(z̄s−1),pr1(z̄s), {ᾱ(l) : l ∈ s, n− 1})+

+ cᾱ(s)
(
z̄s, {ᾱ(l) : l ∈ s, n− 1})]. 2B��	3
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��)�)�  � '��4)!�) β̄ : 1, n → K, � &�0�(

(
β̄(1)

�
= q

)
&
(
β̄(j)

�
= ᾱ(j − 1) ∀ j ∈ 2, n

)
.

R)0" ���)�+. �� β̄ ∈ (I− bi)[K]. ��&)). ��)�)� " ��)4 (z̄∗t )t∈0,n ∈ ZK � �����&�

(
z̄∗o

�
= (x, x)

)
&(z̄∗1

�
= y)& (z̄∗t = z̄t−1 ∀ t ∈ 2, n).

� 0�� (z̄∗t )t∈0,n ∈ Z(x,K, β̄), � � � ��

v(x,K) � Ĉβ̄

(
z̄∗t )t∈0,n|K

)
, 2B���3

0�) ���4)!�) � ���� * ��$�� � ��$"�)� $&)��#1�# �)� �"� ��)�$���&)!�*

Ĉβ̄

(
z̄∗t )t∈0,n|K

)
= sup

({
c
(
pr2(z̄

∗
o),pr1(z̄

∗
1), {β̄(l) : l ∈ 1, n})+cβ̄(1)

(
z̄∗1 , {β̄(l) : l ∈ 1, n});

max
s∈2,n

[
c
(
pr2(z̄

∗
s−1),pr1(z̄

∗
s ), {β̄(l) : l ∈ s, n})+cβ̄(s)

(
z̄∗s , {β̄(l) : l ∈ s, n})]})=

= sup
({

c
(
x,pr1(y),K

)
+cq(y,K); max

s∈2,n

[
c
(
pr2(z̄

∗
s−1),pr1(z̄

∗
s ), {β̄(l) : l ∈ s, n})+

+cβ̄(s)
(
z̄∗s , {β̄(l) : l ∈ s, n})]})= sup

({
c
(
x,pr1(y),K

)
+cq(y,K);

max
k∈1,n−1

[
c
(
pr2(z̄k−1),pr1(z̄k), {ᾱ(t) : t ∈ k, n− 1})+cᾱ(k)

(
z̄k, {ᾱ(t) : t ∈ k, n− 1})]})=

= sup
({

c
(
x,pr1(y),K

)
+cq(y,K); Ĉᾱ

(
(z̄t)t∈0,n−1|Q

)})
.

2B��B3

� /��% ��) '��� ��!�(% ������)�$( $#�K)"���! $�+ β̄, � ��"4)  ��)�)&)!�( β̄ � (z̄∗t )t∈0,n.
�)�)�+ �� 2B���3A2B��B3 � &���)�. �� 

w = Ĉβ̄

(
(z̄∗t )t∈0,n|K

)
,

 �"��� � $�&� 2B���3 ��))� !)���)!$�� v(x,K) � w, �)� � ���)���)�$( � "����)&+$�� � �
�� �) �)� 	 $&)��)�. � ��$�! $��. �� 

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Aj(xo,1,N)

sup
({

c
(
xo,pr1(z), 1, N

)
+cj(z, 1, N ); v

(
pr2(z), 1, N \ {j})}). 2B��E3

! ># �%7/-%�� � 73%�� ?8�.2  @�33:'�'

� !�$� (1)� ����)&) ��$$�������)�$( � ��5�"���( �� �)��� @		. S E��C� �  �"����,
)�$( 2��� !�&���� �$& ��* ��)��)$�� ��!�(3  � � $�� )!�( �$)0 ��$$��� �!��)!�* 5�!"���
;)&&��!�.  0��!�����($+ � $�� )!�)� $�$�)� $& )�. �  $! �) " � � 0 !�% ���$( " !$���",
��(. �$� &+��#1�( ��" !����)�) $�1)$��)!!) $��$"� ����!�* 2$�� @		. S E��C3� < $�)�$�� �

G �
=

{
K ∈ N| ∀ z ∈ K

(
pr1(z) ∈ K

)
=⇒ (

pr2(z) ∈ K
)}

2E�	3

 ��)�)&()�$( �! 4)$�� �$)% $�1)$��)!!% $��$" �: ��$�+. "� �) � 0 .

Gs
�
= {K ∈ G| s = |K|} ∀ s ∈ 1, N. 2E��3

R)0" ���)�+. �� 2$�� 2E��33 {Gj : j ∈ 1, N} )$�+ ���'�)!�) �! 4)$��� 2E�	3: ��� /� � GN =
{1, N} 2$�!0&)� !. $ �)�4�1�* 1, N ) �

G1 =
{{t} : t ∈ 1, N \K1

}
,



������������( �)�)�)1)!�* ��� ��!����)$"�%  0��!��)!�(% 	��

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

0�) K1
�
= {pr1(z) : z ∈ K}. ?�" !)� 2$�� @	BC3. ��))�

Gs−1 =
{
K \ {t} : K ∈ Gs, t ∈ I(K)

} ∀ s ∈ 2, N. 2E�B3

< $�)�$�� � 2E�B3 �)�&���)�$( �)"���)!�!�( �� �)����

GN −→ GN−1 −→ · · · −→ G1, 2E�E3

����)!(( " � ��# � 4! � $�� ��+ �$) �! 4)$��� 2E��3� 7 �$� &+� ��!�)� 2E�	3 " !$������)�
$& � �� $���!$��� � ����*.  ' �!���)�) !�4) �)�)� D0,D1, · · · ,DN . ���)���. �� 2$�� @	B.
M� 
�C3 1, N \K1 �= ∅ �. "�" $&)�$���).

M̃
�
=

⋃
i∈1,N\K1

Mi ∈ P ′(X);

� 0�� D0
�
= {(x,∅) : x ∈ M̃} ∈ P ′(X × P(1, N )

)
)$�+ �� $�)*��* $& * �� $���!$��� � ����*�

��" 4) �� $�  ��)�)&()�$( $& * DN - DN
�
= {(xo, 1, N )} )$�+ $�!0&)� !. $ �)�4�1�* �<

(x0, 1, N ).

�&(  ��)�)&)!�( Ds ��� s ∈ 1, N − 1 �� &!()� �(� �$� � 0��)&+!% � $�� )!�*� ���".
��� s ∈ 1, N − 1 � K ∈ Gs ��)�)� � $&)� ���)&+! 

Js(K)
�
=

{
j ∈ 1, N \K| {j} ∪K ∈ Gs+1

}
, 2E��3

Ms[K]
�
=

⋃
j∈Js(K)

Mj, 2E�
3

Ds[K]
�
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]}; 2E�G3

"�4� ) �� �! 4)$�� 2E��3A2E�G3 !)��$� . Ms[K] ⊂ X, Ds[K] ⊂ X × Gs. 7 ��)� � 2E��3A2E�G3
��))�. �� 

Ds
�
=

⋃
K∈Gs

Ds[K] ∈ P ′(X× Gs) ∀ s ∈ 1, N − 1. 2E�L3

���" 2$�� 2E�L33.  ��)�)&)! �$) �! 4)$���,$& � D0,D1, . . . ,DN , (�&(#1�)$( !)��$��� �J�
X×P(1, N ). 7 ��)� � /� 0 �� ��� $& � 5�!"��� v � ���) $�4)!�* ��!! * 5�!"��� !� $& �
�� $���!$��� � ����*� ���". ��� s ∈ 0, N � &�0�)�. �� 5�!"��(

vs ∈ R+[Ds] 2E��3

2$& * 5�!"��� ;)&&��!�3  ��)�)&()�$( �$& ��)�

vs(x,K)
�
= v(x,K) ∀ (x,K) ∈ Ds. 2E�	�3

�)� $���  ��)�)&)! 5�!"���

vo ∈ R+[D0], v1 ∈ R+[D1], . . . , vN ∈ R+[DN ]. 2E�		3

N��)���. �� �$% �!) $& � 2E�L3  '&���#� ���)$�!� @	. �C $� *$�� �-

(y,K \ {k}) ∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀K ∈ Gs ∀ k ∈ I(K) ∀ y ∈ Mk. 2E�	�3

� $� #  �)�)�+ �� 2E�	�3 $&)��)� 2$�� @�. ��)�& 4)!�) �C3. �� (
pr2(z),K \ {k})∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀ (x,K) ∈ Ds ∀ k ∈ I(K) ∀ z ∈ Ak(x,K). 2E�	B3
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7 ��)� � 2E�	B3 � &���)� $&)��#1)) � &)�! ) $� *$�� - )$&� s ∈ 1, N, (x,K) ∈ Ds, j ∈ I(K) �
z ∈ Aj(x,K), � 2$�� 2E��3A2E�		33  ��)�)&)! �!��)!�)

vs−1

(
pr2(z),K \ {j})∈ [0,∞[.

��" $&)�$���) � &���)�. �� ��� s ∈ 1, N � (x,K) ∈ Ds  ��)�)&)! ��"4) �!��)!�)

min
j∈I(K)

min
z∈Aj(x,K)

sup
({

c
(
x,pr1(z),K

)
+cj(z,K); vs−1

(
pr2(z),K \ {j})})∈ [0,∞[.

�-��3%9�� � "# ���� s ∈ 1, N, �� ��	
��� vs−1 ������������ � vs � ���������� ���

�����

vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Aj(x,K)

sup
({

c
(
x,pr1(z),K

)
+cj(z,K); vs−1

(
pr2(z),K \{j})}) ∀ (x,K) ∈ Ds.

� "����)&+$�� $� ���$( " !)� $�)�$��)!! * " �'�!���� �) �)� 	. 2E�	�3 � 2E�	B3� N��),
���. �� ��$�!* $&���* ��!! 0 ��)�& 4)!�( ����)�)! � @GC�

?�� �!�� �)�)�+. �� �� 2E��3. 2E�	�3 $&)��)�. � ��$�! $��. �� 5�!"��( vo ∈ R+[D0] � 4,

�)$��)!! ���!� !�&# 2$�� 2B�	�33- vo(x,K) = 0 ∀ (x,K) ∈ D0. ���". vo(x,∅) = 0 ∀x ∈ M̃.
7 ��)� � /� 0 ��))� � $�&� ��)�& 4)!�( 	 �)"���)!�!�# �� �)����

vo −→ v1 −→ · · · −→ vN , 2E�	E3

0�) vo ���)$�!�. � ��) '��� ��!�) vs−1 � vs, 0�) s ∈ 1, N,  ��)�)&()�$( ��)�& 4)!�)� 	� � �),
��&+���) �)�&������ 2E�	E3 '��)�. � ��$�! $��. !�*�)! �!��)!�) vN (xo, 1, N ), �&( " � � 0 �
$�&� 2B��3. 2E�	�3 ��))� ���)!$�� 

V = vN (xo, 1, N ). 2E�	�3

���". 2E�	E3 � $���&()� �!��)!�) 0& '�&+! 0 /"$��)����  $! �! * ������� <�� /� �. $ 0&�$! 
��)�& 4)!�# 	 � 2E�	E3.

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Aj(xo,1,N)

sup
({

c
(
xo,pr1(z), 1, N

)
+cj(z, 1, N ); vN−1

(
pr2(z), 1, N \ {j})}). 2E�	
3

���)���. �� �� �$)% 5�!"��* 2E�		3 �&(  ��)�)&)!�( V � 2E�	
3 ���)*$�� ��!� � &+"  �!�. �
��)!! vN−1. < � '!�( $������( ��))� �)$� � ��� � $�� )!�� 5�!"��* v1, · · · , vN−1. � /� *
$�(�� )$�)$��)!! � �!�"�)� $&)��#1�*

�3+%- /: %1-���3�� ) +3%$'34�%+% A.7/-�:8:'# �$� &+��)� � "��)$��) vo 5�!"��#.
� 4�)$��)!! ���!�# !�&# 2!�� �!��. �� vo  ��)�)&)!� !� D0). ��!!�# =!�&)��#> 5�!"��#
vo ���!���)� � "��)$��) !���&+! 0 /&)�)!�� �� �)���. " !$������)� * !�  $! �) 2E�	E3�

�$&� s ∈ 1, N � vs−1 ∈ R+[Ds−1] �4) � $�� )!�. � ��) '����)� vs−1 � vs ∈ R+[Ds] � 
�����&�. �"���!! �� � ��)�& 4)!�� 	� �$&� ��� /� � s = N, � � $�� )!�) ���)���)�$( �
� � &���)� V � ���) 2E�	�3� �$&� 4) s < N, � ��$$�� �!��)!�* 5�!"��� vs−1 ���)!()�$(
��$$�� � �!��)!�* 5�!"��� vs, � )$�+(

vs−1(x,K), (x,K) ∈ Ds−1

)−→ (
vs(x,K), (x,K) ∈ Ds

)
,

� $&) �)0  $�1)$��&()�$( ��) '��� ��!�) vs � vs+1 � �����&�

vs+1(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Aj(x,K)

sup
({

c
(
x,pr1(z),K

)
+cj(z,K); vs

(
pr2(z),K \ {j})})

∀ (x,K) ∈ Ds+1. 2E�	G3

2���)���. �� ��$$�� �!��)!�* 5�!"��� vs−1 ��� /� � �!��� 4�)�$(3�
<�� �)�&������ ��!! * �� �)��� !� 6�� � ���(�� �$("�* ��� !�% ���$( ��$$�� �!�,

�)!�* � &+"  �! * 5�!"��� �� 2E�		3. �� � $��� �! �&(  ��)�)&)!�( V 2�&( � $�� )!�(



������������( �)�)�)1)!�* ��� ��!����)$"�%  0��!��)!�(% 	B	

���������� ��	
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 �����&+! 0 �H ��"�( �� �)���� !)���0 �!�- � /� � $&���) � ���(�� $&)��)� $ %��!(�+ �$)
5�!"��� 2E�		3�

� ��"&#�)!�) ����)&� " !"�)������)� 2E�	G3 �&( $&���( s = 0. ���". ��$$� ���� � $�� ,
)!�) v1. � /� * $�(�� !�� �!�� $!���&� �� �)���� � $�� )!�( D1. N��)���. �� G1 �$�)��,
��)�$( �! 4)$�����,$�!0&)� !��� {t}, t ∈ 1, N \K1. <�� /� �. $ 0&�$! 2E�E3.

J1({t}) =
{
j ∈ 1, N \ {t}| {j; t} ∈ G2

} ∀ t ∈ 1, N \K1.

�� 2E�
3 ��)"�)�. �� ��� t ∈ 1, N \ K1 � ���) M1[{t}] ��))�  'K)��!)!�) �$)% �! 4)$��
Mj, j ∈ J1({t}), � D1[{t}] =

{
(x, {t}) : x ∈ M1[{t}]

}
. ?�" !)�. �$� &+��( ��)�$���&)!�) G1,

� &���)�. �� 2$�� 2E�L33

D1 =
⋃

t∈1,N\K1

D1[{t}] =
⋃

t∈1,N\K1

{
(x, {t}) : x ∈ M1[{t}]

}
=

=
{
(x, {t}) : t ∈ 1, N \K1, x ∈ M1[{t}]

}
;

2E�	L3

�����))�$(. D1 �= ∅. ���)���. �� ��� t ∈ 1, N \K1 $����)�&�� ���)!$�� I({t}) = {t}. �)�)�+
$ ��)� � ��)�& 4)!�( 	 � &���)�. �� 

v1(x, {t}) = min
z∈At(x,{t})

sup
({

c
(
x,pr1(z), {t}

)
+cj(z, {t}); 0

})
=

= min
z∈At(x,{t})

[c
(
x,pr1(z), {t}

)
+cj(z, {t})] ∀ t ∈ 1, N \K1 ∀x ∈ M1[{t}].

2E�	�3

� $�&� 2E�	L3 ��))�. �� 2E�	�3 � &! $�+#  ��)�)&()� 5�!"��# v1.
�%7/-%�� � %1/ :'34�%+% -�;�� )# <�$�+ �$) 5�!"��� 2E�		3 � $�� )! 2��)�� &�0�,

)�$( �)�&�����( �� �)��� 2E�	E3 =� � &! �  'K)�)>3� < &�0�)�. �� z(o)
�
= (xo, xo). �$� &+��(

2E�	
3. �'���)� η1 ∈ I(1, N ) � z(1) ∈ Aη1(x
o, 1, N ) �� �$& ��(

V = sup
({

c
(
xo,pr1(z

(1)), 1, N
)
+cη1(z

(1), 1, N ); vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)})

2E���3

2!�� �!��. �� 5�!"��( vN−1 !�� ���)$�!�3� <�� /� � z(1) ∈ Aη1

(
pr2(z

(o)), 1, N
)
�. $ 0&�$! 

2E�	B3.
(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)∈ DN−1, � � � �� � $�&� ��)�& 4)!�( E�	

vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)
= min

j∈I(1,N\{η1})
min

z∈Aj

(
pr2(z

(1)),1,N\{η1}
) sup

({
c
(
pr2(z

(1)),pr1(z),

1, N \ {η1}
)
+cj(z, 1, N \ {η1}); vN−2

(
pr2(z), 1, N \ {η1; j}

)})
.

2E��	3

7 ��)� � 2E��	3 �'���)� η2 ∈ I(1, N \ {η1}) � z(2) ∈ Aη2

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)
, �&( " � �%

vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)
= sup

({
c
(
pr2(z

(1)),pr1(z
(2)), 1, N \ {η1}

)
+

+ cη2(z
(2), 1, N \ {η1}); vN−2

(
pr2(z

(2)), 1, N \ {η1; η2}
)})

.
2E���3

<�� /� �. $ 0&�$! 2E�	B3. ��))� $� *$�� (
pr2(z

(2)), 1, N \ {η1; η2}
)∈ DN−2. 2E��B3

H�$$� ���� !)" � �) �)��&+��� � $&)� ���)&+! 0 �' �� (η1, z
(1)) � (η2, z

(2)). <�)4�) �$),
0 . ���)���. �� η1 ∈ 1, N � η2 ∈ 1, N \ {η1}. ��&)) 2$�� 2B�		33. z(1) ∈ Mη1 � z(2) ∈ Mη2 . �� �)
� 0 . �� 2B�		3 ��)"�)�. �� 

pr1(z
(1)) ∈ Aη1

(
pr2(z

(o)), 1, N
)
, pr1(z

(2)) ∈ Aη2

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)
. 2E��E3
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<�� /� �. " !)�! . z(1) ∈ X×X � z(2) ∈ X×X; � ��$�! $��. z(1) ∈ X̃×X � z(2) ∈ X̃×X 2"$����.
z(o) ∈ X̃×X). �� 2E���3 � 2E���3 ��))�. �� 2$�� 2	�	33

V = sup
({

c
(
xo,pr1(z

(1)), 1, N
)
+cη1(z

(1), 1, N ); vN−1

(
pr2(z

(1)), 1, N \ {η1}
)})

=

= sup
({

c
(
pr2(z

(o)),pr1(z
(1)), 1, N

)
+cη1(z

(1), 1, N ); sup
({

c
(
pr2(z

(1)),

pr1(z
(2)), 1, N \ {η1}

)
+cη2(z

(2), 1, N \ {η1}); vN−2

(
pr2(z

(2)), 1, N \ {η1; η2})
})})

=

= sup

({
sup

({
c
(
pr2(z

(o)),pr1(z
(1)), 1, N

)
+cη1(z

(1), 1, N ); c
(
pr2(z

(1)),

pr1(z
(2)), 1, N \ {η1}

)
+cη2(z

(2), 1, N \ {η1})
})

; vN−2

(
pr2(z

(2)), 1, N \ {η1; η2}
)})

=

= sup
({

max
s∈1,2

[c
(
pr2(z

(s−1)),pr1(z
(s)), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, s− 1})+

+cηs(z
(s), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, s− 1})]; vN−2

(
pr2(z

(2), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, 2})}).

2E���3

	':�('� � "# <�$�+ 2� ��)�)&�% ��!! 0 ���)��!�(3 N = 2. � 0�� � $�&� (3.2) ��))� � 

�' �� η1 � η2, �� η
�
= (ηi)i∈1,2 = (ηi)i∈1,N ∈ A. ��&)). (z(t))t∈0,2 ∈ Z. ; &)) � 0 . �� (2.8). (4.24)

��))� � �' �� z(o), �� (z(t))t∈0,2 ∈ Zη 2������)� ��� /� �. �� η I '�)"��(. � � � �� ���

k ∈ 1, 2 ��))�. �� 

Aηk

(
pr2(z

(k−1)), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, k − 1})= Aηk

(
pr2(z

(k−1)), {ηj : j ∈ k, 2});
��&)) $&)��)� �������+. �� . $ 0&�$! (4.24).

pr1(z
(k)) ∈ Aηk

(
pr2(z

(k−1)), {ηj : j ∈ k, 2}),
��" "�" 1, N = {ηj : j ∈ 1, 2} � 1, N \ {η1} = {η2} = {ηj : j ∈ 2, 2} ��� !��)� �$& ��� N = 2).
� 0��. $ 0&�$! (2.15).

Cη[(z
(t))t∈0,2] = Cη[(z

(t))t∈0,N ] = max
s∈1,2

[c
(
pr2(z

(s−1)),pr1(z
(s)), {ηl : l ∈ s, 2})+

+ cηs(z
(s), {ηl : l ∈ s, 2})] = max

s∈1,N
[c
(
pr2(z

(s−1)),pr1(z
(s)), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, s − 1})+

+ cηs(z
(s), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, s − 1})] ∈ [0,∞[.

2E��
3

�� (4.25) � (4.26) � &���)�. �� 

V = sup
({

Cη[(z
(t))t∈0,2]; 0

})
= Cη[(z

(t))t∈0,2] = Cη[(z
(t))t∈0,N ]. 2E��G3

< $" &+"� 2$�� (2.13)3
(
η, (z(t))t∈0,2

)
=

(
η, (z(t))t∈0,N

)∈ D, ��))� �� (4.27) $� *$��  �����&+,

! $�� �)�)!�(
(
η, (z(t))t∈0,N

)
� $�$&)  $! �! * ������ (2.16) 2��� �$& ��� N = 2). �

�$&� N > 2, � �� �)��� �)�)!�( & "�&+!% �����. � � '!) 2E���3. 2E���3. $&)��)� �� ,
� &4��+ ��& �+ � �$�)����!�( �!�)"$! 0 �! 4)$��� 1, N. � �)��&+���) '���� � $�� )!

2� &!*3 ������� η
�
= (ηt)t∈1,N ∈ A � ���$$� (z(t))t∈0,N ∈ Zη, $ !�� $ 0&�$ ��!!�(. �&( " ,

� �% Cη[(z
(t))t∈0,N ] = V, ��  �!���)�  �����&+! $�+ �H

(
η, (z(s))s∈0,N

)∈ D. ���". !�  $! �)
$�$�)� $& )� 5�!"��� ;)&&��!� �)�&���)�$(  �����&+! ) �H  $! �! * �������
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H�$$� ���� ����)!)!�) �) �)���)$"�% " !$���"��* !�  $! �) �< �&( �)�)!�( ������
������������� ���4)!�( �)4�1)0 �!$����)!�� ��� &�$� � * �)�") �)��&)*� ;��)� �$� &+� ,
���+ � !�$� (1)� ����)&) $&)��#1�# )) ��� 1)!!�# � �)&+� <�$�+ 5�"$�� ��! �)1)$��)!,
!) ��$&� a1 ∈ R. a2 ∈ R. b1 ∈ R � b2 ∈ R. �� �&)�� �(#1�) !)���)!$����- a1 < a2 � b1 < b2�
��!!) ��$&�  ��)�)&(#� ����)� ��(� �0 &+! *  '&�$�� !� �& $" $��- [a1, a2] × [b1, b2] �
 � 4�)$��&()� $ �! 4)$�� � X. � � !��)* � �)&� ��!!* ���$� " �& $" $�� (�&()�$( &�$� �.
� �&)4�1�� ��$"� # !� !)" � � ) �! 4)$�� �)��&)*.  0��!�����)�% � $ � "��! $�� N ��,
�"!���� " !������. " � �) $  ��)�$���#� 2� !��)* � �)&�3 �)0�� &�$�� M1, . . . ,MN 2��	3�
<�� /� � � ��$"�)�$( �& 4)!! $�+  �!�% " !��� � � ���0�) 2�� $�)*��* ����)� I ��*'�3.
! !) � ��$"�)�$( �% �)�)$)�)!�)� � !��)* � �)&� "�4�* " !��� ��)�$���&)! $&)��#1���
"�����. !����)��� /"����$��!�����

	3 �$� � 0��)&+!�( /"����$��!�� I /� "����(. ��$� & 4)!!�( � !)� $�)�$��)!! * '&�� ,
$��  � ���)"� ��� ���4)!�( �)��"� ��� ��)��!�� " !���� � (�&(#1�($( �! 4)$�� � � ����*
�!$����)!��. � " � �% � � �)!� !���&� �)�� �� ��� ���$( �"&#�)!�) �)�� 2��)�"�3 � � $&) ��,
�)��)!�( ��)��!�( " !���� �� �$% ��� �"&#�)!�) �)4�1)0 �!$����)!��� � !��)* � �)&�
��!! ) �! 4)$�� ��$"�)����� ��! �  '��� ��! �<. �)��* /&)�)!� " � �% I � �"� ��)�,
"�. � �� � * I $  ��)�$���#1�( )* � �"� �"&#�)!�( �)��"�� �$� � 0��)&+!) /"����$��!�
 � 4�)$��&()� $ �! 4)$����� M1, . . . ,MN 2��	3. ��� /� � 2$�� 2��E33 � �"� ��)�"�  '����#�
�! 4)$��� M1, . . . ,MN . � � �"� �"&#�)!�( �)��"� $ $���&(#� �! 4)$��� M1, . . . ,MN �

�3 N$! �!�( /"����$��!�� I /� $ '$��)!! ���)"� ��( ���4)!�( �)4�1)0 �!$����)!��
��� ��)��!�� ��!! 0 " !���� 2!�� �!��. ��  !� (�&()�$( ���"!�� * "��� *3� � !��)*
� �)&�  $! �!�( /"����$��!�� ��"4) ��$"�)����� ��!��

<� �)$$ �)�&������ ��$"� ( &�$�� !���!�)�$( � � �") x0 ∈ X. (�&(#1)*$( � �" * ���,
" �"� �!$����)!��. � ��"&#��)�$( � � $&)� ���)&+! � �)�)�)1)!�� �)��"� � �"&#�)!! �
$ $� (!��  � � �"� x0 " � �") �"&#�)!�( �)��. ��$� & 4)!! * !� �$� � 0��)&+! * /"����$��!,
�) �)�� 0 � � �(�"� ��$"� ( " !����. �"&#�)!�� �)4�1)0 �!$����)!��. �)�)�)1)!�� )0 �
'&�4�*��# � �"� !�  $! �! * /"����$��!�). �� &!)!�� �)�� � ���4)!�� �  $! �! * /"����,
$��!�).  �� �� �)��"� � � �"� !� �$� � 0��)&+! * /"����$��!�). $  ��)�$���#1�# �'��!! *
� �") �"&#�)!�( �!$����)!��. � �"&#�)!�� �)�� � ���'��� � ��!!�# � �"�� ��&)) �� �)$$
� �� �()�$(- �)��" � �"&#�)!! � $ $� (!�� �)�)�)1�)�$( � � �"� �"&#�)!�( !� $&)��#1)�
� � �(�"� �)�&������ ��$"� *! 0 �&�!� " !���) 2�"&#�)!�) !) '% ��� �&( ��)� ����,
1)!�( � ��� )1) !) ��)��!!% �)��&)* �)�)�)1�#1��$( �!$����)!� �3. �� &!()� �)� �
 �� ���$( � � �"� �"&#�)!�(� <  " !��!�� ��"&� �)�� !� � $&)�!)� 2$ 0&�$! ��$"� *! ��
�&�!�3 " !���) �� ��� ���$(  $��! � �!$����)!��� < $" &+"� �)&���!� ������ !� ��)��!�)
" !���� � $&) �)�)�)1)!�( !� !)0 �� � �"� �"&#�)!�( !) ����$�� !�  � � �"� �"&#�)!�(.
!�  � � �"� �"&#�)!�( �)��"�. � ���  ���������� ������ ��!!�# �)&���!� �������+ !)
'��)�� < �(� " �)�)�)1)!�( � ��)��)�� " !����� 4)$�" &������ ��! $&)��#1�� )$�),
$��)!!� �$& ��)� �)%! & 0��)$" 0 %���"�)��- �&( �& 4)!!% " !��� � �!���)!!�) " !����
� &4! ��)���+$( ��!+�). �)� �!)�!�)� N���������( �)�)�)1)!�* �)��"� !�����&)!� !�
��!�������# $� �� $�� �)�&������ !��' &)) ������! 0 /����� <�� /� � ������ %���"�)��,
��#�$( $&)��#1�� !�' � � 5�!"��* 2��	E3�

	3 9�!"��( c %���"�)����)� ������ !� �)�)�)1)!�) �)��"� � �"&#�)!! � $ $� (!�� ��
� �"� ���" �"� x0 � �)���# 2� � �(�"� �)�&������ ��$"� *! 0 �&�!�3 � �"� ��)�"� 2$��
2��B33 x1,1 ∈ Mα(1) �&� �� � �"� �"&#�)!�( �)��"� !� k,� 2� � �(�"� ���4)!�( ��� ��$"� )3
" !���) � � �"� ��)�"� !� k+1,� " !���). �� )� !� �)�)�)1)!�) xk,2 ∈ Mα(k) → xk+1,1 ∈ Mα(k+1)

2��)$+ α I ������� � $)1)!�( " !��� �. k ∈ 1, N − 13� � !��)* � �)&� ��!!�( 5�!"��(
����)�$( )�"&�� �� ��$$� (!�)��

�3 9�!"��� c1, . . . , cN  ��)�)&(#� �!�����# 2�&( �� �)$$�  ����������3 ��$�+ ������. $�(,
��!!% $ ��)��!�)� "�4� 0 " !����. � ��)!! ������ !� �)�)�)1)!�) �� � �"� ��)�"� �
� �"� !�  $! �! * /"����$��!�) �. �  " !��!�� ��)��!�( " !����. !�  �� � �)��"� � � �"�
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�"&#�)!�( 2!�� �!��. �� ������ !� ���4)!�) � " !���� ��� )0 �)�") !) ����$(�  � �,
' �� � �)" ��)�"� � �"&#�)!�( �!$����)!��. � /� �� � !��)* �����)  ���������� ��!!*
��� ������ � !) ������)�3� <�$�+ �&( �$(" 0 j,0 " !���� 5�!"��( cj ����)�$( $��� *
3 ∗ ρ(x, y) + ρ(y, z). 0�) ρ I )�"&�� � ��$$� (!�). x I � �"� ��)�"�. z I $  ��)�$���#1�( )*
� �"� �"&#�)!�( �!$����)!��. � y I � �"� !�  $! �! * /"����$��!�). � " � � * !���!�)�$(
��)��!�) " !���� 2 ��)���. �� � �"� y  �! �!��! $ � $���&()�$( �< (x, z)3: " /55���,
)!� B ��)�)! � $�(�� $ !) '% ��� $�+# 5 �$�� ��!! 0 �)4��� ��' � �)��"� ��� ��)�") �
���)���&�

N��)���. �� � !��)* � �)&�  �$��$���)� ����$�� $�+  � $��$"� ����!�* � 5�!"��*
c, c1, . . . , cN �

?� �' � � �)" ��)�"� � $  ��)�$���#1�% �� � �)" �"&#�)!�( �)��"� !�"&����#�$(
� � &!��)&+!)  0��!��)!�( �)%! & 0��)$" 0 %���"�)��. " � �) � !��)* � �)&� 5 ���,
&���#�$( � ���)  � '��4)!�* A1, . . . , AN : �% � 4! ���'��+ !� ��) 0����- ��)� ����1)!�)
�)�& � * �)5 ������ �)��&)* � �$"&#�)!�) !��' &)) ���&)!!% � �)" ��)�"�� H�$$� ���� � ,
�� '!)) $��+ ��!!%  0��!��)!�*. ��)( � ����. �� A1, . . . ,AN I � ��5�"����  � '��4)!�*
A1, . . . , AN �

	3 <�)� ����1)!�) �)�& � * �)5 ������ �)��&)*- �&( ��$$)���!�( �)�&�. ��)&()� 0 �
���)���&) ��� �)�"). �  '&�$�� ��)�"� !) � &4! '�+ ��$� �  � �4) ��)��!!% �)��&)* �&�
"��( &�$�� 2� ���$�"�% ���)���&�. ���&)0�#1)0 " �)��&�. �� �$% ��� ��)&)!�) ��'� �! 0 
�)�&�. � �� ���! � $&���) '��)� �)�)0�)���+$( $��� �)��&+. �� ����)�)� " )) " � '&)!�#3�
<�$�+ �&( "�4� 0 " !���� $ �!�)"$ � i ����!� �)&���!� �)�& � 0 � ��$"� δi ∈ R, δi > 0� <��
�!�&��) � �� 4!% � �)" ��)�"�. $  ��)�$���#1�% i,�� " !���� ��� �$& ���. �� �!�)"$ !)
��)��!!% " !��� �  '����#� �! 4)$�� K. �' �  0��!��)! �! 4)$�� � �)% � �)" ��)�"�
x. " � �) �� �&)�� �(#� !)���)!$��� (ρ(x, y) > δi ∀k ∈ 1, N \K ∀y ∈ Mk)& (ρ(x, ỹ) > δi ∀k ∈
1, N \K ∀ỹ ∈ M̃k). 0�) M̃k I ��$"�)������( 2$)�"�3  $! �! * /"����$��!� " !���� $ �!�)"$ �

k� N' �!���� �)�)� M
(1)
i �! 4)$�� � �)" ��)�"� i,0 " !����. �� �&)�� �(#1�% �����&� 	3�

�3 �$"&#�)!�) !��' &)) ���&)!!% � �)" ��)�"�- ��$�+ �&( "�4� 0 " !���� ����! � ��$"
εk ∈ R, εk � 0.  ��)�)&(#1�*  �"& !)!�) � ��$$� (!�#  � '&�4�*�)* � �"� ��)�"� ��� �,
' �) � �)" �"&#�)!�( �)��"�. ��"4) ��$�+ 2� � �(�") �)�&������ ��$"� *! 0 �&�!�3 i," !���

� $)1�)�$( j,�. �� )� α(j) = i� �'���)� �� �! 4)$��� M
(1)
i � �"� x′. �&( " � � * $����)�&�� 

���)!$�� c(y, x′) = min
x∈M(1)

i

c(y, x). 0�)
(
y = x0, x ∈ M

(1)
α(1)

) ∨ (
y ∈ Mα(j−1), x ∈ M

(1)
α(j), j ∈ 2, N

)
�

� �"� x′ ����!�)�$( � ��$��� *� ��"4) � ��$����� � "���)��# �3 $����#�$( � �"� x ��

�! 4)$��� M
(1)
i . �� �&)�� �(#1�) !)���)!$��� ρ(y, x)− ρ(y, x′) � εi. 0�) � �"� y I &�' � �"�

���" �"� �)��"�. &�' � �"� �"&#�)!�( �!$����)!�� !� ��)���1)� � � �(�"� ���4)!�(
" !���) 2$�� ��)3�

� ��$���) $ 0&�$! 	3 � �3 ��� � �)" ��)�"� � �"&#�)!�( �)��"�  '����#� �!��),
!�)  � '��4)!�( Ai� � �� 4!� $������(. " 0�� � 	3 !) !��& $+ !�  �! * � �"� ��)�"�. �� )�
��$� & 4)!�) ��$� � ��" � . �� !) � 4)� '�+  ')$�)�)! ��$$)���!�) ��'� �! 0 �)�&�
!�0�). "� �) "�" !� $�� * ��)��)� * �)��&�� �&0 ���� � &4)! �� � &4��+ ��' �� � � ��,
" * $�������. � /� �� � ��!! � $&���) �� ��� ���$(  �$���&)!�)  � � $&)� ���)&+! 0 ���,
�)!)!�( �����&� 	3 � ���)� �����&� �3 ��� �' �) � �)" ��)�"�� � ��)!! - � $&���). )$&�

M
(1)
i = ∅. $!���&� ����)!()� �����& �3. ���)!(( M

(1)
i !� Mi: � �)��&+���) !�% ��� �! ,

4)$�� εi,'&�4�*��% � �)" ��)�"� 2 ' �!���� )0 �)�)� M
(2)
i 3� ���)� $�)�� /&)�)!� � M

(2)
i

!�% ��� � �"� $ !��' &+��� ��!���&+!� ��$$� (!�)�  � �4) ��)��!!% " !��� �. �� )�
� �"� ��)�"� x′′. �&( " � � * $����)�&�� ���)!$�� 

min
k∈1,N\K

min
z∈M̃k

ρ(x′′, z) = max
x̃∈M(2)

i

min
k∈1,N\K

min
z∈M̃k

ρ(x̃, z),

0�) M̃k  ��)�)&)! ��). � y I � �"�. �� " � � * $ �)���)�$( �)�)�)1)!�) �)��"� !� i,*
" !���� � �"� ��)�"� x′′ ����!�)�$( � ��$��� * �&( " !���� i�
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��!!�( �&0 ������)$"�( � �)&+ '&� �)�&�� ��!� � ���) �� 0���� �&( <6��. !���$�!,
! * !� (�") �� 0������ ��!�( 7TT. ��' ��#1)* � � �����&)!�)� 
E,% ����(�! *  �)����,
 !! * $�$�)� $)�)*$��� UVWOXYZ. !���!�( $ UVWOXYZ G� �� &!)!�) �� 0���� �� ��� ���,
$( � �! 0 � � " � � �)4��)- ���$&��)&+!�( ��$�+ �)�&�� ��!� �  ��)&+! �  � �!�)�5)*$�
� &+� ���)&( � � "): ��))�$( � �� 4! $�+ 0��5��)$" 0 ��)�$���&)!�( ���)"� ��* ���4)!�(
�)��"� $ ��)&��)!�)� �'��!!% ���$�" � 0��5�"� � $ %��!)!�)� 0��5��)$" 0  � '��4)!�(
� 5�*& 5 ����� [\]� �$% �!) ��!!) � �)��&+��� ��' � �� 0���� %��!(�$( � �)"$� �%
5�*&�% $�)���&+! * $���"����

���$&��)&+!* /"$�)���)!� �� � ��&$( !� <6�� $ �)!���&+!� �� �)$$ � � ^W_P`
aXbP VG.  'K)� � N�� 
E D'�*� $ �$��! �&)!! *  �)���� !! * $�$�)� * UVWOXYZ G ��"$�,
��&+!�( cd	 e
E�

H�$$� ���� �)��&+��� ��' � �� 0���� ����)!��)&+! " " !"�)�! �� �)$� � �� ���,
�)��� <�$�+ a1 = −115. a2 = 105. b1 = −115. b2 = 100. � �"� ���" �"� �)��"� $ �����)� $
!���& � "  ���!��. �� )� x0 = (0, 0). � ����! BB ���"!��% " !����. � ��"4) �G ���)$!% ���.
 '����#1�% �! 4)$�� K� < $  '��4)!�(�  'K)��  ��$��� �)�)��$&)!�) "  ���!�� " !,
��� �. � �)" ��)�"� � �"&#�)!�( �)��"�. � ��"4) ���)$!% ���� <�$�+ �)&���!� �)�& � 0 
� ��$"�  ��!�" ��( �&( �$)% " !��� � � ���!� � 2δi = 5, i ∈ 1, 333� � �� �)$$) �� �)�)!�( �,
��$&��)&+! 0 /"$�)���)!�� '��)� ���+�� ���+ �)&���!� �����)��� εi, i ∈ 1, 33. �&( �� $� �
������(  �! �!��)!�) �&( �$)% " !��� �� ?� ��$�!"�% �!��" � � � �)�)! � �"� ��)�"�. �
$��� & � � I � �"� �"&#�)!�( �)��"�: � �"� ��$"�)�������  $! �!% /"����$��!�  ' �!�,
�)! $��� &��� �. ◦ � ��

� $&���) εi = 30, i ∈ 1, 33. �)&���!� $ � "��!% ������ V = 44.73� ��)�( $�)�� $ $����& 
L ��$� 	G ��!� B	 $)"� D��5�" �������� � ���$$ ����)�)! !� ��$� 	�

���� ��  ��!���  ������ �� "
���
 εi# ���
�$ %�
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<�� �!��)!�� � ��$" � εi = 20, i ∈ 1, 33. �)&���!� ������. � ��"4) ������� � ���$$� !)
���)!�&�$+. � ��)�( $�)�� $ $����& L ��$� 	� ��!� E� $)"�

� $&���). )$&� εi = 10, i ∈ 1, 33.  '1�( �)&���!� ������ V = 47.45. � ��)�( $�)�� $ $����& 
L ��$� � ��!� EG $)"� �� '��4)!�) �������� � ���$$ ����)�)! !� ��$� ��

���� ��  ��!���  ������ �� "
���
 εi# ���
�$ ��

�$&� �!��)!�( � ��$" � εi = 5, i ∈ 1, 33. � �)&���!� $ � "��!% ������ V = 51.73. ��)�(
$�)�� $ $����& G ��$� �� ��!� �	 $)"� D��5�" �������� � ���$$ ����)�)! !� ��$� B�
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���� ��  ��!���  ������ �� "
���
 εi# ���
�$ %

� $&���) ����)!)!�( =4��! 0 > /���$���)$" 0 �&0 ����� ��� εi = 20. i ∈ 1, 33. �)&���!�
 '1�% ������ V = 91.16. � ��)�( $�)�� $ $����& �)!)) 	 $� D��5�" �������� � ���$$
����)�)! !� ��$� E�

7 � $���&(( ����)�)!!) �)��&+��� ���$&)!�*.  ��)���. �� $ ��)!+�)!�)� �)&���!
� ��$" � εi, i ∈ 1, 33. �� �$% ��� �%���)!�) �)��&+���� 2��)&�����)�$( �)&���!� $ � "��!%
������3. ! ��� /� � ��)!+��)�$( ��)�( $�)��� 6� �� &!) ��" ! �)�! . �)�+ �)� �)!+�)
�)&���!� � ��$" � εi, i ∈ 1, 33. �)� �)!+�) �����!� � �&( �' �� � �)" ��)�"� ��� �)�)!��
 ��������� !!% ����� ���� 2E�	G3. �� $"����)�$( !� �!��)!�� ������ V . ! . � $" &+"�
 'K)� �)�)' �� �)!+�) 2� ������% 2E�	G3 �)!+�) � 1! $�� �! 4)$�� Aj(x, k)3. � � $ � "��! )
��)�( $�)�� ��"4) � &���)�$( �)!+�)�



	BL �� D� 8)!� �. ���� 8)!� �

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

���� ��  ��!���  ������ �� "
���
 εi# ���
�$ %� �&���
��' �	����$�

<�� /� � =4��!*> �&0 ���� �� �0���)� � �)��&+���� ���+ ' &)) �)� � � ����. �� ��",
4) �� &!) )$�)$��)!! - �'���(  �)�)�! * " !��� � ���!���� '&�� $�� � �)"�1)* � �����.
� � 4)�  "����+$( � $�������. " 0�� � '&�4�*��% !) ��)��!% " !��� � ��$$� (!�) '��)�
� $��� �! �)&�" 2�� � !�'&#��)�$( !� ��$� E !� � $&)�!)� /���) ���4)!�( �!$����)!��3.
 $�1)$���� �)�)�)1)!�) !� '&�4�*��* �� !�%. � �)�" �%����)� �!��)!�) ������. " � � ).
!�� �!��.  ��)�)&()�$( !��' &+���� 2$�)�� /��� � ���4)!�( � " !�����3 ���������� ��,
" ) � �)�)!�) =4��! 0 > �)� �� $�(��! $ �)�. ��  ! !) ������)� �$# $�$�)�� �)�)�)1)!�*
2��B3. � �)*$���)�. �$% �( �� $�#��!��!% �!�)�)$ � 2�&0 ���� !)  '&���)� �!5 ����� !! *
���(�+#3� N$! �! ) )0 � & 4��)&+! ) "��)$�� I /� ��)����*! ��& ) ��)�( $�)�� � !��,
"�) ��)' ��!�( " �)$��$�� 6�� 2�� ��� ���)&+! $�+ �)!���&+! 0 �� �)$$ �� �  'K)�  �),
�����! * ���(��3� �&(  �)!"� ��' � /���$���)$"�% �)� � � �. � ��$�! $��. �$� &+� ��!! 0 
=4��! 0 > �&0 �����. �&�!���)�$( ����)!(�+ �$)�)!!�# �)�$�# �)� �� !�  $! �) �<. � �,
�����)��#1�# � $�� )!�) � &+" �!��)!�( ������. �� )� V � ��" * � �% � �)!)) ��)' ���)&)!
"  'K)�� � $���! * ���(�� 6��. � $" &+"� � �� &()�  $�1)$��&(�+ � $�� )!�) ��$$��� �!�,
�)!�* 5�!"��� ;)&&��!� � $& (� ')� %��!)!�( �$)0 ��$$��� 2�$� &+��#�$( � &+" �!��)!�(
5�!"��� ;)&&��!� �&( �)"�1)0 � ��)���1)0 $& )�: $��  ��$�!�) �)"���)!�! * �� �)���
2E�	E33� <�� �� �)�)!�� ���$&��)&+! 0 /"$�)���)!�� �&( N = 36 ��� �!��)!�(% � ��$" �
δi = 5, i ∈ 1, 36. � εi = 50, i ∈ 1, 36. � &��)! �!��)!�) ������ V = 39.7� <�� /� � =4��!*>
�&0 ���� 2�!�& 0 �����&� =��� � '&�4�*��# � �"�>3 ��& �)��&+���. ���!* 176.5� 7 � � 1+#
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�$)�)!! * �)�$�� �)� �� !�  $! �) �< � � &���)�. �� �� �0�� � �)��&+���� =4��! 0 >
�)� �� $ $����& EE�f� ���". � ��$$�������)� * �����) =!� ��"�) �)$��> ����)!)!�) 4��! 0 
�&0 ����� 2�!�& 0� �����&� =��� � '&�4�*��# � �"�>3 ���� ��� " !)�� �&)�� ���)&+! ��
�)��&+����. ��  �&���)� ��!!�# � $��! �"�  � =�������! * ������> 2$�� @	ABC3�

=#>=?@ A>BC�DBE�F

3" G	��� D"H"� G	��� D"D" I����� ������������� � ������	��
��� �����
%��� � ������ �����
��� 99 J����� D���	��� ,���" 5436" B" K<6" L 5" =" 36KM36N"

5" @�	�	�� /"="� G	��� D"D"� G	��� D"H" ? �����	 ������������� � ������	��
��� ���*��*�
%��� ���������� � ������ ������� 99 B���� >�������� ���	������ � �	!����� E�? �D," 5436"
B" 53" L K" =" 38NM3O6"

7" G	��� D"D"� G	��� D"H" I����� �������������� � ���� $������ ������� � ��	��%�	�
������	��
 �����
� � ������ ������� 99 .	����� B�� ���� ����	����	��" =	��
� C��	���	���	
� �	!���	���	 �����" 5436" B" 54" .��" 6" =" 3653M3656"

K" #	����� D"D" ? �	����! �����	��
! $��������
 �������� �������	��� ��� ����� ��	
������
*%�! ������� ��
 ����� �	����	��� �	��� ���	����� 99 .	����� EHDBE" =	��
�
E�����	��	� ��������	����
 �	!���� � ��$�������" 544O" B" 37" L 5 &76'" =" 5N4M5N<"

6" P������� ."J" D����������
 ��	��������
 ������
*%�! ������� �	���� �	��� �	�����
��  �������� � G#E 99 >�$��������	 �	!����� � ��	��������� � ���������	" 5446"
L K" Q" <7M<<"

<" #	����� D"D"� G	��� D"H"� G	��� #"D" @ �����  ������������� ����	��
 �������	��� �
������! ������ �	��� � ������� ���������� ������	��	� 99 ,������	!���	���	 �	�����
=# H#E" >�$�������" B	�	�����������" E�����	��	" 5437" .��" 5 &3<O' =" 347M333"

8" G	��� D"H"� =���� R"." /�	�� ��	���������� ������ ������������� � $�����
�� �����
���� �����
%��� � ������ ������� 99 .	����� S���E������� ���������	��� ����	����	��"
/��	�����	��	 ��	�������	 � �������������	" 5436" B" N" L 3" =" 5KMK6"

N" @��������� @"� /������� D" B	��
 ���	���" /"� /��� 3O84" K3< T"

O" J�	���	 U" ?���� ���	�	��� �������" /"� /��� 3O<K" K74 �"

34" @��	� B"� A	��	��� G"� ���	�� �" D�������� ����	��	 � ������" /"� /V,/?� 3OOO" O<4 �"

33" G	��� D"H" -����	������	 ������ ������������� � �����	�	�	��
 �������� ����� �	���"
/����M>�	���� �WJ� 544N" 57N �"

35" G	��� D"H"� G	 ��� >"(" ? ��� �����	 ������������� � �����	����� �� ���� 99 .	�����
E�������� ����	����	��" /��	������" /	!�����" @���*�	���	 �����" 5435" .��" 3" =" O<M33O"

37" G	��� D"H" @ �����  ������������� ����	��� �� � 99 .	����� E�������� ����	����	��"
/��	������" /	!�����" @���*�	���	 �����" 5437" .��" 3" =" 6OMN5"

#������� � �	�����* 58"45"543<

G	��� D�	������ H	���	���� ��	�����	����	�� �D,� ������� ������� ��������� ��	� ������
�
	��! ����	�� >������� ���	������ � �	!����� ��" ,"," @������� E�? �D,� <54OO4� ����
�
�" C���	��� ���� ��" =" @���	����� 3<)
��$	���� E�������� $	�	������� ����	����	�� <54445� ����
� �" C���	��� ���� ��" /���� 3O"
X�;YZ[� T\]^_`a:bZ;;"cdY^"dc

G	��� D�	��	� D�	���������� �"$"��" �"� ������� ��������� ��	� �������	���! ����	�� >�������
���	������ � �	!����� ��" ,"," @������� E�? �D,� <54OO4� ����
� �" C���	��� ���� ��" =" @���
�	����� 3<"
X�;YZ[� T\]^_`a:"YbeZ^`f`"dc
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�������� dac_]� _dYT]� gd]T]hZ^i Ta^hZ_Za^`� hf^Y;ZT gdaidY;;Z^i"

jkQ� 46l46� O8m84� O8mN4
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l Ta;g[ZTY_]h :YdZY^_ an _\] oea__[]^]Tp gdae[];q Z` Ta^`Zh]d]h� ^Y;][f� _\] gdae[]; an `]rc]^_ZY[ :Z`Z_Z^i
an ;]iY[aga[Z`]` sZ_\ gd]T]hZ^i Ta^`_dYZ^_`" 2_ Z` `cgga`]h _\Y_ Ta`_` nc^T_Za^` Y^h oTcdd]^_q Ta^`_dYZ^_`
sZ_\ d]`g]T_ _a hZ`g[YT];]^_` `][]T_Za^ h]g]^h a^ _\] _Y`p` [Z`_ s\ZT\ Z` ^a_ Ta;g[]_]h Y_ _\] ;a;]^_" t\]
:YdZY^_ an sZh][f c^h]d`_aah hf^Y;ZT gdaidY;;Z^i Z` gdaga`]h� Z_ ha]`^u_ nad]`]] &sZ_\ gd]T]hZ^i Ta^hZ_Za^`'
Ta^`_dcT_Za^ an _\] s\a[] YddYf an _\] v][[;Y^ nc^T_Za^ :Y[c]`) _\] `g]TZY[ [Yf]d` an _\Z` nc^T_Za^ d]Y[ZwZ^i Z^
Z_` _a_Y[Z_f _\] gYd_ZY[ YddYf an Z_` :Y[c]` Yd] Ta^`_dcT_]h &Z_ \][g` _a h]Td]Y`] _\] TY[Tc[Y_Za^ Ta;g[]xZ_f'" l^
Y[iadZ_\; an _\] gdae[]; :Y[c] &i[aeY[ ]x_d];c;' TY[Tc[Y_Za^ Z` gdaga`]h� _\] Ta;gc_]d d]Y[ZwY_Za^ an s\ZT\
Z;g[Z]` _\] ]xZ`_]^T] an a^[f a^] [Yf]d an _\] v][[;Y^ nc^T_Za^ Z^ Y ;];adf an Ta;gc_]d) _\] ae_YZ^]h :Y[c]
;Yf e] c`]h nad _\] \]cdZ`_ZT` _]`_Z^i" t\] ag_Z;Y[ Y[iadZ_\; an oTa;g[]_]q `a[:Z^i an _\] dac_] gdae[]; Z`
Ta^`_dcT_]h� sZ_\Z^ s\ZT\ Y[[ [Yf]d` an _\] v][[;Y^ nc^T_Za^ Yd] c`]h Y_ _\] dac_] Y^h _dYT] Ta^`_dcT_Z^i"

yXzXyXmQXk

3" Q\]^_`a: l"{"� Q\]^_`a: l"l" yac_] gdae[]; sZ_\ Ta^`_dYZ^_` h]g]^hZ^i a^ Y [Z`_ an _Y`p`� ������
������������ 5436� :a[" O5� Z``c] 7� gg" <N6M<NN"

5" |a`\][]:Y j"k"� Q\]^_`a: l"l"� Q\]^_`a: l"{" 1^ Y dac_Z^i gdae[]; sZ_\ Ta^`_dYZ^_` _\Y_ Z^T[ch]
h]g]^h]^T] a^ Y _Y`p [Z`_� ��� � ��� ���� ����� !���� "��� #���� $���� %�&�� 5436� :a[" 53� ^a" K�
gg" 38NM3O6 &Z^ yc``ZY^'"

7" Q\]^_`a: l"l"� Q\]^_`a: l"{" yac_] gdae[]; Z^ s\ZT\ Ta`_ nc^T_Za^` Y^h oTcdd]^_q Ta^`_dYZ^_` h]g]^h
nda; _Y`p` [Z`_� '��� � ���(�)� ! �)� *��� +�����)� ����� %�&��� 5436� :a[" 54� ^a" 6� gg" 3653M3656 &Z^
yc``ZY^'"

K" }]_c^Z^ l"l" leac_ `a;] `_dY_]iZ]` an _\] gdaidY;;Z^i an _aa[ dac_] ef h]:][agZ^i an Ta^_da[ gdaidY;`
nad _\]d;Y[ Tc__Z^i ;YT\Z^]`� '��� �� !,$�!� 544O� :a[" 37� ^a" 5 &76'� gg" 5N4M5N< &Z^ yc``ZY^'"

6" zda[a:`pZZ ~"0" lc_a;Y_Za^ an h]`Zi^Z^i Ta^_da[ gdaidY;` nad _\]d;Y[ Tc__Z^i an ;]_Y[ ef QmQ
]rcZg;]^_� � -��������  � ���� ���.�� ) /��������)� �� � /���0)����)�� 5446� ^a" K� gg" <7M<< &Z^ yc`�
`ZY^'"

<" }]_c^Z^ l"l"� Q\]^_`a: l"{"� Q\]^_`a: }"l" ta _\] rc]`_Za^ Yeac_ Z^`_dc;]^_ dac_Z^i Z^ _\] Yc_a;Y_]h
;YT\Z^]` an _\] `\]]_ Tc__Z^i� *�� /�����(&�. *���� /������ ���� ! �)����� 1�&� ��� 2��3&��� *��� ���
��������& ������ � � 2� ���� *������ 5437� Z``c] 5 &3<O'� gg" 347M333 &Z^ yc``ZY^'"

8" Q\]^_`a: l"{"� kY[ZZ �Y"~" l ;ah][ an o^a^YhhZ_Z:]q dac_Z^i gdae[]; s\]d] _\] Ta`_` h]g]^h a^ _\]
`]_ an g]^hZ^i _Y`p`� '��� � 4&0� �5!���� ,��� ! �)�6 *��� ���� ������ /��.����� 5436� :a[" N� ^a" 3�
gg" 5KMK6"
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