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��������������� ��� �!�������"#��� $�%�&� ��� ������%�"������� '�()*

Γ =
〈
N,X, Y, f(x, y)

〉
, '��	*

 %� N = {1, . . . , N} + ���,����� ����%!��- ������� (N � 2) !�������� fi(x, y) ��!����� �
!������� f(x, y) = (f1(x, y), . . . , fN (x, y)). X ⊂ R

n + ���,����� ������ �/ x0 Y ⊂ R
m + ���,�1

���� ��������	�
� ������%�"�������/ y. ��� ���������� 23�!4�� ���!� �� 56��%,37)�-���3
����"#$38��� ��!,� ��! ��$����� ������������� ������%�"������� y(x) : X → Y 0 ���,�1
���� !����- �9�$��&����� !�! Y X �

)� ��%��,���"#��� 3����� $�%�&�/ :;� � '��	* %� ��- ��� 9" �9�� ��!�/ ������ ��
x ∈ X0 ��� !�����/ $��&���< ���- !�������� '��-�%��* �������"��# 9 ��$��,�� 9�"#=��0
3&����� ��� 6��� ���$9�,�38 ���"�$�4�8 "89�/ ������%�"������� y ∈ Y � � ������>�/ ,�
����#� 93%�� 3&�����# %���"����"#�� N ���- !��������? ���!�0 ��$��!�8>�� ��� 3!�$��1
��� 3��"�&���� ��-�%��� ��&���0 � ����#� 93%�� %���"����"#�� 3&�����# ��!,� � N ���-
!��������0 � ������ 23�!4�� ���!� 56��%,�7)�-���� '��$��!�8>�� ��� 3!�$����� 3��"�&�1
���*�

���!0 ������>�� ����#� �����>��� ��������&��!��3 �9��������8 �����9� ����������
������ �� � �()0 @����"�8>�/A �%���������� �� %�3� 4�"��? 3��"�&���8  ������/ ���-
��-�%�� � ��� 6��� 3���#=���8 ���!�� '�������,%�8>�- ��!�� 3��"�&����*�
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� �� ���� �! "���"#$%�&'& %&(#)���* +!& �,���(-.��/#�%-0

� 	�D�  �%3 �3���!�/ ��������! �9��-�� ��"#% '	���7	���*0 6�� �������=�/ � 	�D�  �%3
� �����!30 ���" E	F ����4�� ��!������ ' ������������� � ��$3"#����*0 ��$��"�8>� � ��-�1
%��#  ������������/ ��-�% � �%��!�������"#��/ $�%�&� ��� ������%�"������� 'G()*� ;�&��
&���$ 	� "�� ����4!�/ ��������! H� )�-��� '� 	�B�  �%3* � �����!���!�/ ��������!0 6!�1
������ � ��������! :�����% 56��%, '� 	��	*  �%3 ���%"�,�"� E�0 DF ����4�� ������!��� �
��,�"���� ';�5*0 ��$��"�8>�/ %"� G() ������#  ������������/ ���!0 ��"3&��=�/ � "�1
�����3�� ��$����� @���! �� 56��%,3A '��$%��� ��$��� !�������� )�-����756��%,�*� (���1
���0 &�� :�����% 56��%, �� ����� �����/ ������/ ��/� ��9���" ����������� �� ��������!�
3 ���� � �,��� 2�� )�/����0 &��0 ����������0 �!�$�"��# �� ����"���� ;�5� 5 	�

  �%�
� 5I� 3����,%��� ������ 56��%,�0 !������ �,� �%�� ����3,%����� ������� %�3- ���-
�%�8>�-�� %�!����!�- %�������4�/ � �9"���� 6!�����!� � ��������!��

�"� �%��!�������"#��/ $�%�&� Γ1 =
〈
X,Y, φ(x, y)

〉
;�5 $�!"8&����� � ���������� ���

(xr, Rr
φ) ∈ X × R0 3%��"������8>�/ 4���&!� ��������

Rr
φ = max

y∈Y
Rφ(x

r, y) = min
x∈X

max
y∈Y

Rφ(x, y), '	�	*

 %� ������� ����� '�� 56��%,37)�-���3* E�0 DF ����� ��%

Rφ(x, y) = max
z∈X

φ(z, y)− φ(x, y). '	��*

5��� $��&���� Rr
φ �$ '	�	* ��$��8� ������ '�� 56��%,37)�-���3* � $�%�&� Γ1� J3�!4��

���!� Rφ(x, y) �4�������0 ���!�"#!� ���"�$����=���� $��&���� !������� φ(x, y) @�� %�����"���
���� � "3&=� �A '%"� :;� � $�%�&� Γ1* $��&���� max

z∈X
φ(z, y)� G&���%��0 &�� :;� ��������� '$�

�&�� �9��� ����/ ������ �� x ∈ X* �� ��$��,����� 3���#=��# Rφ(x, y)0 ����������� ����&�1
���� '�� ����4��3  ������������� � ��$3"#����* �� ���9�"#=�� �������%�/����� �� ������
������%�"������� '��� '	�	**� ;�6���30 �"�%3� '	�	*0 '	��*0 :;� ��"����� ���������� '����1
����� ! @�����3 -���=��3 %"� ��9�A $��&���8 max

x∈X
φ(x, y)* � ��"�&�� �� :;�1����������0

�������������� � �� @���/ �"�-�/ %"� �� �A �"3&�/? �� ��!������� ��=����

(
x0, φ0 = max

x∈X
min
y∈Y

φ(x, y) = min
y∈Y

φ(x0, y)
)

��"�� 93%�� �&����#0 &�� :;� � $�%�&� '��	* ���3���� !�! ��������? �� ��� ��������
��=���� 2�����3�� %"� !�,%�/ !�������� fi(x, y) (i ∈ N) ��!����� � !������� f(x, y) ���8
23�!4�8 ���!� '�� 56��%,37)�-���3*?

Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y) − fi(x, y) (i ∈ N), '	�D*

$��&���� !�����/0 ��������0 ������� ��$���# ������ '�� 56��%,37)�-���3*� G������ %��
�9������"#����? ��1����-0 !�,%��3 !������8 fi(x, y) �$ '��	* 93%�� ����&��# @���/A ���!
Ri(x, y)

(
��� '	�D*

)
. ��1����-0 :;� ��������� �9���# ������ �� x ∈ X ��!�� �9��$��0 &��9

�� ��$��,����� 3���#=��# ��� ���!� Ri(x, y)0 �%���������� '��%&��!��� �>� ��$* �������1
�3��# �� ���"�$�4�8 "89�/ ������ �&��!�/ ������%�"������� y(·) ∈ Y X 0 y(x) : X → Y �

�#"�1#��� �� ��%�"� ��%� '��	* ����"�8���0 ��������0 �� ��!�0 !� %� ���%���4 � 3�"�1
���- �����%��%���� � ������� ������� ��!����$������# ���8 ���9"#�

G9$�� ��$��,�- ������%�"�������/ ��,�� ��/�� � !�� �- EB0 K� 	��7	�L. �0 K� 	�7D�F � %�31
 �- �39"�!�4��-�

;���3������ ������%�"�������/ �����%�� ! ����"���8 � Γ1 ���,����

φ(x, Y ) = {φ(x, y)| y ∈ Y },
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@����,%���-A x ∈ X� ���,����� φ(x, Y ) ��,�� @�3$��#A0 ����"#$3� ���!�� M�� ,� ��!��
���!N �$�����/ �����/�!�/ ���4��"��� �� ������ ������$�4�� ���� 5���$��%���� �&�����0
&�� � ������>�� ����� �� �3>����3�� ���� � � ��������&��!� � ����%�"���� ���!� EL0 K� D	F�
� ���� ��2�� E
0 K� 	�F �����%��� =�����%4��# ��$��,�- ����%�"���/ ���!�� O�"#=������
�$ ��- ���938� ��������&��!�- %���- � ������%�"�������� G%��!� $�&���38 :;� �� �9"�%���
��%�9��/ ��2����4��/ '�� ��� �"� ��� ���&����*� ������ ��!�� ���3�4�� � �����������8�1
�� � ������>�/ ����#��

;�6���3 ��% ������ 93%�� %�"�� �������# ����������	 ���������� ������������� ����

����� �� ������
�� (������0 &�� 6�� ����%�"���� ����!"�!����� � @�9&���A ��!��1
6!�����&��!��� ���!���0 ���������0 ��������0 � E�0 K� B�7��F0 ��3 ��"����#8 ����������3��
3!�$���/ �=� ���! '�� 56��%,37)�-���3*�

)�!���40 3&�� ���!�� ��"����� �!�3�"#��/ $�%�&�/ � 6!�����!�0 &�� ��%����,%��� )�9�1
"���!�� ������ 	���  �%�0 ����3,%����� P���� ��!�3 ���!���43 E�F $� ���/ ��%-�% ! ��1
�"�%�����8 ���!� ������%�"���� �������4�/ � %������2�!�4�� �,�%���- �������4����-
%�-�%��� � ������>�/ ����#� �%�� 6�� � ��%-�%� ���������������� �� ��� �!�������"#�/
�"3&�/� ��!,� � �39"�!�4��- �� ��!��6!�����!� EB0 K� 	�D. �0 K� �F ���- "�40 �������8>�-
��=����0 %�"�� �� ��� !��� ����� � �����/ ��������� ��0 !�� �� "89�� ���!����# '��������

�
?  ��&� @QRSTSUA0 �$��&��� @9��$�#A &� �1"�9�*0 ����� + "89���"� ���!� '��������
?  ��&�
@QRVWVXA0 �$��&��� @"89��#A ! &��31"�9�* �0 ��!���40 ����#�0 !�� ��=�" �%���������� 3&�1
����# !�! ��-�%0 ��! � ���!� '������������
*� � ������>�/ ����#� 93%�� �&����# :;�
���!���/���"�� '�0 !���&��0 !�! ��%&��!�3�� �=�0 ����������*�

� 2� ��)3�4� '#�#�5�� � !���/&� &5 '��	* $ 2N6$��5���#)3�&7 8#�#1�

���!0 2�����3� %"� !�,%� � �$ N !�������� fi(x, y) (i ∈ N) � � 23�!4�8 ���!� Ri(x, y)
�� 2���3"�� '	�D*0 ���-�%�� ! �"�%38>��3 ���=�����8 �() '��	* %� 2N 1!�������"#��/
$�%�&�? 〈

N,X, Y, {fi(x, y),−Ri(x, y)}i∈N
〉
. '��	*

� '��	* N0 X � Y �� ,�0 &�� � � '��	*0 � ! ��!������3 !������8 f(x, y) %�9���"�� N 1��!���
−R(x, y) = (−R1(x, y), . . . ,−RN (x, y)

)
0 ���&�� ���"�%��/ ���4��"#�� �$�� �� $��!�� ���3� %"�

@�%����9��$�� %�/�����A ������ �� x ∈ X �� !�,%/ �$ 2N !�������� fi(x, y)0 −Ri(x, y) (i ∈
∈ N)� � ������0 � '��	* :;� 2�����3�� 3,� ��!38 ���8 ������ �8 x ∈ X0 &��9 �� ��$��,��1
��� ��������	 $��&���� !�,%�/ !�������� fi(x, y)0 −Ri(x, y) (i ∈ N) %�3- N 1��!����� f(x, y)
� −R(x, y)� ;�� 6��� :;� %�",�� 3&���# ��$��,����# ���"�$�4�� "89�/ ������%�"�������
y ∈ Y '$������0 &�� 3��"�&���� −Ri(x, y) 6!����"����� 3���#=���8 Ri(x, y) $� �&�� $��!�
���3� � Ri(x, y) � 0*�

;���/%�� ! ���	�
� �������� %"� !��������� �����/ ����� ������>�/ ����#� � �����
��9�� E	�0 		F ���%"�,�" ��� �����9� 3&��� @%�/����/A ������%�"�������/? ���"� ��%"���/
��&!� E	�F � %�� ���"� � ��!������ E		F + ��"#��� � ��!������  �������� G������0 &�� ��"#���
 ������� ����"#$3���� � ������>�/ ��9���0 � ��!������  ������� �������"��# � E	�F�

�!����)���� �� 5!�"����� 23�!4�� fi[x] ��$������ ���	��� �������� !������� fi(x, y) :
X → Y 0 ��"� ��� !�,%�� x ∈ X ���8� ����� �����������

fi[x] � fi(x, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N).

�#"�1#��� 2� G&���%��0 &�� 23�!4�� fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) ∀x ∈ X ��"�8��� ��"#��/  �1

������/ fi(x, y)� ��� ���� ����������� �����9 ���������� ��"#�-  ������/ %"� ���- 2N
!�������� �$ '��	*�

;���/%�� ! ��-�,%���8 ��"#�-  ������/ Ri[x] %"� 23�!4�/ ���!� Ri(x, y) �$ '	�D*� G�31
>������ � � � ��� 6����� ��1����-0 ����%�"��

ψi(y) = max
z∈X

fi(z, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N).
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��1����-0 �������� 23�!4�� ���!� '�� 56��%,37)�-���3*

Ri(x, y) = ψi(y)− fi(x, y) (i ∈ N).

�1����#�-0 ����%�"����� ��"#���  ������� min
y∈Y

[−Ri(x, y)]0 �� ���#

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y) (i ∈ N).

(������0 &�� :;� ��������� �� ��$��,����� 3���#=��# ���! Ri(x, y) $� �&�� ��%-�%�>� �
�9��� x ∈ X0 ��������3��# ��� 6��� �� ���"�$�4�8 ∀y ∈ Y �

��"� �����%���� � 6��� $���&���� 23�!4�� fi[x]0 −Ri[x] �3>����38�0 �� �� %� ��� ��1
"�8��� ��"#���  ��������� fi(x, y) � −Ri(x, y) ��������������� � ����� %�"�0 %"� !�,%� �
x ∈ X ������%"�� ���"�!�4��

[
fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y)

] ⇒ [
fi[x] � fi(x, y) ∀y ∈ Y

]
,

[−Ri[x] = min
y∈Y

(−Ri(x, y))
] ⇒ [−Ri[x] � −Ri(x, y) ∀y ∈ Y ]

.

53>���������� fi[x] � Ri[x] �"�%3�� �$ �$������ � � ������ ���"�%������ �����4�/ �"�%38>� �
3����,%�����

��""# � '��� E	D0 K� �BF*� ���� ��������� X � Y ���	 �������
� � fi(x, y) ������
���

�� X × Y � �� ������� fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) � ψi[y] = max
z∈X

fi(z, y) ������
��
 �� X � Y �����

���������� 

��"��0 &���$ compRn �9�$��&����� ���,����� !����!��� �$ R
n0 � �����������# fi(x, y)

�� X × Y �9�$��&��� !�! fi(x, y) ∈ C(X × Y )�

�#"�1#��� 9� ��"� � �() '��	* !������/ fi(x, y) ∈ C(X×Y ) �X ∈ compRn0 Y ∈ compRm0
�� 23�!4�� ���!� '�� 56��%,37)�-���3* Ri(x, y) (i ∈ N) �$ '	�D* ��������� �� X × Y � ��/1
������"#��0 �$ "��� 	 �"�%3�� �����������# ψi[y] = max

z∈X
fi(z, y)0 � ��6���3 ���$3 ��"3&���

�$ '	�D* �����������# ��$����� ��������- 23�!4�/ Ri(x, y) = ψ[y]− fi(x, y) (i ∈ N)�

�#"�1#��� :� J3�!4�� ���!� '�� 56��%,37)�-���3* �$ '	�D* -���!����$3�� ��!"������
!������� fi(x, y) �� ���� � @,�"���� �A %"� �� � max

z∈X
fi(z, y)� Y��� 2�!� ��93,%��� :;� ���

�9��� ������ �� x ∈ X �������#�� �� ��$��,����� ����	!��	 ��$����# Ri(x, y) �$ '	�D*0
�"�0 &�� 6!����"�����0 ��������	 −Ri(x, y)�

��"�� ��-�%��/ $�%�&� �() '��	* �������� � ������������ 2N 1!�������"#�38 $�%�&3 '��	*�
;�������0 &�� 4�"# :;� '�� @��%��,���"#��� 3�����A* � '��	* + �9���# ������ �8 x ∈ X
��!380 &��9 ��� 2N !�������� fi(x, y)0 −Ri(x, y) (i ∈ N) �������"� ��$��,�� ���	!�� $��&�1
���0 ��� 6��� :;� ��3,%�� ����&�����# �� ���"#����# ����"���� "89�/ ������%�"�������
y ∈ Y �

� 9� ;&�"#)�8# �* '#�#�5��&�#��&'& !& �%/&�#" � ��%$#" ��<���* 8#�#1� '��	*

;� �() ������� %���"#�� �9=����� "������3�� '� &��������0 ���"��� ! ��39"�!����1
��/ � 5I� �$%���"#����� ZKX[<\VK ]^<UU ���� ��2�� E	�F*� G��9������# ,� @�������"#�� �
-���!����A 2� 3���38>�- � '��	* ������%�"�������/ y '� ��- �$����� "�=#  ����4 �$����1
��/* ��93,%��� :;� ������������#�� � '��	* �� %���3��38 � 6��� �"3&�� ��2����4�8� � ��1
����>�/ ��9��� � ����&���� ��"#���  ��������� fi[x] � −Ri[x] !�������� fi(x, y) � −Ri(x, y)
��������������� ;�6���3 �����������0 �� ��= �$ "�%0 ����-�% �� �() '��	* ! ��� �!������1
�"#��/ @$�%�&�  ������/A0 � !�����/ ������%�"������� 3,� ���3����38�?

Γg =
〈
X, {fi[x],−Ri[x]}i∈N

〉
.
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)�!���40 !������� fi[x] � −Ri[x] � Γg @����� ���$��A �� �- @������$�4������3 ���"3A0 �9�
Ri[x] �4������� ���! :;� ��� 2����������� ��-�%� fi[x]? 3��"�&���� ��$����� fi[x] − Ri[x]
�"�&�� 3��"�&����  ������������� � ��-�%� fi[x] � '"�9�* 3���#=����  ������������� � ���1
!� Ri[x]� )��9����0 3���#=���� 6��/ ��$����� �"�&�� 3���#=���� fi[x] � '"�9�* 3��"�&����
���!� Ri[x]� _�"# ,� :;� + ��$��,��� 3��"�&���� fi[x] � �%����������� ��$��,��� 3���#1
=���� Ri[x] %"� !�,%� � i ∈ N� ;�6���3 2N 1!�������"#��/ $�%�&� Γg �������� � ������������
������ ���"#�38 'X`aVWVX^b* N 1!�������"#�38 $�%�&3

Γa =
〈
X, {Fi[x] = fi[x]−Ri[x]}i∈N

〉
. 'D�	*

�"� 2����"�$�4�� ��=���� '��	* � 3&����  ������������- ��-�%�� � ���!�� ����"�&��
�%�� �$ ������/ ��!����� � ��!���3�� � ������ ��� �!�������"#�- $�%�& E	BF� ;����� ��!��
����%�"���� �2���3"������� � 	���  �%3 ���"#���!�� 6!��������� � ��4��"� �� ��"#2��%�
;����� '	�B�7	��D* � ��6���3 ��"3&�"� ����"�%����� ��$����� @��!���3� �� ;�����A '621
2�!������ ��=����*�

� ,� 93%�� ����"#$����# !��4��4�8 ��!���3�� �� 5"�/���30 �!"8&�8>380 !�! &����/
�"3&�/0 ��!���3� �� ;�����0 ��1��%����3 ������=�/�� ������ � ���&��������/ "������3��
� ����#� :� P3���4�0 ������%����/ �� �3��!�/ �$! � E	�F�

�!����)���� 2� 5����� �� xS ∈ X ��$������ ��������	��� �� "������� '��� %�  ���1
��� ����� #����������* %"� N 1!�������"#��/ $�%�&� 'D�	*0 ��"� ��� "89- x ∈ X �����������
������� ���� �- ����������

Fi[x] > Fi[x
S ] (i ∈ N).

�#"�1#��� =� �$ ����%�"���� 	 �"�%3��0 &�� x∗ ∈ X �� ��!����"#�� �� 5"�/���3 � $�%�&�
'D�	*0 ��"� �3>����3�� ��!�� ������ �� x ∈ X0 &�� ���8� ����� N ����������

Fi[x] > Fi[x
∗] (i ∈ N).

>5���(����� � '%������&�� 3�"����*� ����

min
i∈N

Fi[x
S ] = max

x∈X
min
i∈N

Fi[x], 'D��*

�� �������� xS ∈ X ��������	�� �� "������� � ��$��� 'D�	* 

� � ! � $ � � � " # � � � �� �$ ��������� 'D��* � $���&���� � �"�%3��0 &�� %"� "89�/ ������1
 �� x ∈ X �3>����3�� ����� j ∈ N ��!�/0 &�� Fj [x] � Fj [x

S ]� ��!�� �9��$��0 ������� ����������
Fj[x] > Fj [x

S ] (i ∈ N) ������������ 5"�%�����"#��0 xS ��!����"#�� �� 5"�/���3 � 'D�	*� �

��&��"# � '�3>����������*� ���� fi(·) ∈ C(X × Y ) � ��������� X � Y ���	 �������
�

�� � 'D�	* ���������� ��������	��� �� "������� �������� xS ∈ X�

� � ! � $ � � � " # � � � �� �$ "��� 	 �"�%3��

[
fi(·) ∈ C(X × Y ), i ∈ N

] ⇒ [
fi[x] ∈ C(X), i ∈ N

]
,

� �$ $���&���� D ��"3&��0 &�� Ri(·) ∈ C(X × Y ) (i ∈ N)� �� %� ����#1��!�0 �� "���� 	0
93%�� min

i∈N
Fi[x] = min

i∈N
(fi[x] − Ri[x]) ∈ C(X) (i ∈ N)� � ���������� �� !����!�� X 23�!4��

min
i∈N

Fi[x] %���� ��� ���� � ��!���3�� � ��!�����/ ��&!� xS ∈ X0 �� ���# ����� ����� 'D��*� �$

3����,%���� 	 �� %� �"�%3�� ������%"�����# ������� �

�!����)���� 9� ���/!3 (xS , f [xS ], R[xS ]) ��$���� ���	�� ������������
� �� ����$��

� ������ ��!����� �() '��	* '5P��*0 ��"�
	* �3>����38� fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y)0 Ri[x] = max

y∈Y
Ri(x, y) (i ∈ N).

�* ������ �� xS ��!����"#�� �� 5"�/���3 � $�%�&� 'D�	*�



� ���� ���!��0 ���� C3!���!�/0 ���� ����&��!�0 5�;� 5�������

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

(%��# ��������0 &��

f [x] = (f1[x], . . . , fN [x]), R[x] = (R1[x], . . . , RN [x]),

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y), Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y) − fi(x, y) (i ∈ N).

;�&��3 ,� � !�&����� @-���=� �A ��=���� �() '��	* ���%"� ����� ��"#��  ��������������
�� ��-�%�� � ���!�� ��=���� '5P��*N

��1����-0 ��� ����&��� �� ��!���/ �3��!�/ ������ @&�� %�"��#NA� :�430 �������8>��3
��=����0 ���%"� ����� �"�%����# ������ �� xS �$ ���/!� (xS , f [xS], R[xS ])�

��1����-0 6�� ������ �� xS @�9����&��A %"� ���- i ∈ N ��-�% fi(x
S , y)0 �� ���#=�� fi[x

S ]0
� ���!�� Ri(x

S , y)0 �� 9�"#=�� Ri[x
S ]0 ��� ���"�$�4�� "89�/ ������%�"������� y ∈ Y '�� ���#

xS 3������"����� ��,���  ����4 %"� ���"�$38>�-�� ��� x = xS ��-�%�� � ���-���  ����4
%"� ���!��0 �������,%�8>�- 6�3 ���"�$�4�8*�

�1����#�-0 ���3�4�� xS ���"�$3�� @���� 9�"#=��A '� @��!������ ���"�A* + ��!����"#1
�� �� 5"�/���3 + ��-�% � ����������38>�� �� ���3�1���!�. ���&�  �����0 �� �3>����3��
%�3 �/ ���3�4�� x �= xS 0 ��� !�����/ 3��"�&���"��# 9 ���  ������� fi[x

S ] �� ��-�%�� � �$�

���������� 3���#=�"��# 9 ���  ������� Ri[x
S ] �� ���!���

(������0 &�� �9c�%������ @��1����-A � @�1����#�-A ��"����� ��!����� ���"� �� @%�/1
�����A ��!�������/ ������ �� � G() Γ1� ��"#!� ��3������/ �����3� � ��!������ $���������
%"� Γ1 �� min

y∈Y
Fi(x, y) (i ∈ N)0 � ���=��/ ��!���3� + �� ��!���3� �� 5"�/���3� (%��# ��$1

��,� $�� ����������� %"� %�"#��/=�- ���"�%�����/� ;����� �$ ��- + $������# �����3�
�� 5"�/���3 �� �����3� �� ;�����0 �� O����/�30 �� �,�22���30 !��3��38 ������"#����#
� 3��������# ���$� ��,%3 ��!��� ��$��� ��=������� ������ ������"���� ����������� ��
�����"���� :;� ! 9�"#=�� ��-�%��0 � �$��� ���� � ����%�"���� �  ������� + @���� ��1
"��#!��A� ;�6���3 ��,�� $������# �!�"���� �����3� '�$ ��3������ � �����3�� � ��!��1
����* �� ��!����� '����&��"�� �=�*0 ��� ���� 3��"�&�� %"� ��!����- i ∈ N  ��������

��!,� �������� ���$� ��,%3 ��!��� ��=������ '��!����� ����!� ��!� � �"��� ���1
��%�� � ���� ��2�� E	�F*�

�#"�1#��� ?� G���%�"���� � ��$��"��� ���%"�,��# �"�%38>�/ !�����3!����/ �����9
���������� 5P��� G� ���%���� ! &����� 6������

Y��� 	� ;� fi(x, y) ��/�� max
z∈X

fi(z, y) = ψi[y] � ��������# 23�!4�8 ���!� '�� 56��%,37

)�-���3* %"� !������� fi(x, y)0 � ������ Ri(x, y) = ψi[y]− fi(x, y) (i ∈ N)�
Y��� �� ;�������#  ������� ��-�%�� fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y) � ���!�� Ri[x] = max

y∈Y
Ri(x, y) (i ∈

∈ N)�
Y��� D� �"� N 1!�������"#��/ ������ ���"#��/ $�%�&�  ������/ Γa �&��"��# ��!����"#1

�38 �� 5"�/���3 ������ �8 xS � (%��# ��,�� ��������# 3����,%���� 	 �"� ��!,� �"�%38>�/
����-�% ! ����"#$�����8 !��4��4�� ;�����1��!����"#������ )������� 6�� ��������

�!����)���� :� 5����� �� xP ∈ X ��$������ ��������	��� �� %����� '#����������*
� $�%�&� 'D�	*0 ��"� %"� "89- ������ �/ x ∈ X ����������� ������� ����������

Fi[x] � Fi[x
P ] (i ∈ N),

�$ !����- -��� 9 �%�� ���� ���

(������0 &��0 ��1����-0 �$ ����%�"���/ � � D �"�%3��0 &�� "89�� ��!����"#��� �� ;�1
���� ������ �� ��"����� �%���������� ��!����"#��/ �� 5"�/���3. �9������0 ���9>�  �����0
�������. ��1����-0 �� "���� "���� ���"��� E	B0 K� 
	F ������ �� xP ∈ X0 3%��"������8>��
3�"���8

max
x∈X

∑
i∈N

αiFi[x] =
∑
i∈N

αiFi[x
P ] 'D�D*



)��/ ��%-�% ! ��� �!�������"#�� $�%�&�� �

���������� ��	
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��� !�!�-1"�9� αi = const > 00 93%�� ��!����"#��/ �� ;����� %"� $�%�&� 'D�	*�
;�"�,�� � 'D�D* %"� %�3-!�������"#��/ $�%�&� 3,� ��������� α1 = α2 = 10 ��"3&�� %"�

���������� ��!����"#��/ �� ;����� '� $��&��0 � �� 5"�/���3* ������ �� xS ���������

max
x∈X

(F1[x] + F2[x]) = F1[x
S ] + F2[x

S ].

Y��� B� ;� xS ����%�"��# $��&����  ������/ fi[x
S ] � Ri[x

S ] (i ∈ N) � ��������# %�� N 1��!1
���� f [xS ] = (f1[x

S], . . . , fN [xS ])0 R[xS ] = (R1[x
S ], . . . , RN [xS ])�

;�"3&����� � ��$3"#���� ���/!� (xS , f [xS], R[xS ]) !�! ��$ � �9��$3�� ��!���� 5P��0 3%�1
�"������8>�� ����%�"���8 D0 �� ���# � ��$3"#���� ���������� ������ �� xS ����,%����� %"�
!�,%� � i1 � !������� fi(x, y)  ������������/ ��-�% fi[x

S ] �  ������������� ���!�� '��
56��%,37)�-���3* Ri[x

S ] (i ∈ N)�

� :� �%$� � �%/&�4 !�� �����%�@�$# �� �$)#�# !& �-A)��&"- � �#)B5�&"-
��!&8�5#"

��! 3,� ����� 3������"��#0 ���- "�40 �������8>�- ��=����0 %�"�� �� ��� !��� �����
� �����/ ������� ��-0 !�� �� "89�� ���!����# '���!�2�9*0 ����� + "89���"� ���!� '���!�1
2�"*0 �0 ��!���40 ����#� + !�� ��=�" �%���������� 3&�����# !�! �4��!� !�������� '��-�1
%*0 ��! � ���!� '���!���/���"*� � ������>�� ��$%�"� ����#� !�! ��$ � 93%�� ��/%��� ��=�1
��� $�%�&� � %������2�!�4�� '$�  �%* �!"�%� �� �39"����3 � ��"8����3 %���$���� � ��&!�
$����� �������������� (������0 &�� ��%�9��/ $�%�&� 9"� �����>��� ����#� E	L0 Q� �F0  %� ��1
"3&�� ��$3"#���0 ��"�&�� �� �����%���- ��,�� ��"� � ���0 &�� �"�/������!�� ��=����
�9��$38� ���,�����0 6"����� !����� �0 ���9>�  �����0 ��$"�&�� � !�! � E	LF0 ��! � � ��1
����>�/ ����#� 2� 3���38� ��$�� 6"����� �%�� � � �� � ,� ���,������

;���/%�� �������%������� ! $�%�&� %������2�!�4��� )���>���38 $�  �% �3��3 �%���&1

�� � �!"�%� ��,�� E	
0 K� ��7L�F ���%������# � ��%� φ(x, y) = x(1 + r) +
(1− x)

k
(1 + d)y '%�1

"�� ��%��9�� �9c�������� ��&��3*0 � ��� 6��� ��$��!��� �%��!�������"#��� $�%�&� Γ1 =
=

〈
X,Y, φ(x, y)

〉
� ���"�%�����8 ������ ��!�/ $�%�&� � �����>��� ����#� E	LF� ��� ��/%���

 �������������� ��=���� � ��&!� $����� ���!�2�"�0 ���!�2�9� � ���!���/���"�� G�"�&��
������>�/ ��9�� �� E	LF � ���0 &�� � E	LF ���"�%����� $�%�&� �$�����������	��� '� �%���
!�������� φ(x, y)*0 � $%��# 93%�� ������������# $������������	�
� ���"� Γ1 � !���������

f1(x) = x(1 + r), f2(x, y) =
(1− x)

k
(1 + d)y. 'B�	*

;���/ !������/ �$��&��� %�-�% '&���$  �%* �� �"�,����/ � �39"��/ %���$�� �3��
x0 �����/ + %�-�% �� �"�,���� �����=�/�� �3�� (1 − x) � ��"8��/ %���$��� � 'B�	* r
� d + ���4����� ����!� �� �39"����3 � ��"8����3 %���$���� ��������������. k � y + !3��
��"8� � ��&�"� � � !��4�  �%� ��������������. x ∈ [0; 1] + %��9#0 !������ �!"�% �%�� � �39"�
������%�"��� �� �39"��38 � ��"8��38 &����� ��"� � ���0 &�� ��"� $����0 !�! ������%�"��#
�%�� �39"# �� %���$����0 �� ���������� ����0 !�! ������%�"��# � "8938 �3��3� �� %� x ���#

%�"� �"�,���� �39"�0 � ������! (1− x) �!"�%&�! !��������3�� � ��"8�3
1− x

k
� ����>��� ��

�� ��"8��/ %���$��� � !��4�  �%� � ����>#8 �9�����/ !�������4��
(1− x)

k
(1+d)y ��"8��/

�!"�% �� !3��3 y ������%���� � �39"� � ��� ���� ��"�&����# ����%�"����� �3���/ f1(x) +
+f2(x, y)� �"� �!"�%&�!� ���93���� ����%�"��# %�"8 x0 ��� !�����/ ��!�� ��� ���� ��"�&����#
93%�� !�! ��,�� 9�"#=�/� ;�� 6��� �"�%3�� 3&���#0 &�� 93%3>�/ !3�� ��"8� y0 !�! �����"�0
���$������� )� ���1��!� 93%�� ��"� ��#0 &�� �� $�%�� !���%���� ��$��,�- $��&���/0 � ������
y ∈ [a, b]0  %� ��������� b > a > 0 $�%�� �"� !�!��1�� �9��$�� ��"3&�� ��������

���!0 ��������&��!38 ��%�"# ��������������/ %�3-!�������"#��/ $�%�&� � %������2�1
!�4�� ��,�� ���%������# 3����%�&����/ ���/!�/

Γ2 =
〈
X = [0, 1], Y = [a, b], {fi(x, y)}i=1,2

〉
, 'B��*



	� ���� ���!��0 ���� C3!���!�/0 ���� ����&��!�0 5�;� 5�������

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

 %� 23�!4�� fi(x, y) ����%�"�� � 'B�	*0 � 'B��* + ���,����� X = [0, 1] ������ �/ x 3 :;�
'�!"�%&�!�*0 Y = [a, b] + ���,����� ������%�"�������/ y0 ��!���40 fi(x, y) + 23�!4�� ��"�$1
����� '!�������* �!"�%&�!�0 $��&���� !����- ��$��8��� ����$���� 5 ��&!� $����� ������
���"�%������ �����4�/ Γ2 ���# %�3-!�������"#��� $�%�&� �������� ��=���/ ��� ������%�1
"�������� )�"�&�� ������%�"�������0 � ��!,� ,�"���� �� 3&���# ����� ���$�� � ���!�� +
@��$��,����#8 ��!"������ !�!�-1"�9� ��"�&�� �� ,�"���- $��&���/A E
0 K� 	�F� �"� 6�� �0
!�! 3,� 3������"��#0 93%�� ����"#$����# ���!� �� 56��%,37)�-���3� ���������� %"� 'B��*
��� �"3&�� '��� ���� 	*?

1) k
1 + r

1 + d
� a; 2) k

1 + r

1 + d
� b; 3) a < k

1 + r

1 + d
< b.

������ � y
� � �

1 + r

1 + d
k

a b

������ � y
� � �
a b 1 + r

1 + d
k

������ � y
� � �
a 1 + r

1 + d
k

b

�%� �� ��� ��$��,����� �$����- �����"�,���/ ��&!� k
1 + r

1 + d
� ����$!� [a, b] �� ��� y

5"3&�� 	 � �� ��! 9"� 3�����3��0 Γ2 + %�3-!�������"#��� $�%�&� ��� ������%�"��������
��=����� 93%�� ��!��# �� ������ ����%�"���� B0 9�$��38>� ��� �� !��4��4�� �������	�����

�� %������

>5���(����� 2� &��
� ��$ "'() � ��$��� Γ2 � ������� 1 � 2 ��$�� ���$�����*

(xS , f [xS ], R[xS ]) = (xS ; f1[x
S ], f2[x

S ];R1[x
S ], R2[x

S ]) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(
0; 0,

1 + d

k
a; 1 + r, 0

)
,

1 + r

1 + d
k � a,

(
1; 1 + r, 0; 0,

1 + d

k
b
)
,

1 + r

1 + d
k � b,

�� ���	 � ������ ������ (��� 1) +%) ����$
���� ���	 ����	 � ������
� $������ � � �����

�$� � �����
� ������ (���������,) �������� ����� �� ���	!�
1 + d

k
a� � �� ������ - ����$
�

���� ����	 � ������
� $������ � ����� �$ �������� � �����
� ������ �� ���	!� (1+ r) ���

���
� ������ �����
 y � ������� ���� �$� (������� � ����� ������� ����� ��������	

���
� �������� �� a $� b) 

� � ! � $ � � � " # � � � �� ;����%�� � %�� =� �� )� ������ =� �0 �"�%3� 6����� �$ $���&���� L0
�������� ��� ��38 2N 1!�������"#�38 $�%�&3  ������/ Γg0 � $���� � �� ����>#8 N 1!������1
�"#�38 $�%�&3 'D�	*� )� ������ =� � %"� 6��/ $�%�&� 'D�	*0 ����"#$3� 3����,%���� 	0 ��/%��
��!����"#�38 �� 5"�/���3 ������ �8 xS 0 � ����>#8 !�����/ � �������� ���/ ��% 5P��
%"� %�3-!�������"#��/ $�%�&� 'B��*�

; � � �  / = �  � � 'B��* ���/ ��% !�������� �"�%38>�/?

f1(x, y) = f1(x) = x(1 + r), f2(x, y) =
(1− x)

k
(1 + d)y.

Y��� 	� 5 ����>#8 '	�D* ����%�"�� 23�!4�� ���!� �� 56��%,37)�-���3?

R1(x, y) =

[
max
z∈[0,1]

f1(z)

]
− (1 + r)x = (1 + r)− x(1 + r) = (1− x)(1 + r),

R2(x, y) =

[
max
z∈[0,1]

f2(z, y)

]
− (1− x)

1 + d

k
y =

1 + d

k
y − (1− x)

1 + d

k
y = xy

1 + d

k
.

�'�	�� ������  ������ �	�(� ����)������) � ��)�*+, ��
-��- )���)�	+
��� �� .�����/ � ��	�$
����
, ����+��� �	�(�0 ���	����) ��������
� �&
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Y��� �� ;������� �����# ��"#��  ������� ��-�%�� � ���!��?

f1[x] = min
y∈[a,b]

x(1 + r) = x(1 + r), f2[x] = min
y∈[a,b]

(1− x)
1 + d

k
y = (1− x)

1 + d

k
a,

R1[x] = max
y∈[a,b]

R1(x, y) = (1− x)(1 + r), R2[x] = max
y∈[a,b]

R2(x, y) = x
1 + d

k
b.

Y��� D� �� %� &����-!�������"#��� $�%�&�  ������/ 93%�� ����# ��%

Γg =
〈
X = [0, 1], {fi[x], −Ri[x]}i=1,2

〉
.

�$ 6���� � ��!,� �"�%3�� ��$��,����# ����%�"��# !�������

F1[x] = f1[x]−R1[x] = x(1 + r)− (1− x)(1 + r) = (2x− 1)(1 + r),

F2[x] = f2[x]−R2[x] = (1− x)
1 + d

k
a− x

1 + d

k
b =

1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x

�� ������ ���"#��/ %�3-!�������"#��/ $�%�&� 'D�	*?

Γa =
〈
X = [0, 1], {Fi[x]}i=1,2

〉
.

� � � � � / = �  �
Y��� B� ��!����$��3�� �3��3 !��������?

max
[0,1]

(F1[x] + F2[x]) = F1[x
S ] + F2[x

S ].

� ��$3"#���� �������� ��!����"#�38 �� ;����� �0 �"�%�����"#��0 �� 5"�/���3 ������ �8 xS

�� "���� ��������3

F [xS ] = max
[0,1]

F [x]; 'B�D*

$%��#

F [x] = F1[x] + F2[x] = (2x− 1)(1 + r) +
1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x =

= x
[
2(1 + r)− 1 + d

k
(a+ b)

]− (1 + r) +
1 + d

k
a =

1 + d

k

{
[2γ − (a+ b)]x− γ + a

}
,

 %� ���������� γ =
1 + r

1 + d
k� ��!����$��3���� 23�!4�� F [x] "���/�� �� x0 ����%�"��� ��

����$!� [0, 1] � ��6���3 ��,�� %���� ��# ��!���3�� "�=# �  ����&�- ��&!�- ����$!� [0, 1]0

�� ���# ��� x = 0 � '"�9�* ��� x = 1� ;�� x = 0 93%�� F [0] =
1 + d

k
(a − γ)0 � ��� x = 1 �����

F [1] =
1 + d

k
(γ − b)�

��"� a � γ0 �� a− γ � 0 � γ− a > γ− b� ;�6���3 F [0] =
1 + d

k
(a− γ) > F [1] =

1 + d

k
(γ − b).

��"� γ � b0 �� γ − b � 0 � b− γ > a− γ� ;�6���3 F [1] =
1 + d

k
(γ − b) > F [0] =

1 + d

k
(a− γ).

��!�� �9��$��0 ��!���3� � 'B�D*?
�* ��� a � γ ���"�$3���� ��� xS = 0. 9* ��� γ � b ���"�$3���� ��� xS = 1�

5���������38>��  ������� ��"3&�� ���8%� � �$ 6���� �? f1[0] = 00 f2[0] =
1 + d

k
a0 R1[0] = 1+r0

R2[0] = 0. f1[1] = 1 + r0 f2[1] = 00 R1[1] = 10 R2[1] =
1 + d

k
b� ���!0 � 3&���� �9�$��&����

γ =
1 + r

1 + d
k ��"3&�"� ������%"�����# 3����,%���� ��
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(������0 &��0 ��1����-0 R1[0] = 1+r �$��&��� ���!0 � !����� f1[0] = 0 @�� %��� �����A %�
���� � 9�"#=� � ��-�%� f1[1] = 1+r '� 6��� ���" ���!� �� 56��%,37)�-���3*� ���"� �&�/

���" ����� R2[1] =
1 + d

k
b� ��1����-0 ��$3"#��� 3����,%���� � ��"3&�� � ����#� E	�F

�����9��0 ��"�&�� �� ����"#$3��� � � %�!�$���"#���� 3����,%���� �� �
;���/%�� ! �"3&�8 D� ;�� 6��� 93%�� ��������#0 ��1����-0 ��$3"#��� 6���� D %�!�$�1

��"#���� ���%%3>� � 3����,%���� �0 � &�������� %�3-!�������"#�38 $�%�&3

Γa = 〈X = [0, 1], {Fi[x]}i=1,2〉,

 %�

F1[x] = (2x− 1)(1 + r), F2[x] =
1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x; 'B�B*

��1����-0 %������&�� 3�"���� 'D��* �3>���������� xS �$ 3����,%���� 	0 !����� %"� $�%�&�
%������2�!�4�� 'B��* ����3� ��%

min
i=1,2

Fi[x
S ] = max

x∈[0,1]
min
i=1,2

Fi[x].

>5���(����� 9� %�� a <
1 + r

1 + d
k < b "'() � ��$��� Γ2 ����� ��$

(xS , f [xS], R[xS]) = (xS ; f1[x
S ], f2[x

S ]; R1[x
S ], R2[x

S ]) =

=

(
γ + a

2γ + a+ b
;
(γ + a)(1 + r)

2γ + a+ b
,

γ + b

2γ + a+ b

1 + d

k
a; (1 + r)

γ + b

2γ + a+ b
, b

1 + d

k

γ + a

2γ + a+ b

)
.

'B��*

� � ! � $ � � � " # � � � �� ;�������  ��2�!� 23�!4�/ F1[x] � F2[x] �$ 'B�B*� Y�� 23�!4��
"���/� �� x0 ����%�"�� �� !����!�� [0, 1]0 �  ��2�!� ���%����"�� �� ���� �

J3�!4�� min
i=1,2

{F1[x], F2[x]} �%�"��� �� ���3�!� � ,����/ "����/0 6�� 3 �" ABC� ��&!� B

����%�"����� %"� max
x∈[0,1]

min
i=1,2

{F1[x], F2[x]} ���������� '��� ���� �*

F1[x
S ] = F2[x

S ]

�"�0 � 3&���� 'B�B*0

xS
[
2(1 + r) +

1 + d

k
(a+ b)

]
= 1 + r +

1 + d

k
a.

d 3&���� �9�$��&���� γ =
1 + r

1 + d
k ��"3&��� xS

[
2γ + a+ b] = γ + a, ��!3%�

xS =
γ + a

2γ + a+ b
, 1− xS =

γ + b

2γ + a+ b
.

)�!���40 � ����>#8 2���3" �$ 6���� � '%�!�$���"#���� 3����,%���� �* ��-�%�� ��"#��
 ������� ��-�%�� � ���!��?

f1[x
S ] = (1 + r)

γ + a

2γ + a+ b
, f2[x

S ] =
1 + d

k
a

γ + b

2γ + a+ b
,

R1[x
S ] = (1 + r)

γ + b

2γ + a+ b
, R2[x

S ] =
1 + d

k
b

γ + a

2γ + a+ b
.

���!0 ��"3&�� '3����,%���� D* �"�%38>�/ ��$3"#���? ��� a <
1 + r

1 + d
k < b ��"#��  �1

������������� �� ��-�%�� � ���!�� ��=���� $�%�&� %������2�!�4�� '����%�"���� �* ���1
�� ��% 'B��*� G�� ��!����%3�� :;� �� !�,%� � �39"� ���8>�/�� �9>�/ �3�� %��� &���#
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�

�

�

�

�

� �

F1, F2

−1 + d

k
b

−(1 + r)

0 1

1 + d

k
a

1 + r

A

C

B

xS x

1/2

F1[x]

F2[x]

�%� 2� P��2�!� 23�!4�/0 ����%�"���- � 'B�B*

γ + a

2γ + a+ b
�"�,��# � �39"��/ %���$��0 � ������!

γ + b

2γ + a+ b
+ � ��"8��/� �� %� &���$

 �% �!"�%&�! ��"3&�� �� �39"���� �!"�%� �3��3 (1 + r)
γ + a

2γ + a+ b
� ���!�� '�� 56��%,37

)�-���3* (1 + r)
γ + b

2γ + a+ b
0 � �� ��"8���� @$���9����� � �39"�-A

1 + d

k
a

γ + b

2γ + a+ b
� ���!��

1 + d

k
b

γ + a

2γ + a+ b
0 ��� 6��� � ��&����  �%� !3�� ��"8� ��,�� !�"�9��#�� � ���%�"�- �� a %�

b "89� �9��$��� �

�#"�1#��� C� ;�� � ����&����
1 + r

1 + d
k � a '�"3&�/ 	* �!"�%&�!3 ��!����%3���� ��� %��# �

�"�,��# � ��"8��/ %���$��0 �9� &���$  �% !�,%/ �39"# ��3 �������� %�-�% �� ���#=�
1 + d

k
a � �3"��� ���!�� '3����,%���� �*�

��"� ,�
1 + r

1 + d
k � b '�"3&�/ �*0 �� �!"�%&�!3 ��!����%3���� '3����,%���� �* �"�,��# ���

%��# � � �39"��/ %���$��0 &�� �������� ��3 &���$  �% � �3"��� ���!�� %�-�% �� !�,%� �
�"�,���� � �39"� �� ���#=� 1 + r�
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