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���� � ���� �	�� ��� ���������� ����	��� ����
� �	���	��� ����� � � ������� !	 �	�� ������ ����	����� 	!�����	" � #$�% �	�� ������� �������
��� � ������� ������& ������� �	
�������������� ��'�� ��!�������& �	 ����� �� ����������(
����� �� ����	�	" 	��� ) ��
	 � �	��*��	& � 	 ��	
��+��" �������� ������� �	
��������������
����� 8/15& !����� �� 	 ��*�� [0; 2] 	� �	� ���� �� �  �� �  	�+�	  ��  	���� �� ������ (0; 1)& #,(������

*�!��+ �	 	��� �	���-� ���+ ����� . ��� /� 0	��*��	  ��-�& � 	 ��	
��+��" ������� T̃ (x) �����
−8/15 � �� 	 ��*�� [0; 2] �	� ���� �� �  �� �  	�+�	  ��  	���� �� ������ (1; 2)& #,(������ *�!��+ �	 	(
��� �	���-� ���+ ����� 1 ��� 〈11〉� ��	��  	�	& �� 	 ��*�� [1/2; 1] �������� ��	
��+��" �������
������� �	
��������������& �����" −2/15� 2�"���� ��	
��+��� 3�� ������ �  	��� 3�� ������

������� log2 x + T̃ (x)/x� 4 !	�	5+' !	�������� ��*��+ � 	� �* �	����� �	
���� ��� ����	���
���� � �	���	��� ���� ��������  	���� 	����� ��� 3 �� �����
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������ ���������� ��� ��� ! 	" �� �# $�����%&' (#����)�)��  ��*�#+ $�� �& ���� $�,
-��.+ ��. /�&#�  ����.0 12��.1��#�$ T̃ (x)+ �����&&�3 ����.0 � ���� $��� 4�)� 567" ��.
�* ���& . � /���' ��)) � #�� ���#� 2��.8 �" �� )�&�& � ����*�&&' ��9��%����� ��.
�����  9 /��)�� ����.0 ��*&' ���&�# (� ' � /���' ��))�

��. ����&�& . ��������%&� � ��9��%����) ��. /�&#�  T̃ (x) �� ����& �����������-,
: � ��9��%��� ��. &������&�3 & $�� &� � //���&� ���)�3 /�&#�  ��#�$ + �� ��&&�3
� 	;�< $��� 4�)� 5	�7"�

=���%. ����� �  9 *����' ����$��/��� � > 	 ��& ��9� *&� ��������& . /�&#�  
����.0 12��.1��#�$ + ��)�:�& �� $��/ #+ � ��#?� �� ����&� ��������& � /�&#�  ��#�$ �
� > � ) &���) &��) #�&����#� - #�� ���# 2��. ��. &������%&' * ��� 4�)� 5@7"+ � ��#?�
�� ��� ) /��)��� ����.0 ��. �* ���& . ��� *&' � /���' ��)) � (��3 #�� ���#�+  �,
���%9�-:�- /�&#� - ����.0 12��.1��#�$ � ���)� ��$�+ �� ����&� �&���$ *&�. /��)���
��������1����&?� ��. �* ���& . � /���' ��)) &�9�#�� ����&&' * ���+  ����%9�-:�.
/�&#� - ��#�$ 4�)� 5�+		7"� � > < �&�*��� ) /��)�� ���) ��9��%��� ��'�&� 	;�; $��� � $��,
���%&�) )�#� )�)� /�&#�  ��#�$ 4�)� 5�7"� ����� � �����)� 	 ) ��#�9���) �&���$ *&3
��9��%��� ��. /�&#�  ����.0 12��.1��#�$ + �� ���. �� $�����%&� (#����)�)  ��*# +
$�� �& ���� $�-��.� � #�*����� ������� . &�3��& $�����%&� (#����)�) /�&#�  T̃ (x) &�
����9#� [1/2; 1]� � �����)� � �* ���& $�����%&� (#����)�)  ��*# (#����)�)� ��. /�&#,
�  log2 x+ T̃ (x)/x� � > @ � ��)�:%- ����*�&&' ��9��%�����  9 /��)�� ����.0 �����&�
��*&�. ���&#� ��. ��� *&' � /���' ��)) � #�� ���#� 2��.�
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(a) (b)

�� ! "! 2��/ # /�&#� 3! (a) y = T̃0(x) 4, , ,"+ y = T̃3(x) 4C1" 8 (b) y = T̃ (x)

# "! �$%���&���' ()�*+�, �-./'0���%�'��/*/1� � �/*/1�

�������� 	
��������������� T̃ (x) ) &�9���) /�&#� -+ �������.�)�- /�&#� �,
&��%&) �.��)

T̃ (x) =

∞∑
n=0

1

2n
T̃0(2

nx), x ∈ R, 4	"

$�� T̃0(x) = 2ρ(x/2+1/4,Z)− 1/2+ ��� * &� ρ(y,Z) = |{y+1/2}− 1/2| C (�� ������.& � )�?��
��*#�3 y ∈ R  �� ?�30�3 # &�3 ����3 ��*#�3+ {y} C ����&�. *���% * ��� y� D� 0 � x � 2
/�&#� - T̃0(x) )�?&� 9����% ��#?� �����-: ) /��)���) !

T̃0(x) =

⎧⎨
⎩

x �� x ∈ [0; 1/2],
1− x �� x ∈ [1/2; 3/2],
x− 2 �� x ∈ [3/2; 2].

4�"

E��� *&� ��)) �.�� 4	" ����) ���9&�*��% *���9 T̃m(x)!

T̃m(x) =

m∑
n=0

1

2n
T̃0(2

nx), m = 0, 1, 2, 3, . . . . 4<"

F�&#� . T̃ (x) �� �-��) m = 1, 2, . . . ���* &.���. ����&����

T̃ (x) = T̃m−1(x) +
1

2m
T̃ (2mx), x ∈ R, 4@"

#������ )�?&� ��#�9��% ������3 ������#�3 �  ����%9���& �) /��)�� 4	"  4<"�
A*�� �&�+ /�&#�  T̃ (x)  T̃m(x)+ m = 0, 1, 2, . . .+ ����
����� � ����
�
� 2� ���)� ��$�+

� ��9��� 5	+ G� @<7 �#�9�&�+ *�� ������ 	
��������������� ����� ����������� �
 ����� ��

��������������� �� R�
H� � �� 	 �� ����& $��/ # /�&#� 3 y = T̃0(x) 4����� ��&#� ��)"+ y = T̃3(x) 4�����

����0&�3 � & �3"  /�&#�  y = T̃ (x) 4������"�
A�)�� )+ *��  �'��&� � 56+ G� 	
�7 /�&#� - T̃ (x) ����.0 &�9��� �� !" #!$!%& '()*+&,)-�

A&� ��� 9���&� � 0% &� ����9#� [0; 1]+ �� *�) � ��))� 4	" ��� * & T̃0(2
nx)+ #����� )

���9&�* ) *���9 Kn(x)+ �������.� �% � ��)�:%- ��#����&�&' ����&�0�& 3

K0(x) = T0(x), Kn+1(x) = sign(x− 1/2) ·Kn(2T0(x)), n = 0, 1, . . . ,

$�� T0(x) = ρ(x,Z)�



2�����%&� (#����)�) /�&#�  ����.0 12��.1��#�$ 	;
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�#�?�) ��#?� �:� ��&� /��)��� ��. T̃ (x)+ �� ����&&�- � 5	+ G� <�1<67!

T̃ (x) =

∞∑
n=0

(−1)εn(x)

2n
T0(2

nx), x ∈ R,

$�� εn(x) C (�� n,. � /�� ����� 9��.��3 � ��� *&�) ��9��?�&  * ��� x�
F�&#� . ����.0 12��.1��#�$ �� #�&����#�  �&���$ *&� �� ��&&�3 �:� � 	;�< $���

������� ������ T (x) 4�)� 5	�7"+ #�����.+ #�#  T̃ (x)+ ��-�� &������&�+ &� & $�� &� � //�,
��&� ���)� &� R!

T (x) =

∞∑
n=0

1

2n
T0(2

nx), x ∈ R.

=��3����) /�&#�  ��#�$  �� ����:�& 3 ����.:�& ��9�� 5	+ �7 4�)� ��#?� 5<7"�

# 2! ��-�3�4� +�(%-�4�  )554 � ()�*+�� �-./'0���%�'��/*/1� � �/*/1�

F�&#� . ����.0 12��.1��#�$ T̃ (x)  ����%9������% � 567 ��. �* ���& . � /���' ��))
� #�� ���#� 2��.�

H���)& )+ *�� �
� ���+ 9�����&����&&3 � 	;�< $��� 4�)� 5@7"+ #�?��)� &������%&�)� * �,
�� n � ��� *&) ��9��?�& �) n = nk2

k+nk−12
k−1+ . . .+n12

1+n0+ $�� nk, nk−1, . . . n0 ∈ {0; 1}+
���������.�� ������������%&���% ��� *&' � /� g(n) = {nk, nk ⊕ nk−1, . . . , n2 ⊕ n1, n1 ⊕ n0}
49���% 9&�# ⊕ �9&�*��� ���?�& � �� )����- �"� A�& )  9 ��?&�30 ' ���3��� (��$� #��� .��.,
���. ��+ *�� �
���
��� .���/ ���/ �
�.��
��0�.1��/ ��0���.1��/ ����. 
0.����0� �
��


�� 
��� ������
A��9&�* ) *���9 s(n) ��))� nk+nk−1+. . .+n0 ��� *&' � /� * ��� n+ *���9 s̃(n) C ��))�

� /� � #�� ���#� 2��. * ��� n+ �� ���% � ������������%&��� g(n)� �����) ��#?� � /����

��)) S1(N) =
N−1∑
n=0

s(n)  S̃1(N) =
N−1∑
n=0

s̃(n)� �9 ��9��%����� 56+ G� 	
	1	
�7 ���#��� /��)���

��. S̃1(N)+  ����%9�-:�. /�&#� - ����.0 12��.1��#�$ T̃ (x)!

S̃1(N) =
N log2N

2
+

N

2
·
(
1− {log2N} − 21−{log2 N} · T̃ (2{log2 N}−1)

)
. 4�"

�&���$ *&�. /��)��� ��. ��)) S1(N) ��#?� ��:�������+ &� �)���� T̃ (x) � &�3  ����%9����.
/�&#� . ��#�$ T (x)� I�� /��)��� ��� ����*�&� ��������) � 	;6� $��� 4�)� 5		7"+ ����&?
����: � ��  �� ��� �3 &��#��%#�  &�3 � � 4�)� 5�7"!

S1(N) =
N log2N

2
+

N

2
·
(
1− {log2N} − 21−{log2 N} · T (2{log2 N}−1)

)
.

# 6! �&-./&7�4� 8* 9%�5)54 ()�*+�� �/*/1� � ()�*+�� �-./'0���%�'��/*/1�

2�����%&�  ��#��%&� (#����)�) /�&#�  ��#�$ &�0�� ��'�&� � *���&��� + ��. $��,
���%&�$� )�#� )�)� �& ��#�9�� �����-: 3 ��9��%��� 4 5�+ G� �@7+ �)� ��#?� 5;7"�

��-%�5/ :�/;/�< "=>=?! 2�
3��0�
 0
���� � �
0
��/ ������ ������ �
�0����0 ��
4

��
 �.
��.1�
�
 ���������� ����
�
 2/3� ��01 ��
3��0�
 0
���� ����5�/ ��
����� 6����1

x = . . . , x1x2 . . . xn . . .� ��
�.�0�
��5�� ��.
��� x2k+1 + x2k+2 = 1 �. k = 0, 1, . . .7

�9 (��3 �����) �������+ *�� ������ ������ �
�0����0 ��
��
 �.
��.1�
�
 ���������

� 0�/ � 0
.1�
 0�/ 0
���/ x� �
0
��� � ���0��� ����.��� � 
��
������ 4 ����0 6����1

.��1 �6 ���� 1 �.� 2 �
�.� 6��0
�!

x = . . . ,

[
1
2

[
1
2

. . . .

D���3��) #  9�*�& - $�����%&' (#����)�)�� /�&#�  ����.0 12��.1��#�$ T̃ (x)� D�,
�#��%#� T̃ (x)  )��� ��� �� 2+ �� �������*&� ����)�����% � 0% �� (#����)�) &� ����9#� [0; 2]�
��. ��#�9����%���� �����) 	 &�) ��&���� ��. �����-:�. ��))��



�� A��� 2��# &+ =�B� 2��# &�
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� �� �
� ��� 	

��55/ "! 	� �.
��.1��� �������� �� 
0��6�� [0; 1] ���0���
� ����� T̃3(x)� 
�����.���
�
� 4<"� ����� 1/27 8� �
�0����0� �
 ���/ 0
���/ 
�9������� 
0��6�
� [4/16; 5/16]∪[8/16; 9/16]
� 0
.1�
 � ��/7

�� �.
��.1��� ������� ������� T̃3(x) �� 
0��6�� [1/2; 1] ����� −1/87 8� �
�0����0� �


���/ 0
���/ 
0��6�� [14/16; 15/16] � 0
.1�
 � ��/7

� � # � 9 � � � � % � � � �� ��# ��#�9��-� �* ���& .+ /�&#� . T̃3(x) � ��*#�' xk = k/16+
k = 0, . . . , 16+ �� & )��� 9&�*�& .+ ����������&&� & ?� � ���� ���

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

T̃3(xk) 0 1/4 3/8 3/8 1/2 1/2 3/8 3/8 1/2 1/2 3/8 1/8 0 0 −1/8 −1/8 0

���)� ��$�+ /�&#� . T̃3(x) &������&� &� [0; 1]  .��.���. � &�3&�3 &� #�?��)  9 ����9#��
[(k − 1)/16; k/16]+ k = 1, . . . , 16� A��-��   9 ��&&'+ �� ����&&' � ���� ��+ �����-� �����,
?��& . ��&#��� 	  � ��))� �

� �����-:�3 �����)� &�3��& $�����%&� (#����)�) /�&#�  ����.0 12��.1��#�$ �

��-%�5/ "! 	� :� 
0��6�� [0; 2] �.
��.1��� �������� ������� 	
��������������� T̃ (x)
����� 8/157 2�
3��0�
 0
��� �� �.
��.1�
�
 ��������� �� [0; 2] �
�0
�0 �6 ���/ 0
���

��0����.� (0; 1)� 6����1 �
0
��/ � ���0��� ����.��� � 
��
������ 16 �
���3�0 .��1 �����

4 �.� 8:

x = 0,

[
4
8

[
4
8

. . . .

:�����1�� 0
��� ��������� ; <0
 0,444 . . . = 4/15� ����
.1�� 0
��� ��������� ; <0


0,888 . . . = 8/157

�� :� 
0��6�� [0; 2] �.
��.1��� ������� ������� 	
��������������� ����� −8/157
2�
3��0�
 0
��� �� �.
��.1�
�
 �������� �� [0; 2] �
�0
�0 �6 ���/ 0
��� ��0����.� (1; 2)�
6����1 �
0
��/ � ���0��� ����.��� � 
��
������ 16 �
���3�0 .��1 ����� 7 �.� 〈11〉:

x = 1,

[
7
〈11〉

[
7
〈11〉 . . . .

:�����1�� 0
��� �������� ; <0
 0,777 . . . = 7/15� ����
.1�� 0
��� �������� ; <0


0,〈11〉〈11〉〈11〉 . . . = 11/157

� � # � 9 � � � � % � � � ��

(a) ��# /�&#� . T̃ (x) &�*��&�  ��� �� *&� &� R+ �� �����?��& � ��&#�� � �����) �������
 9 �����?��& . ��&#�� 	�

(b) ��#�?�) �����?��& � ��&#�� 	 �����)� ��. (��$� �&�*��� ��)�� )+ *��+ � � �� &�*��,
&���  ��� �� *&��� /�&#�  T̃ (x)+ � ��*#�' x = 0  x = 2 (#����)�)�� &���

�����+  ����%9�. /��)��� 4	"+ 9�� 0�) T̃ (x) � � �� T̃ (x) = T̃0(x) +R1(x)+ $��

R1(x) =
∞∑
n=1

1

2n
T̃0(2

nx), x ∈ R.

F�&#� . R1(x)  )��� ��� �� 	� ���)� ��$�+ �*�� �&�+ �� �-��) x  9  &������� (1; 2) ����,
&�&� &�����&���� T̃0(x) < T̃0(x− 1)� =���������%&�+ �� ���' x ∈ (1; 2)  )��)!

T̃ (x) = T̃0(x) +R1(x) < T̃0(x− 1) +R1(x− 1) = T̃ (x− 1).

D�(��)�  &������ (1; 2) &� �����? � ��*�# $�����%&�$� )�#� )�)� /�&#�  ����.0 12��.1
��#�$ &� [0; 2]+ �� ���% ��� ��# � ��*# ��?�� �  &������� (0; 1)�



2�����%&� (#����)�) /�&#�  ����.0 12��.1��#�$ �	
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� ��� 	

�:� ��9  ����%9�. /��)��� 4	"+ ���9 ) T̃ (x) *���9 *��� *&�- ��))� T̃3(x)!

T̃ (x) =

∞∑
n=0

1

16n
T̃3(16

nx), x ∈ R. 46"

�9 ��&#�� 	 ��)) 	 �������+ *�� maxx∈[0;1] T̃3(x) = 1/2+ � ��*# $�����%&�$� )�#� )�)�

/�&#�  T̃3(x) &� ����9#� [0; 1] � 	6,� *&�3 � ���)� �* ���& .  )�-� �����-:�- 9�� �%!

x = 0,x1x2x3 . . . , $�� x1 = 4  � x1 = 8, 4
"

�� *�) ������ )� � /�� 〈15〉 � ��� ���+ &��� )��! 5/16 = 0,4〈15〉〈15〉 . . .8 9/16 = 0,8〈15〉〈15〉 . . .�
A��-��   9 /��)�� 46" ��. ���' x ∈ [0; 2] ���#�-� ����&�0�& .

T̃ (x) =

∞∑
n=0

1

16n
T̃3(16

nx) �
∞∑
n=0

1

16n
· 1
2
=

1/2

1− 1/16
=

8

15
. 4�"

=���������%&�+ ��. ��#�9����%���� ����&���� maxx∈[0;2] T̃ (x) = 8/15 �������*&� �� ���� �� ,
)�� ��*�# x ∈ (0; 1)+ � #����' &�����&���� � 4�" ���&�� ��. ����&����)� I� ��*#  �����
��*#�) $�����%&�$� )�#� )�)� /�&#�  T̃ (x)�

A*�� �&�+ &�����&���� � 4�" ����� ����&����) ��$��  ���%#� ��$��+ #�$�� T̃3(16
nx) = 1/2

4�� ���% 16nx C ��*#� $�����%&�$� )�#� )�)� /�&#�  T̃3" ��. �-��$� n = 0, 1, 2, . . .� A��-��
  9 4
" ���#���+ *�� �� �-��) n = 0, 1, 2, . . . * ��� 16nx ���?&�  )��% 	6,� *&�- 9�� �%
� �� 16nx = . . . , yn . . .+ $�� yn = 4  � yn = 8� �����+ �����?��. ��  &��#�  + ����*��)+ *��
� 	6,� *&�3 9�� � * ��� x ���?& �� ����������% ���%#� � /� @  � �+ �� ���%

x = 0,

[
4
8

[
4
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. . . .
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�
 ��������� ������� 	
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�� 
0��6�� [0; 2] 
�.����0 �.����5��� ��
��0����=

	" �.�0� ��
3��0�
� ���0
�
���
�
 0��� � �
3�0 ��01 �
.����
 �6 
0��6�� [0; 1]
� ��6�.10�0� ���0�
�
 ���.� ���
�� �� ��3�
� �6 �
0
��/ ��3��� ����5��� 
0��6
�

��.�0� �� 16 �����/ ���0��� � �6 <0�/ ���0�� ����0� .��1 54� � 94� 
0��6�� (
�0�.1���

���.�0�);
�" ����0 /����
��
�� ��6����
�01 1/47

&�� 9��� 2! :� 
0��6�� [1/2; 1] �.
��.1��� �������� ������� 	
���������������

T̃ (x) ����� 8/15� � �.
��.1��� ������� ����� −2/157

� � # � 9 � � � � % � � � �� (a) =�$���&� ��&#�� 	 �����) 	 $�����%&3 )�#� )�) /�&#�  
T̃ (x) &� ����9#� [0; 2] ����& 8/15  ���� $����.+ � *���&��� + � ��*#� x = 8/15 � 	6,� *&�3
9�� �%- 8/15 = 0,888 . . .� D��#��%#� 8/15 ∈ [1/2; 1]+ �� $�����%&3 )�#� )�) T̃ (x) &� [1/2; 1]
��#?� ����& 8/15�

(b) �9 ����&�& . 4@" �� m = 2 ����*��)!

T̃ (x) = T̃1(x) +
1

4
T̃ (4x), x ∈ R.

J�$#� � ���%+ *�� T̃1(x) � 0 �� x ∈ [1/2; 1]  T̃1(x) = 0 �� x ∈ [3/4; 1]� D�(��)�  9 ��&#�� �
�����) 	 �� x ∈ [1/2; 1] �����-� ����&�0�& .

T̃ (x) = T̃1(x) +
1

4
T̃ (4x) � −1

4
· 8

15
= − 2

15
.



�� A��� 2��# &+ =�B� 2��# &�

���������� ��	
� �� �
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��#?� ��$#� � ���%+ *�� (� ����&�0�& . ������:�-��. � ����&����+ &��� )��+ � ��*#�
� 	6,� *&�3 9�� �%- 0,〈13〉〈13〉〈13〉 . . . = 13/15 ∈ [3/4; 1]� ��# ) ����9�)+ * ��� −2/15 .��.,
���. $�����%&) ) & )�)�) /�&#�  T̃ (x) &� ����9#� [1/2; 1]� �

=����-:�. �����)� ��?&� #�# ��)� �� ����+ ��#  ��. ����*�& . ���&# � /���' ��))
2��.� � �� /��)�� ���#�  ��#�9����%����  ����%9���& &�#�����  ��  9 ����� 5
7�

��-%�5/ 2! >������ ������� f(x) = log2 x+ T̃ (x)/x� x > 07 �
���

	" ��� ���/ x ∈ (0; 1/2] ���
.��0� ������0�
 f(x) = f(2x);
�" �.
��.1��� �������� ������� f(x) �� �
.���0����.� (0; 1] ����� log2(16/15) � �
�0�4

���0� 0
.1�
 � 0
���/ ���� 8/(15 · 2n)� n = 0, 1, 2, . . . ;
<" �.
��.1��� ������� ������� f(x) �� (0; 1] ����� log2(11/15) � �
�0����0� 0
.1�


� 0
���/ ���� 11/(15 · 2n)� n = 0, 1, 2, . . .7

� � # � 9 � � � � % � � � ��
	� �����%9�. ���3���� ��$�� /)�  /��)��� 4@" �� m = 1+ ����* )!

f(x) = (log2(2x) − 1) + (T̃0(x)/x + T̃ (2x)/(2x)).

A��-��+ �� �� 4�"+ �� x ∈ (0; 1/2] ������� ����&���� f(x) = f(2x)�
�� � � �� ��&#�� 	 �����) 	 ���&� ���&#� T̃ (x) � 8/15 �� x ∈ [4/15; 8/15]+ �� *�)

T̃ (4/15) = T̃ (8/15) = 8/15� =���������%&�+ f(8/15) = log2(8/15)+ T̃ (8/15)/(8/15) = log2(16/15)�
�����%+ �* ���. ����&���� f(x) = f(2x)  9 ��&#�� 	 �����) �+ &�) �������*&� ��#�9��%+

*�� f(x) < log2(16/15) �� ���' x ∈ (4/15; 8/15)� � ���- �*����%+ (�� &�����&���� ���&�� �%&�
����&�0�& - T̃ (x) < x(log2(16/15) − log2 x)� H� (�� ����&�0�& � ����&.���.+ ��# #�# ����.
*���% &� ������'�� � 8/15+ � �����. *���% ���#�� ����'  ���&� 8/15 �� x = 4/15  x = 8/15�

<� =&�*��� �* �� ) T̃ (11/15)� �����%9�. /��)��� 4@" �� m = 1+ /��)��� 4�"  ��&#� �
�����) 	+ ����*��)! T̃ (11/15) = T̃0(11/15) + 1/2 · T̃ (22/15) = (1− 11/15) + 1/2 · (−8/15) = 0�

����� &�'�� )! f(11/15) = log2(11/15) + T̃ (11/15)/(11/15) = log2(11/15)� =���������%,
&�+ � �*���) ����&���� f(x) = f(2x) �������*&� �� ���' x ∈ (1/2; 1)+ x �= 11/15 ��#�9��%
&�����&���� f(x) > log2(11/15)� � �&� ���&�� �%&� ����&�0�& - T̃ (x) > x(log2(11/15) −
− log2 x)+ #������ ) ��#�?�) � ��� (����! (a) �&�*��� ��#�?�) &�����&���� T̃ (x) > g(x)+ $��
g(x) = (1− x)(log2(1− x)− log2(4/15))8 (b) 9���) ��#�?�)+ *�� g(x) > x(log2(11/15) − log2 x)�

(a) K�)�� )+ *�� � �� ��&#�� � ��&&�3 �����) �� ���' ��*#�' x ∈ (0; 1)+ #��)� ��*�# � ��
8/(15 · 2n)+ n = 0, 1, 2, . . .+ ����&�&� &�����&����

T̃ (x) < x(log2(16/15) − log2 x). 4;"

���)� ��$�+  ����%9�. ����&�& � 4@" �� m = 1+ &�*��&���%  ��� �� *&���% /�&#�  T̃ (x)+
� ��#?� /��)��� 4�"+ ��. ���' x ∈ [1/2; 1) �� '�� ) # ����&����

T̃ (x) = T̃0(x) + 1/2 · T̃ (2x) = (1− x)− 1/2 · T̃ (2− 2x).

A��-��+ ��# #�# (2− 2x) ∈ (0; 1] �� x ∈ [1/2; 1)+ � � �� &�����&���� 4;" ����*��)!

T̃ (x) = (1− x)− 1/2 · T̃ (2− 2x) > (1− x)− 1/2 · (2− 2x)(log2(16/15) − log2(2− 2x)) =

= (1− x)(log2(1− x)− log2(4/15)) = g(x),

��� 2− 2x �= 8/(15 · 2n)+ �� ���% �� x ∈ [1/2; 1)+ x �= 1− 4/(15 · 2n)+ n = 0, 1, 2, . . .�
(b) H�����&���� g(x) > x(log2(11/15)−log2 x) ����&�&� �� ���' x ∈ [1/2; 1)+ x �= 11/15+ ��#

#�# /�&#� . g(x) = (1−x)(log2(1−x)−log2(4/15)) ���#�� �& 9+ /�&#� . x(log2(11/15)−log2 x)
���#�� ����'+ � � ��*#� x = 11/15 = 1− 4/15 $��/ # (� ' /�&#� 3 #���-��. ���$ ���$��

��#�9����%���� ��&#��� (a)  (b) 9����0��� ��#�9����%���� �����)� �
H� � �� � ��&� $��/ *��#�.  ��-����� . # ��#�9����%���� �����) �� =���� �� ����,

& $��/ # /�&#� 3 y = T̃0(x) 4$��/ # 	"+ y = x(log2(16/15) − log2 x) 4$��/ # �"+ y =
= x(log2(11/15) − log2 x) 4$��/ # <"  g(x) = (1− x)(log2(1− x)− log2(4/15)) 4$��/ # @+ ��&#,
� ��)"� =����� &� � �� � �� ����& $��/ # /�&#�  f(x) = log2 x+ T̃ (x)/x�
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�� ! 2! ���-����� . # ��#�9����%���� �����) �

# @! �+��*/ ��-�3�4; +�(%-�4;  )55 � *-��%-�*� �%�'

� (��) ����$��/� ) ���� )  9 /��)�� 4�" ���&#� ��. ��� *&' � /���' ��)) � #�,
� ���#� 2��. S̃1(N)+ &�  ����%9�-:�- /�&#� - ����.0 12��.1��#�$ � A&� �&���$ *&� ���,
��-:�3 ���&#� ��. ��)) S1(N)+ ��#�9�&&�3 ��������) 4�)� 5
+ G� @<7"  ���$ ) ������) 
4�)� ���# � 5
7"!

−0,2075 ≈ −1

2
log2

(4
3

)
� S1(N)

N
− log2 N

2
� 0.

��-%�5/ 6! ?. .��
�
 ��0���.1�
�
 ���.� N ���
.��0� �

0�
����

− 0,04655 ≈ −1

2
log2

(16
15

)
� S̃1(N)

N
− log2 N

2
� 1

2
log2

(15
11

)
≈ 0,2237. 4	�"

@ <0
� 
����� �
��0��0� −1/2 · log2(16/15) � 1/2 · log2(15/11) �.�0� ���.������7

� � # � 9 � � � � % � � � �� �9 /��)�� 4�" ������� ����&����

S̃1(N)

N
− log2 N

2
= −1

2
·
(
log2(2

{log2 N}−1) +
T̃ (2{log2 N}−1)

2{log2 N}−1

)
. 4		"

D��#��%#� �� �-��) &������%&�) N * ��� x = 2{log2 N}−1 �� &����? � ���� &�������
[1/2; 1)+  9 ����&���� 4		" ���#�-� ���&# 

−1

2
· sup
x∈[1/2;1]

(
log2 x+

T̃ (x)

x

)
� S̃1(N)

N
− log2 N

2
� −1

2
· inf
x∈[1/2;1]

(
log2 x+

T̃ (x)

x

)
.

A��-��+ � � �� �����) �+ ����*��) ��#�9���)� ����&�0�& . 4	�"�

K���� ) ������������%&��� &������%&' * ��� Mk = (16k − 1)/15  Nk = 11(16k − 1)/15+
k = 1, 2, . . .� ��$��  9 /��)�� 4		"  �����) � ����* ) ����&����

lim
k→∞

( S̃1(Mk)

Mk
− log2 Mk

2

)
= −1

2
log2

(16
15

)
, lim

k→∞

( S̃1(Nk)

Nk
− log2Nk

2

)
=

1

2
log2

(15
11

)
.

�9 & ' �������+ *�� #�&���&� � ���&#� 4	�" .��.-��. &����*0��)) � �



�@ A��� 2��# &+ =�B� 2��# &�

���������� ��	
� �� �
� ��� 	

40>4?� @>�ABC�DBE

#� FGGHHIJ K�L�& MHNH=OIH M� PQR PHSHTU VOWXJUYW6 H ZOI<R[ ;; \RHG FWHG[ZUZ ]^XQHWTR� ��##� _YG� %1�
`Y� #� K� #:.� �����������	
�	�
�������	�
�����	�����������

�� 7RGHWTR a� bOI GH VYWXJUYW ZY==HJYUIR cR GH VYWXJUYW dbY==R cRZ LQUeIRZf ;; gh]WZRUTWR=RWJ
iHJQjR=HJUkOR� #$1:� _YG� �#� K� %#.1� 7896 #��:#,$;ZRHGZ(.1%�/

%� ������ ?�A�& ������� 4�l� ? ��	"� ��� ������" !	��*� ��+�	�	 ������ ������ ;; D������"
�� ��� ������" -������ ��#:� �� 1� m %� 4� �$%/�
����������	������������	���	��������	����	�������� ��!�����

.� nIH[ o� KOGZR XYcR XY==OWUXHJUYW ;; p�b� KHJRWJ m �,%��:/� #1 =HIXQ #$:%�
�����������"�������������"#$�
�%��������

:� MHQHWR q�K� bOI GhR^R=rGR& cYWWjR rHI i� cR \QH=& chOWR VYWXJUYW XYWJUWOR ZHWZ cjRIU<jRR ;; gh]WZRUTWR(
=RWJ iHJQjR=HJUkOR� #$:$� _YG� :� K� :%:1�

,� MYsH[HZQU t� 7UTUJHG ZO= rIYsGR=Z VYI JQR nIH[ XYcR IRrIRZRWJHJUYW YV WHJOIHG WO=sRIZ ;; 9WJRIcUZ(
XUrGUWHI[ 9WVYI=HJUYW bXURWXRZ� ����� _YG� /� `Y� �� K� #,1#1:� 7896 #��.�%,;UUZ������#,1

1� MIuOrrRG i� PHSHTUhZ XYWJUWOYOZ WYNQRIR cUeRIRWJUHsGR VOWXJUYW HWc sUWHI[ cUTUJHG ZO=Z ;; \YZJYXS�
iHJQ� MYGGYk� ���/� _YG� ,%� K� %1:.�
������������������&�����
!��	���������!���	�����!��������

/� gHTHIUHZ q�L� PQR PHSHTU VOWXJUYW HWc UJZ rIYrRIJURZ ;; \9ib MvYS[vOIYSO wRZZHJZO w%.6 oOWXJUYWZ UW
`O=sRI PQRYI[ HWc PQRUI KIYsHsUGUZJUX FZrRXJZ ; M� iHJZO=YJY& b� FSU[H=H& M� oOSO[H=H& a� `HSHcH&
a� bOTUJH& F� PH=HTHNH� M[YJY& ��#�� K� #:%#/$�
�������"""�!�����!'���&���
����(!	�!'�����	���������	��)�*�����)�*&������

$� x�� ��	� y� ? ���������� ������� )��(���()������ ;; ���� � #$/�� m ,� 4� /#.�
�������!������

�	�����+�������,��!������,���!
,���&&�	�&����

#�� PHSHTU P� F ZU=rGR R^H=rGR YV H XYWJUWOYOZ VOWXJUYW NUJQYOJ cRIU<HJU<R ;; PYS[Y bOTHSO(wOJZOIUTHSSNHU
aYSYSO� #$�#� _YG� #� K� o#1,o#11� 7896 #��##.�$;ZOsOJZOQYSYSO#$�#�#�o#1,

##� PIYGGYrR q�\� FW R^rGUXUJ R^rIRZZUYW VYI sUWHI[ cUTUJHG ZO=Z ;; iHJQR=HJUXZ iHTHzUWR� #$,/� _YG� .#�
`Y� #� K� �#�:� 7896 #���%�1;�,/1$:.
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