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� ������ ������ ����������� !������"��!� ��#$� �!%�"���& ��!�'!�� (�#����� )*(+
! ��!�'!�� ,�-�!,$,� *���� #!�� )*�*+ " !����'!����� .��,�� ��/���� " �� ���"�� /�0
��! 1	2� � ��� ��#$� �!%�"���� *( ! *�* " !����'!����� .��,� ��-�%"�3�� �� %���/!
���!,��4��#� $���"���! �!����, �������!/��-!, $��"���!�, � ������������,� ��/��40
�, ! #���!/�, $���"���! ,!� � ���������, ���$.�%�", �#���!/��!�, �!�� ��"����"�
! � �!�4�� "�$-�, .$�-'!�����, -�/���"�� 5����, ��$/��, 6��� %���/!  "� ��� %���0
/� ��!�-� ,!�!,��4��� �� ���,� ����-! $���"���!� ��! ����������, �#���!/��!!0��"����"�
" .!���4�� ,�,��� "��,��!� !�!� ��$#!,! ���"�,!� -����!/��-� ��$����/!"� ������� 
%���/� .!���4��#� ����3���! �� ��&�����!3 �� ���,��4��#� ��7��! �

�� ""����!! - ���"�� /���! ����� 1	2 ��� ��,�/���� /�� ��$����/!"���4 *�* )-�-
! ��$����/!"���4 �3�& ��$#!& -����!/��-!& $���"!� ���!,��4����!+  "� ��� ������"��0
�, �"����"�, %���/ ���!,��4��#� $���"���! � ��, �� ��� $-�%���� /�� " ������ 1�2 ,����
��4 ������ ��!,�� ��$����/!"���! *�* " %���/� ���!,��4��#� $���"���! �� �������7�#�
�!�����#� ��-��"����#� �!..����'!��4��#� $��"���! � .�%�", �#���!/��!�, �!�� ��"��0
��"�� � %���/� 6��#� ��!,��� ���!,��4�� 6��,��� $��"���"�� �� ��#$� ���,$ *�*� ����-�
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9" -����� �-��4 $#���� ,���� �� �-��������!: �$;���"$3� ��!%-!� )"�%,$;����+ %���/!�
" -����� !% -����& ���!,��4�� 6��,��� ��-�� $��"���"�� �� ��#$� ���,$ *�*� *�! 6��,
%��/��! 6�!& ��!%-!& %���/ ��! ����,���!! - �$�3 "�%,$;��! �� ����, �� - %��/��!3 !�0
&����� )��"�%,$;�����+ %���/!� *�!"���, %���4 ��$#�� ��!,�� 9������#!/��-��: �!�$�'!!�
�" %����� � ����!�� *�*� <���/� ��!"��!,�#� �!�� ��!,��� �������"� �� ����� /�����
��$/�� ����,���!"��,�� " ����� ;�� "����� /���! ����4! ���!,!%�'!����� %���/!�

��� �� !� 8���,���!, %���/$ ���!,��4��#� $���"���! � ���$.�%�", �#���!/��!�,
�!�� ��"����"� " .!���4�� ,�,��� "��,��!=

(Pq)

∫ 1

0
v2(x) dx→ inf, z[v](·, T ) = q ∈ L2(0, 1),

�� ��&�����!3 ��/��4��#� $���"���! " ����4�� -���"�� %���/� �� $��"���! ��������"��0
����!

zt − zxx = 0, z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω ≡ (0, 1),

zx(0, t) − z(0, t) = 0, zx(1, t) + z(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], v(x) ∈ V ≡ [−1, 1].

� ���,!��& ����!! ������& %���/ �.��,$�!��"���� ���!,!%�'!���� %���/� �������"� ��
����� -����!/��-$3 ������$3 %���/$ ����3���! � " -������ ����$��� ����! ��/��4��� $���0
"!� v(x)� x ∈ Ω� �� !%"�����,$ ��!��!����� " .!���4�� ,�,��� "��,��! T ��7��!3 z[v](·, T )
����4�� -���"�� %���/! �� $��"���! ��������"������!�

>��%��/!, /���% I∗ : L2(0, 1)→ L2(0, 1) ��������� %���"��,� ��"����"�, I
∗[p](·) ≡ η[p](·, 0)�

p ∈ L2(0, 1)�  "� 3;!�� � �/�"!���� ���� ����, - ��������$ I : L2(0, 1) → L2(0, 1)� %���"�0
�,�,$ ��"����"�, I[v](·) ≡ z[v](·, T )� #�� η[p] ? ��7��!� ���� ������ %���/!

ηt + ηxx = 0, η(x, 1) = p(x), x ∈ (0, 1),

ηx(0, t) − η(0, t) = 0, ηx(1, t) + η(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].

8�7��! ���� ������ %���/!� -�- &���7� !%"����� (�,�� ����!,��� 1@� #�� AAA2)�  "� 3�� �����0
��/�� #���-!,! .$�-'! ,!� � �!�$ ������� ��!,��� (!� " /�������!� " �!�$ !�B�-�!"����!
��������� I� -����� ��#-� ,���� ��4 $�����"����� ����!,��� �� ����"� ��%$�4����" 1C� �2)�
�/�"!���� ���$��!,�� ,������"� " %���/� (Pq) ��! �3��, q ∈ L2(Ω)� ��! -�����, ��� �� �$0
���� �����!� ��"�� !% ����#� 6��,����� �� ���4� ��$#!,! ���"�,!� ,������"� ��7��!� ��������
%���/! �����!� ��"�� !% ����#� 6��,����� ���! ��� �� �$����

*$��4 v ∈ D ≡ {v ∈ L2(0, 1) : v(x) ∈ V �� "� �� [0, 1]} ? ��-�� ���!%"��4��� $���"���!��
-������  "� ��� ��%�"��� -$��/��0������"��� .$�-'!��� ��!�!,�3;�� �"�! %��/��! 
" ��-���, !����"��� (−1, 1)� ! q = qv = z[v](·, T )� *�-���,� /�� $���"���!� v�  "� 3;��� 
��!���"���, ���$��!,,� � %��/!� ! ���!,��4�, " %���/� (Pqv)� �� $��"���"�� �� *�*�
� �����"����4��� ""!�$ "�$-����! %���/!� ! *( " ����

�����"!���4��� ���! � 6�� ��� �� ��-� �� �$;���"�"��� � ���� ,���!����� (μ0, y) ∈
∈ R

1 × L2(Ω)� i = 1, 2, . . .� μ0 � 0� (μ0, y) �= 0� ��-� � /��

μ0(v
2 − v2(x)) + η[y](x, 0)(v − v(x)) � 0 ∀ v ∈ [−1, 1] ��! �� "� x ∈ Ω.

>/�"!���� ������"!�, 6��#� ����/�/��#� *�*  "� ��� ����"����"�

2μ0v(x)(v − v(x)) + η[y](x, 0)(v − v(x)) � 0 ∀ v ∈ [−1, 1] ��! �� "� x ∈ Ω,

�� ���4 6��,��� 2μ0v(·)+η[y](·, 0)  "� ��� �����, - "�$-��,$ ,������"$ D " ��/-� v� D� 6��
�%��/��� " �����, ��$/��� /�� 2μ0v(·) + η[y](·, 0) = 0� ��- -�- -��$� ���,���� - ,������"$ D
" "������� ��/-� v �����!� �!74 !% �$��"�#� 6��,����� *�! 6��, " ��������, ��"����"�
μ0 = 0� ��- -�-� ���#���� 9%�#���������!: ��7��!� ���� ������ %���/!� v /∈ Im I∗� ��-!,
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����%�,� ,���� $�"������4� /�� (μ0, η[y]) = 0� /��� " �"�3 �/����4� �� ����"��!! !�B�-�!"0
����! ��������� I∗ "��/�� ��"����"� (μ0, y) = 0� ��-!, ����%�, ��-�%���� /�� $���"���!� v�
 "� 3;��� ��!���"���, ���$��!,,� � %��/!�� ! ���!,��4�, " %���/� (Pqv)� �� $��"��0
�"�� �� *�*� >/�"!���� ��! 6��, $���"���! $-�%����#� "!�� ����� "�3�$ ������ " D� !�
-�- ������"!�� "�3�$ ������ " ,������"� "��& q� �� -����& %���/� (Pq) ��%��7!,�� �����
��/-! "!�� qv� �� -����& ���!,��4�� 6��,��� " %���/�& (Pqv) �� $��"���"�� 3� *�*�

���-� " ����,�������, ��!,��� , "����/��,� � %���/��� " -������ ���!,��4�� 6��,���
�� $��"���"�� �� *�*� ��!/�, " 9�3��� �-��������!: %���/! �$;���"$3� ��$#!� 9�������:
%���/!� " -����� !% -����& !,��� ,���� �� �� ��,�� ����� ���4��"�� ����/��� ����������"��0
��� ��!,����!� *�* ��! ���-�!/��-�, ��7��!! ���!,!%�'!���& %���/� " -����& !,�3�
,���� 6..�-� -�- !% $��, �$��#� "7� ��!,��� " 1�2� ��- ! ��!,��� 	� ���� ���� � ��$�0
���� ,! .$���,�����4��#� &���-����� >���-� �!�$�'! ��!�'!�!��4�� ,�� ��� � ���! ��!
���-�!/��-�, ��7��!! ��-!& %���/ ��!,�� �4 ��#$� �!%�"���� "���!! *( ! *�*� � /�����0
��!� " ����� ;�� "����� /���! ����4! , ��-�%"��, ��������"�, /!������#� ,����!��"��! 
��! ��7��!! %���/! ��!,��� 	� -�- ��#$� �!%�"���� *�* " !����'!����� .��,� ��%"�� ��
$����/!"� ��&��!�4 ��!��!����� ��7��! 6��� %���/! ! ��#��� -�#�� -����!/��-!� ��!�'!�
,�-�!,$,� " ��� "���� ��� � ! ��#��� -�#�� 6�� �� ��- )�������  �!�$�'! ����"����"$��
��$/�3 ����%��7!,���! �"����"����� %���/!+� �����#!/�� ��%$�4���� �" %���� � ��!,�0
���!�, ��#$� �!%�"����#� *( ��! ��7��!! ��$����/!"& ���������& $��"���!� ���"�#�
����� ��! ���$/�� " ������& 1HIE2�

" !� �#$%&�#�'& (&�&)�

*$��4 U ⊂ R
1� V ⊂ R

1� W ⊂ R
1 ? "�$-�� -�,��-�� Ω ? �#���!/���� ������4 " R

n�
QT ≡ Ω × (0, T )� S ≡ ∂Ω� ST ≡ {(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )}� H ≡ L2(Ω)� D1 ≡ {u ∈ L2(QT ) :
u(x, t) ∈ U �� "� �� QT }, D2 ≡ {v ∈ L2(Ω) : v(x) ∈ V �� "� �� Ω}� D3 ≡ {w ∈ L2(ST ) : w(x, t) ∈W
�� "� �� ST }� D ≡ D1×D2×D3 ⊂ L2(QT )×L2(Ω)×L2(ST ) ≡ H� J��,��� )����-! $���"���!�+
#!�4�����"� ����������"� H �$��, ���%��/��4 /���% π ≡ (u, v, w)�

8���,���!, ����,���!/��-$3 %���/$ ���!,��4��#� $���"���! � .!-�!��"���, "��,�0
��, ! � ���������, ���$.�%�", �#���!/��!�, �!�� ��"����"�

(OCδ
q )

f δ(π) ≡
〈
Aδ

1(·, ·)z[π](·, ·), zδ [π](·, ·)
〉
L2(QT )

+
〈
Aδ

2(·)zδ [π](·, T ), zδ [π](·, T )
〉
L2(Ω)

+

+
〈
Aδ

3(·, ·)zδ [π](·, ·), zδ [π](·, ·)
〉
L2(ST )

+
〈
Bδ

1(·, ·)u(·, ·), u(·, ·)
〉
L2(QT )

+

+
〈
Bδ

2(·)v(·), v(·)
〉
L2(Ω)

+
〈
Bδ

3(·, ·)w(·, ·), w(·, ·)
〉
L2(ST )

→ inf,

gδ(π) ≡ zδ[π](·, T ) = hδ + q, π ∈ D ⊂ H.

<���4 q ∈ H = L2(Ω)? ����,���� hδ ∈ H ? %������ .$�-'! � zδ [π]? ����"����"$3;�� ����-�
$���"���!� π ≡ (u, v, w) ������ ��7��!� -����� V 1,0

2 (QT ) " �,��� 1@2 ����4�� ��/��4��0-���"��
%���/! �� �!�����#� �������!/��-�#� $��"���! �!"��#�����#� "!��=

zt − ∂

∂xi

(
ai,j(x, t)zxj

)
+ bδi (x, t)zxi + aδ(x, t)z = u(x, t),

z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω,
∂z

∂N + σδ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST ,

)	�	+

#��� -�- ! " 1@2�
∂z(x, t)

∂N ≡ ai,j(x, t)zxj (x, t) cosαi(x, t)� αi(x, t) ? $#��� ����%�"���� "��7���

���,��43 - S � ��43 xi�
���&�!� !���-� δ " !�&���& ����& %���/! )OCδ

q + �%��/���� /�� 6�! ����� �!�� ����"��0
��"$3� �!�$�'!! !& ��/��#� %����! )δ = 0+� �!��  "� 3�� "�%,$;���,! )δ > 0+� �� ���4
%���3�� � �7!�-��� δ ∈ [0, δ0]� δ0 > 0 ? ��-������ .!-�!��"����� /!����
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8�7��!� %���/! � ��/�,! !�&���,! ����,! )OC0
q + )��!���"�����+� ���! ��� �$;���"$��

)�$;���"$�� &�� � ���� ���$��!,� ����-� π� $��"���"�� 3;� ��"����"$ g0(π) = h0 + q+�
�$��, ���%��/��4 /���% π0q �

G/!���,� /�� "���� 3�� ����$3;!� $���"! �� !�&���� ����� %���/! )OCδ
q +=

�+ .$�-'!! ai,j, b
δ
i , a

δ : Ω × [0, T ] → R
1, i, j = 1, . . . , n� Aδ

1 : QT → R
1� Aδ

2 : Ω → R
1�

Aδ
3 : ST → R

1� Bδ
1 : QT → R

1� Bδ
2 : Ω → R

1� Bδ
3 : ST → R

1  "� 3�� !%,��!,,! ��
(���#$K

�+ ����"���!" �'��-!

ν|ξ|2 � ai,j(x, t)ξiξj � μ|ξ|2 ∀(x, t) ∈ QT , ν, μ > 0,

|bδi (x, t)|, |aδ(x, t)| � K ��! �� "� (x, t) ∈ QT , |σδ(x, t)| � K ��! �� "� (x, t) ∈ ST ,

#�� K > 0 ? ��-����� �� %�"!� ;� �� δ ����� ��� K

"+ "���� 3�� �'��-!

0 � Aδ
1(x, t) � L ��! �� "� (x, t) ∈ QT , 0 � Aδ

2(x) � L ��! �� "� x ∈ Ω,

0 � Aδ
3(x, t) � L ��! �� "� (x, t) ∈ ST , κ < Bδ

1(x, t) � L ��! �� "� (x, t) ∈ QT ,

κ < Bδ
2(x) � L ��! �� "� x ∈ Ω, κ < Bδ

3(x, t) � L ��! �� "� (x, t) ∈ ST ,

#�� κ, L ? ��-����� �����!���4�� �� %�"!� ;!� �� δ ����� ���K

#+ #���!'� S  "� ��� -$��/��0#���-���

L������4�$3 ���4 ��! !%$/��!! %���/! )OC0
q +� -�- ! " 1	2� �$��� !#���4 ��� �!� ,!�!,!0

%!�$3;�#� ��!��!�����#� ��7��! " �,��� ��� ���#! 1�2� D���,�!,� /�� ��� ,!�!,!%!0
�$3;!, ��!��!����, ��7��!�, " %���/� )OC0

q + ���!,���� �������"����4����4 6��,����"

πi ∈ D� i = 1, 2, . . .� ��-� � /�� f0(πi) � β(q)+ δi� πi ∈ D0εi
q � �� ��-����& �������"����4������

�&�� ;!&� - �$�3 �����!'����4�& /!��� δi� εi� i = 1, 2, . . .� #��

Dδε
q ≡ {π ∈ D : ‖gδ(π)− hδ − q‖ � ε}, ε � 0,

β(q) ≡ β+0(q) ≡ lim
ε→+0

βε(q), βε(q) ≡ inf
π∈D0ε

q

f(π), βε(q) ≡ +∞, ���! D0ε
q = ∅.

M$��, �/!���4� /�� "���� 3�� ����$3;!� �'��-! �� ��-�����!� "�%,$;���& !�&��0
�& ����& �� ��/�&=

‖bδi − b0i ‖∞,QT
� δ, ‖aδ − a0‖∞,QT

� δ, ‖σδ − σ0‖∞,ST
� δ,

‖Aδ
1 −A0

1‖∞,QT
� δ, |Aδ

2 −A0
2|∞,Ω � δ, ‖Aδ

3 −A0
3‖∞,ST

� δ,

‖Bδ
1 −B0

1‖∞,QT
� δ, ‖Bδ

2 −B0
2‖∞,Ω � δ, ‖Bδ

3 −B0
3‖∞,ST

� δ,

‖hδ − h0‖2,Ω � δ.

)	��+

<���/� )OCδ
q + .��,��4�� ,���� ��4 %��!���� -�- ����,���!/��-� %���/� "�$-��#�

���#��,,!��"��! =

(P δ
q ) f δ(π) → inf, gδ(π) = hδ + q, π ∈ D ⊂ H,

-����� ��"������ �� .��,� � %���/�� "�$-��#� ���#��,,!��"��! � ���������, �#���!0
/��!�, �!�� ��"����"�� ����,�������� " 1	2� ! " -������ Z = H� H = L2(Ω)� A

δ : Z → H ?
�!����� �#���!/���� ��������� %���"��,� ��"����"�, Aδπ = gδ(π) ≡ zδ[π](·, T )� *�-�0
��, ������ /�� �� !�&���� ����� $��"���"�� 3� "��, $���"! ,� ����&��!,, �� ��!,�0
���! " 6��� %���/� ���'��$� �"����"����� ��#$� �!%�'!! ����� 1	2 )�,� ��-�� 1�� 	�I	�2+
!� -�- ������"!�� ���$/��! ����"����"$3;!& ��#$� �!%�"���& .��, *( ! *�* 1	2 )�,�
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��-�� 1�� 	�I	�2+� *��$/!, � 6��� '��43 �'��-! ��-�����! "�%,$;���& !�&���& ����&
)δ > 0+ %���/! )P δ

q + �� ��"�%,$;���& )δ = 0+�
�� 6��#� ��, �������!�� ����$3;� ��,,�� ��-�%����4��"� -������ ���"��!�� �� ���0

��#!! � ��-�%����4��"�,! ����"����"$3;!& ��%$�4����" ����� 1	@� 	C2 )�,� ��-�� �����,$ E�	
" 1@� #�� AAA2+�

��  & !� ��� ����� �	��
� (u, v, w) ∈ H �	� ���� T > 0 � ���� δ ∈ [0, δ0] ��������
(�	���) ������ )	�	+ ���������� 	��	���� � V 1,0

2 (QT ) � ��	�������� ��	��	��� ����
�

|zδ[π]|QT
+ ‖zδ[π]‖2,ST

� CT (‖u‖2,QT
+ ‖v‖2,Ω + ‖w‖2,ST

),

� 
���	�� ���������� CT �� ������� �� δ � �� �	��
� ��	�������� ��	���	�� π ≡
≡ (u, v, w) ∈ H� ��� ����� ���� �	��
 π1� π2 ∈ D� � ������ δ ∈ [0, δ0] ��	�������� �����

�

|zδ[π1]− z0[π2]|QT
+ ‖zδ[π1]− z0[π2]‖2,ST

�

� C2
T

( n∑
i=1

‖bδi (·, ·) − b0i (·, ·)‖∞,QT
+ ‖aδ(·, ·) − a0(·, ·)‖∞,QT

+

+ ‖u1 − u2‖2,QT
+ ‖v1 − v2‖2,Ω + ‖w1 − w2‖2,ST

+ ‖σδ − σ0‖∞,ST

)
,

)	�@+

� 
���	�� ���������� C2
T �� ������� �� δ � �� �	��
� ��	�������� ��	���	�� π ≡

≡ (u, v, w) ∈ D�
 	�� ����� ���������� 	��	���� � V 1,0

2 (QT ) ��� ����� !��
��� χ ∈ L2(QT )� ψ ∈ L2(Ω)�
ω ∈ L2(ST ) �	� ���� T > 0 � ���� δ ∈ [0, δ0] ��
"� � ���	�"����� ������

−ηt − ∂

∂xj

(
ai,j(x, t)ηxi + bδj(x, t)η

)
+ aδ(x, t)η = χ(x, t),

η(x, T ) = ψ(x), x ∈ Ω,
∂η

∂N + σδ(x, t)η = ω(x, t), (x, t) ∈ ST ,

��� 	������ ηδ[χ,ψ, ω] 
���	�� ��	�������� ����
�

|ηδ[χ,ψ, ω]|QT
+ ‖ηδ [χ,ψ, ω]‖2,ST

� C1
T (‖χ‖2,QT

+ ‖ψ‖2,Ω + ‖ω‖2,ST
)

# �� ��������� �� δ � �� �	��
� (χ,ψ, ω) ∈ H ���������� C1
T �

�% �'��-! )	�@+ ��,, 	 ����$��� /�� �������� gδ : H → L2(Ω) = H� %���"��,� ��"��0
��"�, gδ(π) ≡ zδ [π](·, T )�  "� ��� �!����, �#���!/���, ���������,� ���,� ��#�� " �!�$
�'��-! )	�@+ ��,, 	 ,���� %��!���4 ! �'��-$

|zδ[π]− z0[π]|QT
+ ‖zδ [π]− z0[π]‖2,QT

� Cδ ∀π ∈ D )	�C+

� �� %�"!� ;�� �� π ∈ D ! �� δ ����� ���� C > 0� ��#�� �'��-! )	��+ " ��"�-$�����! � �'��0
-�� )	�C+ ��3� ����$3;!� �'��-! ��-�����!� "�%,$;���& !�&���& ����& �� ��"�%,$;��0
�& " %���/� "�$-��#� ���#��,,!��"��! )P δ

q +=

|f δ(π)− f0(π)| � Cδ ∀π ∈ D,
‖Aδπ −A0π‖ = ‖gδ(π)− g0(π)‖L2(Ω) � C1δ(1 + ‖π‖) ∀π ∈ H,

#�� ����� ��� C, C1 > 0 �� %�"!� � �� π ∈ H ! �� δ ∈ [0, δ0]� M���� ��#�� �� ��,�, ���� �� 
��-�����! ���������� %���3;�#� �#���!/��!�0��"����"� ����"���!"� ����� �!�4�� �'��-�=

‖gδ(π)− g0(π)‖L2(Ω) � Cδ ∀π ∈ H,

!� %��/!�� ‖gδ − g0‖ � Cδ� ���-� !�-�,� �'��-! ��-�����! "�%,$;���& !�&���& ����&
)δ > 0+ %���/! "�$-��#� ���#��,,!��"��! )P δ

q + �� ��"�%,$;���& )δ = 0+ ���$/���
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��-!, ����%�,� !�&���� %���/� ���!,��4��#� $���"���! )OCδ
q + %��!���� " .��,� %�0

��/! "�$-��#� ���#��,,!��"��! )P δ
q +� �� -������ ���$/�� �$��� �'��-! ��-�����! 

"�%,$;���& !�&���& ����& �� ��"�%,$;���&�
>������!, .$�-'!���� (�#����� %���/! )P δ

q +=

Lδ
q(π, λ) ≡ f δ(π) +

〈
λ, gδ [π]− (hδ + q)

〉
, π ∈ D, λ ∈ H,

! �"����"���$3 %���/$=

V δ
q (λ) → sup, λ ∈ H, V δ

q (λ) ≡ min
π∈D

Lδ
q(π, λ).

<�,��!, ���%$� /�� �����'! min " ���������!! '���"�� .$�-'!! �"����"����� %���/! %�-��0
��� ��- -�- .$�-'!���� Lδ

q  "� ��� �!�4�� "�$-�, �� "�$-��, %�,-�$��, ,������"� D
#!�4�����"� ����������"� H� *�! 6��, ,!�!,$, ����!#���� �� -���& δ � 0� λ ∈ H " ��!�0
��"����� ��/-� πδ[λ] ∈ D�

" *� ��+,-.��(#�&��/� 0���1�0/ �&+�&�2& � (&�&)� #0%� &-3�#+# ,0�&�-���.
0&�&4#-�)�$'� ,�&������ 

� �����, ����#��.� , �.��,$�!�$�, $����/!"� ��-"��'!��4��� !�!� ��$#!,! ���"�0
,!� ��#$� �!%�"����� *( " %���/� ���!,��4��#� $���"���! )OC0

q +�  "� 3;!�� ������"! ,!
����"����"$3;!& ��%$�4����" ���"�� /���! ����� 1	2� � �"�3 �/����4� " ����$3;�, ����#��0
.� ������"!�, ��#$� �!%�"����#� *( " !����'!����� .��,� �$���  "� �4� ����"����"����
��#$� �!%�"���� *�* " !����'!����� .��,� " %���/� )OC0

q +�
*����� /�, �.��,$�!��"��4 $-�%���� ��%$�4���� %�,��!,� /�� ���#���� ���'!.!-�

%���/! )OCδ
q + ! '���"�#� .$�-'!����� f δ )��  "� ��� "�$-�, ! -"�����!/�,+ ��#-�

��-�%��4 �#� �!..����'!�$�,���4 �� F��7� �� �3��� ��/-! π ∈ H = Z� J�� ����� ���4��"��
-�- ,���� ��-�%��4� ������/!"��� �!�4�$3 �&��!,���4 " ,���!-� H �3��#� ,!�!,!%!�$3;�#�
��!��!�����#� ��7��! %���/! )OC0

q + - �� ���!,��4��� ����-� π0q �
G�����"!�, �����, � " 1	2  "� ��� ����$3;� 
��#�� & ! )��#$� �!%�"���� ��!�'!� (�#����� " %���/� ���!,��4��#� $���"���! +�

$���% δk� k = 1, 2, . . .� & �	������%��� ������������%����% ���������� 
 ���� ����"����%�

��� ������ α(δk)� k = 1, 2, . . .� & ������������%����% ���������� 
 ���� ����"����%���

����� ��
��� ��� δk/α(δk) → 0� '���� ��� ����� ����� � ������ (P 0
q ) ������������ ����

���	����� �	����"����� 	������ (�� ����������%��� ���%�� ��������% 
 π0q)� ����������

����� ������������ ������������%����% ������������ ��	������ λk ∈ H� k = 1, 2, . . .�
��
��� ��� δk‖λk‖ → 0� k → ∞� � ����������% �����������

πδ
k
[λk] ∈ Dδkεk

q , εk → 0,
〈
λk, gδ

k
(πδ

k
[λk])− (hδ

k
+ q)

〉
→ 0, k → ∞. )��	+

$�����������%����% πδk [λk]� k = 1, 2, . . . � �������� ��
�� ������	���� �	����"���

�� 	������ � ������ (P 0
q )� � ���� ���� ��������% π

δk [λk] → π0q � k → ∞� (����	�����
���� ���� � �	����%��� �����������

V 0
q (λ

k) → sup
λ∈H

V 0
q (λ). )���+

) 
������� ������������%����� λk ∈ H� k = 1, 2, . . .� �"�� ���% ����� ������������%�

����% λ
δk ,α(δk)
q � k = 1, 2, . . .� ��� λδ,αq & ������������ � H ���
� �
���� !��
�������

Rδ,α
q (λ) ≡ V δ

q (λ)− α‖λ‖2�
(�	����� ��� ������������� ������	������ �	����"������ 	������ � ������ (P 0

q )

����������� ����� ������������ ������������%����% ������������ ��	������ λk ∈ H�
k = 1, 2, . . .� ��
��� ��� δk‖λk‖ → 0� k → ∞� � ����������% �	����%��� ����������� )��	+�
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*���� ����� +�� ������������%����% �������� ��
�� ������	���� �	����"����

	������ � ������ (P 0
q )� � ���� ���� ��������% πδ

k
[λk] → π0q � k → ∞� (����	����� ���

��������� � �	����%��� ����������� )���+� � 
�"��� ������ �	����%��� ���
� ������������%�
����� λk ∈ H� k = 1, 2, . . .� �������� ���
�� �
���� � ������������ ������ V 0

q (λ) → max�
λ ∈ H�

G�����"!�, �����, H " 1	2  "� ��� ����$3;� 

��#�� & * )��#$� �!%�"���� ��!�'!� (�#����� " !����'!����� .��,� " %���/� ���!0
,��4��#� $���"���! +� $���% δk� k = 1, 2, . . .� & �	������%��� ������������%����% ������

����� 
 ���� ����"����%��� ������ ��� ���� ����� � ������ (P 0
q ) ������������ �����

��	����� �	����"����� 	������� ���������� ����� ��� ������������%����� ������������

��	������ λ
k ∈ H� k = 1, 2, . . .� ��	�"����� ���	������� �	������

λ
k+1

= λ
k
+ βk∂V δk

q (λ
k
)− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H, )��@+

∂V δ
q (λ) = gδ(πδ [λ])− (hδ + q) ≡ zδ[πδ[λ]](·, T ) − (hδ + q)

� �������� ������������

δk � 0, αk > 0, βk > 0, lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,

αk

αk+1
� C0,

|αk+1 − αk|
(αk)3βk

→ 0,
βk

(αk)3
→ 0,

δk

(αk)6
→ 0,

∞∑
k=1

αkβk = +∞,
)��C+

����������% �	����%��� �����������

πδ
k
[λ

k
] ∈ Dδkεk

q , εk → 0,
〈
λ
k
, gδ

k
(πδ

k
[λ

k
])− (hδ

k
+ q)

〉
→ 0, k → ∞. )���+

) +�� ������ ������������%����% πδ
k
[λ

k
]� k = 1, 2, . . .� �	���������� ����� ��
��� ����

���	����� �	����"����� 	������ � ������ (P 0
q )� � ���� ���� ��������% πδ

k
[λ

k
] → π0q �

k → ∞� (����	����� ����������� � �	����%��� �����������

V 0
q (λ

k
) → sup

λ∈H
V 0
q (λ). )��H+

(�	����� ��� ����� ����� � ������ (P 0
q ) ������������ ������	����� �	����"�����

	������� ����������� ����� ��� ������������%����� ������������ ��	������ λ
k ∈ H� k =

= 1, 2, . . .� ��	�"����� ���	������� �	������ )��@+ � �������� ������������ )��C+� ������

�����% �	����%��� ����������� )���+� ) +�� ������ ������������%����% πδ
k
[λ

k
]� k = 1, 2, . . .�

�������� ��
�� ������	���� �	����"���� 	������ � ������ (P 0
q )� � ���� ��

��� ��������% πδ
k
[λ

k
] → π0q � k → ∞� (����	����� �������� ��	�������� � �	����%���

����������� )��H+�

*$��4 �������"����4����! /!��� δk� αk� βk� k = 0, 1, 2, . . .� $��"���"�� 3� $���"! , )��C+�
<�.!-�!�$�, ����$3;�� ���"!�� ������"� ���'����=

λ
k+1

= λ
k
+ βk∂V δ

q (λ
k
)− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H, )��
+

#�� λ
0 ∈ H� ��! .!-�!��"����, -���/��, $��"�� ��#��7����! δ > 0� δ � δ1� *�! -����, δ > 0

!����'!! ��������3�� �� ��-�#� ��!���47�#� ��,��� k = k(δ)� ��! -�����, "���� 3�� 
����"����"� δi � δ� i = 1, 2, . . . , k�

� 6��, ��$/�� ������"!�, �����, C " 1	2  "� ��� ����$3;� 
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��#�� & 5 )���"!�� ������"� !����'!����#� ���'���� ��#$� �!%�"����#� ��!�'!�� (�#0
����� " !����'!����� .��,�+� ) ������ ������� �������� ������ � ����
�� !�
��	��������

�������� �	���� δ > 0 � 
������� �	����"������ 	������ ������ (OC0

q ) �"�� ���% ����

+����� πδ[λ
k(δ)

]� ��� λ
k(δ)

& 	����%��� k(δ) ���	���� ���	��������� �	������ )��
+� ) +��
������ ���� ���� �	����%��� �����������

πδ[λ
k(δ)

] → π0q , V 0
q (λ

k(δ)
) → sup

λ∈H
V 0
q (λ), δ → 0.

" 5� ��+,-.��(#�&��/6 0���1�0  &'$� , & �#�%�.+��& � �%��&1�#��#6 7#� �
� (&�&)� #0%� &-3�#+# ,0�&�-���. �-. 0&�&4#-�)�$'#+# ,�&�����.

� �����, ����#��.� , �������, �� ��#$� �!%�"����#� *( " !����'!����� .��,� �����0
, � - ��#$� �!%�"����,$ *�* " !����'!����� .��,�� �� 6��#� %��!7�, *�* " �������7��
%���/� ���!,��4��#� $���"���! � �!�4�� "�$-�, .$�-'!�����, (�#�����=

Lδ(π, λ) ≡ f δ(π) +
〈
λ, zδ [π](·, T ) − (hδ + q)

〉
≡

〈
Aδ

1(·, ·)zδ [π](·, ·), zδ [π](·, ·)
〉
L2(QT )

+

+
〈
Aδ

2(·)zδ [π](·, T ), zδ [π](·, T )
〉
L2(Ω)

+
〈
Aδ

3(·, ·)zδ [π](·, ·), zδ [π](·, ·)
〉
L2(ST )

+

+
〈
Bδ

1(·, ·)u(·, ·), u(·, ·)
〉
L2(QT )

+
〈
Bδ

2(·)v(·), v(·)
〉
L2(Ω)

+
〈
Bδ

3(·, ·)w(·, ·), w(·, ·)
〉
L2(ST )

+

+
〈
λ, zδ [π](·, T ) − (hδ + q)

〉
L2(Ω)

→ min, π ∈ D,

)@�	+

��! ���!%"��4��, λ ∈ H� >/�"!���� " �!�$ "�$-����! %���/! )@�	+ ��!"��!,� �!�� *�*
�� ��� �$���  "� �4� -�!���!�, ���!,��4����!�

�"���, ���������� ���%��/��! =

Hδ
u(x, t, u, η) ≡ ηu−Bδ

1(x, t)u
2, Hδ

v (x, v, η) ≡ ηv −Bδ
2(x)v

2, Hδ
w(x, t, w, η) ≡ ηw −Bδ

3(x, t)w
2.

��  & *� '	��
� πδ[λ] �	� λ ∈ H� ������������ �����%��� �������� � ������ )@�	+�
���������	��� �	������ �
���� $���	������ �� ���% ���������	��� �	� π ≡ (u, v, w) =
= πδ[λ] ≡ (uδ[λ], vδ [λ], wδ [λ]) ����������� �
����

max
r∈U

Hδ
u(x, t, r, η

δ [π](x, t)) = Hu(x, t, u(x, t), η
δ [π](x, t)) �	� �� �� (x, t) ∈ QT ,

max
r∈V

Hδ
v(x, r, η

δ [π](x, 0)) = Hv(x, v(x), η
δ [π](x, 0)) �	� �� �� x ∈ Ω,

max
r∈D3

∫
ST

∇wH
δ
w(s, t, w(s, t), η

δ [π](s, t))r(s, t) ds dt =

=

∫
ST

∇wH
δ
w(s, t, w(s, t), η

δ [π](s, t))w(s, t) ds dt,

)@��+

��� ηδ[π] ∈ V 1,0
2 (QT ) & 	������ ���	�"����� ������ (�� ��� 1)

−ηt − ∂

∂xj

(
ai,j(x, t)ηxi + bδj(x, t)η

)
+ aδ(x, t)η = 2Aδ

1(x, t)z
δ [π](x, t),

η(x, T ) = 2Aδ
2(x)z

δ [π](x, T ) + λ(x), x ∈ Ω,

∂η

∂N + σδ(x, t)η = 2Aδ
3(x, t)z

δ [π](x, t), (x, t) ∈ ST

)@�@+

�	� π = πδ[λ]� , �����	��� ��������� � ���� ����
����� ������ (OC0
q ) ����� +����� π ∈

∈ D� ���������	����� ����� � ��
���	�� λ ∈ H ����������� )@��+� )@�@+� ����������
���� � ������ )@�	+�
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��-�%����4��"� 6��� �����, ,���� ����! " 1	�2 )�,� ��-�� 1	H2+�
>��%��/!, /���% πδmax[λ] ����-$� $��"���"�� 3;$3 *�* ��,, �� >/�"!���� πδmax[λ] =

= πδ[λ]� >�B��!���!� ��%$�4����" �����, 	 ! ��,, � � $/���, ""������#� ���%��/��! 
��!"��!� ��� - ����$3;�,$ $�"������!3�

��#�� & 8 )��#$� �!%�"���� ��!�'!� ,�-�!,$,� *���� #!��+� ��� ���� ����� � ���
���� (OC0

q ) ������������ ������	����� �	����"����� 	������� ���������� ����� ���

���������� ������������%����% ������������ ��	������ λk ∈ H� k = 1, 2, . . .� ��
��� ���
δk‖λk‖ → 0� k → ∞� � ����������% �����������

πδ
k

max[λ
k] ∈ Dδkεk

q , εk → 0,
〈
λk, gδ

k
(πδ

k

max[λ
k])− (hδ

k
+ q)

〉
→ 0, k → ∞. )@�C+

) +�� ������ ������������%����% πδ
k

max[λ
k]� k = 1, 2, . . .� �	���������� ����� ��
��� ����

���	����� �	����"����� 	������ � ������ (OC0
q )� � ���� ���� ��������% π

δk [λk] → π0q �
k → ∞� (����	����� ����������� � �	����%��� ����������� )���+�

(�	����� ��� ����� ����� � ������ (OC0
q ) ������������ ������	����� �	����"���

��� 	������� ����������� ����� ��� ������������%����� ������������ ��	������ λk ∈ H�
k = 1, 2, . . .� ��
��� ��� δk‖λk‖ → 0� k → ∞� ����������% �	����%��� ����������� )@�C+�

) +�� ������ ������������%����% πδ
k

max[λ
k]� k = 1, 2, . . .� �������� ��
�� ������	���

�� �	����"���� 	������ � ������ (OC0
q )� � ���� ���� ��������% πδ

k

max[λ
k] → π0q �

k → ∞� (����	����� ����������� � �	����%��� ����������� )���+� � 
�"��� ������ �	��
���%��� ���
� ������������%����� λk ∈ H� k = 1, 2, . . .� �������� ���
�� �
���� � �����
�������� ������ V 0

q (λ) → max� λ ∈ H�

) 
������� ������������%����� λk ∈ H� k = 1, 2, . . .� �"�� ���% ����� ������������%�

����% λδ
k ,α(δk)� k = 1, 2, . . .� ��� λδ,α & ������������ � H ���
� �
���� !��
�������

Rδ,α
q (λ) ≡ V δ

q (λ)− α‖λ‖2�

� �"�3 �/����4� � $/���, ��,, � $�"������!� �����, � ,���� ��4 �����!���� " .��,�
��#$� �!%�"����#� *�* " !����'!����� .��,��

��#�� & 9 )��#$� �!%�"���� !����'!���� ��!�'!� ,�-�!,$,� *���� #!��+� ��� ���
�� ����� � ������ (OC0

q ) ������������ ������	����� �	����"����� 	������� ����������

����� ��� ������������%����� ������������ ��	������ λ
k ∈ H� k = 1, 2, . . .� ��	�"�����

���	������� �	������

λ
k+1

= λ
k
+ βk

(
gδk (πδkmax[λ

k
])− (hδk + q)

)
− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H, )@��+

� �������� ������������ )��C+� ����������% �����������

πδ
k

max[λ
k
] ∈ Dδkεk

q , εk → 0,
〈
λ
k
, gδ

k
(πδ

k

max[λ
k
])− (hδ

k
+ q)

〉
→ 0, k → ∞. )@�H+

) +�� ������ ������������%����% πδ
k

max[λ
k
]� k = 1, 2, . . .� �	���������� ����� ��
��� ����

���	����� �	����"����� 	������ � ������ (OC0
q )� � ���� ���� ��������% πδ

k

max[λ
k
] →

→ π0q � k → ∞� (����	����� ����������� � �	����%��� ����������� )��H+�
(�	����� ��� ����� ����� � ������ (OC0

q ) ������������ ������	����� �	����"���

��� 	������� ����������� ����� ��� ������������%����� ������������ ��	������ λ
k ∈ H�

k = 1, 2, . . .� ��	�"����� ���	������� �	������ )@��+ � �������� ������������ )��C+�

����������% �	����%��� ����������� )@�H+� ) +�� ������ ������������%����% πδ
k

max[λ
k
]�

k = 1, 2, . . .� �������� ��
�� ������	���� �	����"���� 	������ � ������ (OC0
q )�

� ���� ���� ��������% πδ
k

max[λ
k
] → π0q � k → ∞� (����	����� �������� ��	��������

� �	����%��� ����������� )��H+�
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G$;���"����� ����������43 ��#$� �!%�"����#� !����'!����#� *�* �����, ��  "� ��� 
��� /�� ��� -�- ! ��#$� �!%�"���� *( �����, �� ��������#��� /�� "��!/!�� δk� &���-���!0
%$3;� �7!�-$ !�&���& ����&� ����,!�� - �$�3 ��! k → ∞� >���-�� -�- ! �����,� ��
�����,� � ��������� ����"����"$3;!, ��#$� �!%!�$3;!, ���"!��, ������"� !����'!����#�
���'���� ���-�!/��-! �����"�� ��"����3;!, � ���"!��, ������"�� �.��,$�!��"���, �����
�����, � )�,� �����,$ @+� >�� ,���� ��4 !����4%�"��� ��! ���-�!/��-�, ��7��!! ��$����0
/!"& %���/ �� ����"� $����/!"�#� !����'!����#� *�* �����, �� ��- -�-  "� ��� $����0
/!", ��#��!�,�, ��������! ,!�!,!%!�$3;!& ��!��!����& ��7��!� " %���/� )OC0

q +�

*$��4 �������"����4����! /!��� δk� αk� βk� k = 0, 1, 2, . . .� $��"���"�� 3� $���"! , )��C+�
<�.!-�!�$�, ����$3;�� ���"!�� ������"� ���'����

λ
k+1

= λ
k
+ βk

(
gδk(πδmax[λ

k
])− (hδ + q)

)
− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , )@�
+

#�� λ
0 ∈ H� ��! .!-�!��"����, -���/��, $��"�� ��#��7����! δ > 0� δ � δ1� *�! -����, δ > 0

!����'!! ��������3�� �� ��-�#� ��!���47�#� ��,��� k = k(δ)� ��! -�����, "���� 3�� 
����"����"� δi � δ� i = 1, 2, . . . , k�

� 6��, ��$/�� ������"!�, �����, C " 1	2  "� ��� ����$3;� 

��#�� & : )���"!�� ������"� !����'!����#� ���'���� ��#$� �!%�"����#� ��!�'!�� (�0
#����� " !����'!����� .��,�+� ) ������ ������� �������� ������ � ����
�� !�
��	��������

�������� �	���� δ > 0 � 
������� �	����"������ 	������ ������ (OC0

q ) �"�� ���% ����

+����� πδ[λ
k(δ)

]� ��� λ
k(δ)

& 	����%��� k(δ) ���	���� ���	��������� �	������ )@�
+� ) +��
������ ���� ���� �	����%��� �����������

πδmax[λ
k(δ)

] → π0q , V 0
q (λ

k(δ)
) → sup

λ∈H
V 0
q (λ), δ → 0.

" 8� ��� ������ ��+,-.��(#�&��#+# �%��&1�#��#+# 0���1�0&  &'$� , &
�#�%�.+��& �-. ��;���. #4�&%�#6 (&�&)� 7��&-3�#+# �&4-<����.

*��!��3���!�$�, "�%,������! ��#��!�,� $����/!"�#� !����'!����#� *�*� �.��,$�!0
��"����#� " �����,� �� �� ��!,��� ��7��! %���/! ���!,��4��#� $���"���! � ���$.�%�",
�#���!/��!�, " .!���4�� ,�,��� "��,��!=

(OCδ) ‖v‖2 → min, z[v](·, T ) = hδ, v ∈ D,

�� ��&�����!3 ��/��4��#� $���"! " ����4�� -���"�� %���/� �� ����������"����0����,��0
��#� $��"���! ��������"������!

zt(x, t)− azxx(x, t) = 0, z(x, 0) = v(x), v ∈ D, x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ),

zx(0, t) − z(0, t) = 0, zx(L, t) + z(L, t) = 0, t ∈ (0, T ).
)C�	+

G/!���, ��! 6��,� /�� ����"���!"� �'��-� ‖hδ−h0‖ � δ� #�� h0 = z[v0](·, T ) ? ��/��� %��/�0
�!� ���"�� /���! $��"���! " %���/� (OCδ)� v0 ? ��/��� )!�-�,��+ ��7��!� %���/! (OCδ) � ��/0
��� ���"�� /���43 h0 " $��"���!!� hδ ? "�%,$;���� ���"� /���4 $��"���! " %���/� (OCδ)
)��%$�4��� ����3���! )!%,����! + ��/��� ���"�� /���! h0+� ��-!, ����%�,� δ ∈ [0, δ0]? "��!0
/!��� &���-���!%$3;� $��"��4 %����! �7!�-! .!���4��#� ����3���! � δ0 > 0?��-������
/!����

<���/� )C�	+ ����,���!"����4 ��! %��/��! & ����,����" L = 1� T = 1� a = 0,001 � ���$0
��!,, ,������"�, D ≡ {u ∈ L2(0, L) : u(x) ∈ [v1, v2] �� "� �� (0, L)}� #�� v1 = −3� v2 = 3�
*������"����4����! " !����'!����� .��,$�� )@��+ αk� βk� δk� $��"���"�� 3;!� $���"! , ��0
#����"��! )��C+� "�!���!�4 " "!��

αk = α0k
−1/15, βk = β0k

−9/10, δk = δ0k
δp , )C��+
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#�� -������� α0� β0� δ0 �� "�! 3� �� ��!,����!-$ $���"!� ��#����"��! � �� "��� ��! ���-0
�!/��-�, ��!,����!! !����'!����#� *�* " /!�����& 6-����!,����&� �& %��/��! ��!
�������� 6-����!,�����4��� /��� �&��!,���4 ��� 9�������/�� ������:�

��,������'!���� /!������ 6-����!,��� ���"��!�!�4 �� ��- ��%"��,�� %�,-�$���
�&�,�� *� ��!, 6��� ���,!� �� ��!,��� %���/! )C�	+� *����� "��#�� "�!����� ! .!-�!�$��0
� ��-����� 6��,��� ? 9��/��� ��7��!�: v0 ∈ Z = H ≡ L2(0, L) " ����������"� ��7��!��
<���, ��7���� %���/� )C�	+ � ��/��4�, $���"!�, v ≡ v0 ! "/!�� ��� �� ��/��� ��7��!�
" .!���4�� ,�,��� "��,��! h0 = z[v0](·, T ) )��/�� ���"� /���4+� ����� ��/�� ���"� 
/���4 "�%,$;���� " ����"����"!! � �'��-�� ‖hδ−h0‖ � δ ! �� ��!��!�����#� ��7��! %���0
/! (OCδ) N ��!��!����� !%"����, .!���4�, ����3���!�, hδ ��!,�� ��� ��#$� �!%�"��0
�� !����'!���� *�* � $���"!�, ������"� �����, H� *��$/����� ��!��!������ ��7��!�
vδ[λk(δ)] %���/! (OCδ) ���"�!"���� � !�&���, ��/�, ��7��!�, )��/��4�, $���"!�,+ v0�
��- ���!�&��!� ���'��� /!������#� ,����!��"��! ! ������/!"���� !������"��!� ��"����! 
��!����& "7� ��#��!�,�" �����, � ! H� � ��$/�� ����4��#� /!������#� 6-����!,���� .$�-0
'! hδ �������"� �� ����� ����4��� !%,����!� ��7��! -���"�� %���/! " .!���4�� ,�,���
"��,��!�

M$��, ���%��/��4 k0� /��� �������"����4����! )@��+ " /!������, 6-����!,���� �� %�,-�$0

��� �&�,� � ��/�, ��7��!�, v0 -�- λ
k{v0}�

>���"�� '��! $-�%���& /!�����& 6-����!,����" ����$3;!�=
	+ ��,������'! ��!�'!�!��4��� "�%,������! ��!��!�����#� ��7��! ��$����/!"& %�0

��/ "!�� )OC0+ �� ����"� ��#��!�,� ��#$� �!%�"����#� !����'!����#� *�*K
�+ ��,������'! ��#� .�-��� /�� ��#��!�, ��#$� �!%�"����#� !����'!����#� *�* �����0

, � �� %���/! ���!,��4��#� $���"���! )OCδ+ 6..�-�!"�� �������� ��% -�-!&0�!�� ���!0
���& �����������!� � "����!,���! )!�! ��"����!,���!+ -����!/��-�#� *�* " ��/���
%���/�� � �$;���"�"��!! ��7��! �"����"����� - )OC0+ %���/!K �������!, ����� ���4��"�,
6��� ��#��!�, ��!�'!�!��4�� ���!/���� �� -����!/��-�#� ��#��!�,� ��%�" 1	
� 	E2K

@+ ��,������'! ��#� .�-��� /�� ��#��!�, �����, � ��� �� $����/!"���4 " ���$���"!�
��#$� �!%!�$3;�#� 9�/�#�: " "!�� ����!�!%!�$3;�#� ���#��,�#� " �"����"����� %���/�K
" 6��, ��$/�� �$��, ���%��/��4 k0� /��� �������"����4����! )@��+ ��! "��& αk ≡ 0� k = 1, 2, . . .�
" /!������, 6-����!,���� �� %�,-�$��� �&�,� � ��/�, ��7��!�, v0 -�- λ̃k{v0}�

�� -���/��0��%������� �����-�!,�'!! $��"���! ��������"������! )C�	+ !����4%�"��� 
,���� ����-�ID!-����� 1	�2� !,�3;!� "����� ��� ��- ��/����! �� ����������"����� ����0
,������ *�! 6��, !����4%�"��!�4 ����/�� .$�-'!! �� ��"��,���& ���-�& � ��!��-�",
/!���, ��/�- ��%�!��! �� ����,���, x ! t� <��/��! ����/�& .$�-'!� ��"� %��/��! ,
����"����"$3;!& .$�-'!� " $%��& ���-!� M$��, ���%��/��4 ����/�$3 .$�-'!3� ����"����"$0
3;$3 ��7��!3 $��"���! z� /���% ẑ� � -�/���"� ����/�& �����#�" ���, " ����������"�& L2�
C ! W 1

2 !����4%�"��!�4 ����$3;!�=

‖ẑ‖L2 =

√√√√ n∑
i=1

ξz2i , ‖ẑ‖C = max
i=1,...,n

|zi|, ‖ẑ‖W 1
2
=

√√√√ n∑
i=1

ξz2i +
n∑

i=2

(zi − zi−1)2/ξ, ξ =
L

n− 1
,

#�� n ? /!��� ��/�- ��%�!��! �� ����%-� [0, L]� ξ ? 7�# ��"��,����� ���-!� zi ? %��/��! 
����/��� .$�-'!! " $%��& ���-!�

>7!�-� " ����������"� ����/�& ��!��!���!� %���"����4 ����$3;!, ����%�,� � /!�0
�����, 6-����!,���� � ��/��� ��/��4��� .$�-'!�� v0 ������4 .$�-'! t̂0 ≡ sin2(10,5πx)�
"/!�� ���4 �� ���,� ‖t̂0‖� � ��-�� 9�����"���� ��#��7����4: �� .��,$�� t̂δ = δ

(
t̂0/‖t̂0‖)�

� ���"�� ���!! 6-����!,����" " -�/���"� ��/��#� ��7��! ��� !����4%�"��� #���-� 
.$�-'! v01 = sin2(2πx)� *���,��� �������"����4������ )C��+ ��! "% � ����$3;!,!=
α0 = 0,01� β0 = 1000� δ0 = 1� δp = −0,6� <���/� ��7����4 �� ��"��,����� ���-� � -��!/�0
��"�, $%��" CE	 �� ����,���, x ! t� >'��!"��!�4 ���, ��%����! ,���$ /!�����, ��7�0

�!�, ! ��/�, ��/��4�, $���"!�, Δ
k
P ≡ ‖v̂01 − v̂[λ

k{v01}]‖P ! Δ̃k
P ≡ ‖v̂01 − v̂[λ̃k{v01}]‖P � #��

P ∈ {L2, C,W
1
2 }� 8�%$�4��� �������"��� " ����!'� 	 ! �� �!�� 	� �� @� D� �!�� �� - ! @� -
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�&4-�1& !� 4�������� ������	� ��� v01

O δ k(δ) Δ̄
k(δ)
L2

Δ̃
k(δ)
L2

Δ̄
k(δ)
C Δ̃

k(δ)
C Δ̄

k(δ)

W 1
2

Δ̃
k(δ)

W 1
2

	 0,1 46 1,6578 1,7309 1,9176 2,0583 11,1798 15,1045
� 0,05 147 0,8356 0,9311 1,0651 1,3826 10,5784 23,8258
@ 0,02 678 0,3327 0,7291 0,4540 1,2655 5,5076 42,4051
C 0,01 2154 0,1626 0,9456 0,2325 1,4985 2,9908 61,3046
� 0,005 6839 0,0775 0,9215 0,1190 1,3899 1,6142 60,4905
H 0,002 31498 0,0272 0,5394 0,0493 0,7960 0,7148 35,4890

 0,001 100000 0,0119 0,3125 0,0254 0,4602 0,3871 20,5746

)P+ )�+

���� �� 56 7������	�� Δ
k(δ)

L2
8�
�	#��� �����6 � Δ̃

k(δ)
L2

8#���!	���6 	� ��	��� 	#���� δ9

�6 �������	�� ‖λk‖ 8�
�	#��� �����6 � Δ
k

L2
8#���!	���6 	� 	#���� δk

7��!&�"�� �!�!�� ��-�%��� ��/��� ��/��4��� $���"!� %���/! v01 � � ����7��� ? ���������
��!��!������ ��7��!� %���/! ���!,��4��#� $���"���! � ����� "!���4� /�� ��!��!�����
��7��! " ���"�� ���!! /!�����& 6-����!,����" $����/!"� 9� #���3�: - ��/�, ��7��!0
 ,� � �� �� "��, � " ���$���"!� ��#$� �!%!�$3;�#� 9�/�#�:� ���,� ��%����! ��/��#� !
��!��!�����#� ��7��!� $����/!"� ������ "� "��& ���& ��$/� &= P = L2, C, W

1
2 � ���,��� ��

��"7��!� ��/����! ����3���! �

�&4-�1& *� 4�������� ������	� ��� v0b

O δk k ‖λk‖L2 Δ
k
L2

	 10−2 65 1,3951 0,1200
� 10−3 533 1,4677 0,1146
@ 10−4 4328 1,5279 0,1120
C 10−5 35111 1,5857 0,1100

�� ��,������'!! ����� ��#��!�,� �����, � " ��$/�� ��"����!,���! -����!/��-�#�
*�* " ��/��� )δ = 0+ ���!,!%�'!����� %���/� (OCδ) " ����"����"!! � ����!%�, ��!,��� 	
��� "% �� ��%�"�� .$�-'! v0b = {1, 0,3 � s � 0,7; 0, s < 0,3, s > 0,7}� ��- ��-�%��� " ��0
���� 1	H2� " 6��, ��$/�� ����"����"$3;� �"����"���� %���/� �� !,��� ��7��! " L2(0, L)�
� -�/���"� ����,����" �������"����4������ )C��+ !����4%�"��!�4 "��!/!� α0 = 10−6� β0 = 10�
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)P+ )�+

��$� *� *�! δ = 0,001= P+ v01 ! v[λ
k(δ){v01}]K �+ λ

k(δ){v01}

)P+ )�+

��$� 5� *�! δ = 0,001= P+ v01 ! v[λ̃k(δ){v01}]K �+ λ̃k(δ){v01}

)P+ )�+

��$� 8� *�! δk = 10−5� k = 35111= P+ v0b ! v[λ
k{v0b}]K �+ λ

k{v0b}
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δ0 = 1� δp = −1,1� � ���"� /���4 $��"���! �� "�%,$;����4� <���/� ��7����4 �� ��"��,�����

���-� � -��!/���"�, $%��" �C	 �� ����,���, x ! t� >'��!"����4 ���,� ‖λk‖ " ����������"� L2�
8�%$�4��� "����� ���!! /!�����& 6-����!,����" ,���� "!���4 " ����!'� � ! �� �!�� 	� � ! C�
D� �!�� C� � 7��!&�"�� �!�!�� ��-�%��� ��/��� ��/��4��� $���"!� %���/! v0b � � ����7��� ? ���0
������ ��!��!������ ��7��!� %���/! ���!,��4��#� $���"���! � ����!%!�$ !&� ,���� %�,�0
�!�4 ,�������� ���� ���, �"����"����� ����,����� ��! .��,��4��, $,��47��!! �7!�-!
! $"��!/��!! /!��� !����'!� ��#��!�,� �����, ��  "� 3;!�� ������"!�, ���$;���"�"��! 
��7��! �"����"����� %���/!� *�! 6��, ��!��!����� ��7��! %���/! (OC0)� -�- "!��� !%
�!�� 	� �� $����/!"� 9� #���3�: - �� ��/��,$ ��7��!3�

:�;:<= ';>�4?>@4A
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