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D(α)zi = azi + ui − v,

��� D(α)f � ����	����� � ����� ������ α ∈ (0, 1) ������� f  !��
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������ ����������� �������� ����� ����! ������ "�##����$���%�& �'� ������� � �����(
)��*�!  ���"�� ��+���� �'���& ��"�, ������"������(-*������� � -,����� ���*��%*�& �).(
�*��� /	0123 ���,� 3 *�� � -'�-)����� *�����,��*�&  ���"�� ��+����3 �*����� ��"���� ����*
���& ��"�,3 * *���� ��� ���  -�� �����)������  ���"� � ,��������3 � ��)���& /
0�2
���� ���������% ��"�,� ������"������ "�-& ��$3 ������� � -�������� � � "��)� � ���(
����"� �3 '"� )�� ���-,�� "������,�� -������ ��� *��

� ������4�! ��)��� ���� ���������� �"�� ��"�,� ������"������ '�-���! ������"�����(
��! �"��'� -)�'�54�'� ��� -������3 ,�� "������� ���& -,�����*�� ���������� -�������� �
� "��)� � �� ���-�� �������"� �3 � -)�'�54�! � ���$���� �'� �� ��*�"��� ���"��
��-*��'�  ��'�'�����'�  ��������� 6��-,�� "������,�� -������ ��� *�� 7�)��� ���"��(
���� �����"������ /	�0	�2�

� �� ��� !���"! #!�!$�

�%&���'���� � 8� � /	92:� 6-��% f : [0,∞) → R
k ; �)���5��� ���������� #-�*$�� �

α ∈ (0, 1)� ����������	 
� ��
�� 
������ α #-�*$�� f ��������� #-�*$�� D(α)f ��"�

(
D(α)f

)
(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

f ′(s)
(t− s)α

ds, '"� Γ(β) =

∫ ∞

0
e−ssβ−1 ds.

� ������������ R
k (k � 2) ���� ���������� "�##����$���%��� �'�� n + 1 ��$< n ������(

"�������! P1, . . . , Pn � -)�'�54�'� E� =�*�� "������� *��"�'� �� ������"�������! Pi � ���
��"

D(α)xi = axi + ui, xi(0) = x0i , ui ∈ V. 8	�	:
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=�*�� "������� -)�'�54�'� E � ��� ��"

D(α)y = ay + v, y(0) = y0, v ∈ V. 8	��:

="��% α ∈ (0, 1)3 xi, y, ui, v ∈ R
k3 V ; ��-*�! *� ��*� � R

k3 a ; ��4��������� ,����� ��� �
��'�3 x0i �= y0 "�� ���& i� ����������%�� ���"����'�����3 ,�� -)�'�54�! E � ���$���� �'� ��
��*�"��� ���"�� ��-*��'�  ��'�'�����'�  �������� Ω � ���-���! ��-��������%5 ��"�

Ω =
{
y ∈ R

k
∣∣ (pj , y) � μj, j = 1, . . . , r

}
,

'"� p1, . . . , pr ; �"���,�� ��*��� R
k3 μ1, . . . , μr ; ��4�������� ,�����

� ���� ����� 8	�	:3 8	��: ���� ���� ����� -

D(α)zi = azi + ui − v, zi(0) = z0i = x0i − y0, ui, v ∈ V. 8	�9:

6-��% T ; ��������%��� ���������%��� ,����3 σ = {0 = t0 < t1 < . . . < ts+1 = T} ;
*���,��� ���)����� �����*� [0, T ]�

�%&���'���� (� �������
���������	 ���������	 Q -)�'�54�'� E3 ��"����! �� [0, T ]3
����������-54�! ���)����5 σ3 ��������� �� �!���� ���)������! bl3 l = 0, . . . , s3 �����4�&
� ������������ ����,��� (tl, z1(tl), . . . , zn(tl)) �� ��� -5 #-�*$�5 vl(t)3 ����"�����-5 "��
t ∈ [tl, tl+1) � ��*-53 ,�� vl(t) ∈ V 3 y(t) ∈ Ω "�� ���& t ∈ [tl, tl+1)�

�%&���'���� )� �������
���������	 ��������������	 Si ������"������� Pi3 ��"����!
�� [0, T ]3 ����������-54�! ���)����5 σ3 ��������� �� �!���� ���)������! cil 3 l = 0, . . . , s3 ���(
��4�& � ������������ ����,��� (tl, z1(tl), . . . , zn(tl)) � -��������5 vl(t)3 t ∈ [tl, tl+1)3 �� ���(
 -5 #-�*$�5 uil(t)3 ����"�����-5 "�� t ∈ [tl, tl+1) � ��*-53 ,�� uil(t) ∈ V "�� ���& t ∈ [tl, tl+1)�

�%&���'���� *� � �'�� 
��������� 
������ ���� �-4����-��  � ��� T0 > 0 ��*�!3 ,�� "��
�5)�'� ���)����� σ �����*� [0, T0]3 "�� �5)�! *-��,��(���'��  ��! ������'�� Q -)�'�54�'�
E ��!"-��� *-��,��(���'��  �� *����������'�� S1, . . . , Sn ������"�������! P1, . . . , Pn3 "��
*����& ��!"-���  � ��� T ∈ [0, T0] � �� �� p3 ,�� zp(T ) = 0�

6-��% "���� IntA � coA ; ��-��������% � ��-*��� �)���,*�  �������� A ��������������3

I(l) = {1, . . . , n+ l}3 Eρ(z, μ) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kρ−1 + μ)
; �)�)4����� #-�*$�� �����'(?�##����3

λi(v) = sup
{
λ � 0

∣∣ −λz0i ∈ V − v
}
, i ∈ I(0), λn+j(v) = (pj , v), j = 1, . . . , r,

δr = min
v∈V

max
l∈I(r)

λl(v), d = max{‖v‖, v ∈ V }, Dr(a) = {y ∈ R
k
∣∣ ‖y − a‖ � r}.

� (� ��� ! �$�+� ,�'���- %��."�

/��&�.! �� ���� a < 0� Ω = R
k� δ0 > 0� ����� � ���� 
��������� 
������

� � * � � � � � � % � � � �� 6-��% T ; ��������%��� ���������%��� ,����3 σ ; ���)����� ��(
���*� [0, T ]3 Q ; *-��,��(���'��  ��� ������'�� -)�'�54�'� E� =�"�� *-��,��(���'��  ��
*����������'�� ������"�������!3 ����'��

ui(t) = v(t)− λi(v(t))z
0
i .

��'"� ��+���� �����  (1.3) ���"����� � � ��"� /	@2

zi(t) = E1/α(at
α, 1)z0i −

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)λi(v(τ))z

0
i dτ = z0i hi(t), 8��	:
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'"�

hi(t) = E1/α(at
α, 1)−

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)λi(v(τ)) dτ. 8���:

>��5"�

n∑
i=1

hi(t) = nE1/α(at
α, 1)−

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)

n∑
i=1

λi(v(τ)) dτ. 8��9:

�� �����  @�	�	 /	�3 �� 	�	2 ���"-��3 ,�� E1/α(z, α) � 0 "�� ���& z ∈ R
1� ��� � ��'�3 "��

���& v ����� �����������
n∑

i=1
λi(v) � max

i
λi(v) � δ0� 6�B�� - �� 8��9: ���"-�� ������"������%

�����������

n∑
i=1

hi(t) � H(t) = nE1/α(at
α, 1)− δ0

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ.

� ���- /	13 �� 	��2 � �� 

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ = tαE1/α(at

α, α + 1).

6�B�� -

H(t) = nE1/α(at
α, 1)− δ0t

αE1/α(at
α, α+ 1) = nE1/α(at

α, 1) − δ0
a
atαE1/α(at

α, α+ 1).

��* *�* a < 03 �� atα → −∞ ��� t → +∞3 � ��B�� - ������"��� ���"-54�� ��� �����,��*��
�$��*� /	�3 �� 	�2<

E1/α(at
α, 1) = − 1

atαΓ(1− α)
+O

(
1

t2α

)
, E1/α(at

α, α+ 1) = − 1

atα
+O

(
1

t2α

)
.

C��"������%��3 ��� t → +∞

H(t) = − n

atαΓ(1− α)
+

δ0
a

+O

(
1

tα

)
.

6�B�� - �-4����-��  � ��� T > 03 "�� *�����'� H(T ) < 0� =��,��3
n∑

i=1
hi(T ) < 0� ��* *�*

hi(0) = 1 "�� ���& i � #-�*$�� hi ��������3 �� �-4����-5� T0 � T � �� �� l ∈ I(0)3
"�� *����& hl(T0) = 0� >��5"�3 � ���- (2.1)3 ���-,�� zl(T0) = 0� C��"������%��3 � �'��
�����&�"�� ��� *�� ����� � "�*������ �

�'��� ��� �� ���� a < 0� Ω = R
k� V � ������ ��
���	 ���
��� � ������	 �������	 �

0 ∈ Int co {z01 , . . . , z0n}.

����� � ���� 
��������� 
������

� � * � � � � � � % � � � �� �� -������ ���"����� � /13 �� 	�2 ���"-��3 ,�� δ0 > 0� 6�B�� - ���(
 ��� � ����� � 	� �

/��&�.! (� ���� a < 0� r = 1� δ1 > 0� ����� � ���� 
��������� 
������
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� � * � � � � � � % � � � �� 6-��% T ; ��������%��� ���������%��� ,����3 σ ; ���)����� ��(
���*� [0, T ]3 Q ; *-��,��(���'��  ��� ������'�� -)�'�54�'� E� =�"�� *-��,��(���'��  ��
*����������'�� ������"�������!3 ����'��

ui(t) = v(t)− λi(v(t))z
0
i .

��'"� ��+���� �����  (1.3) ���"����� � � ��"� zi(t) = hi(t)z
0
i 3 '"� hi ����"���� ��������� 

(2.2)� ��* *�* ������'�� Q -)�'�54�'� "��-��� �3 �� (p1, y(t)) � μ1� D�� ����,���3 ,�� "�� ���&
t � 0 ������"���� �����������∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)(p1, v(τ)) dτ � μ(t) = μ1 − E1/α(at

α, 1)(p1, y
0).

6-��% Δ1(t),Δ2(t) ; "�� ��" �������� �����*� [0, t] ��*��3 ,��

Δ1(t) = {τ ∣∣ τ ∈ [0, t], (p1, v(τ)) < δ1}, Δ2(t) = {τ ∣∣ τ ∈ [0, t], (p1, v(τ)) � δ1}.
��'"�

G1(t) +G2(t) = g(t), −dG1(t) + δ1G2(t) � μ(t), 8��@:

'"�

G1,2(t) =

∫
Δ1,2(t)

(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ, g(t) =

∫ t

0
(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α) dτ.

�� (2.4) ���"-��3 ,�� "�� ���& t � 0 ������"���� �����������

G1(t) �
δ1g(t) − μ(t)

d+ δ1
.

����� � �� 

n∑
i=1

hi(t) � nE1/α(at
α, 1)−

∫
Δ1(t)

(t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α)max
i

λi(v(τ)) dτ �

� nE1/α(at
α, 1) − δ1G1(t) � nE1/α(at

α, 1) − δ1
d+ δ1

[δ1g(t) − μ(t)] .

� ���- /	�3 �� 	�2 � �� 

E1/α(at
α, 1) = − 1

atαΓ(1− α)
+O

(
1

t2α

)
, g(t) = −1

a
+O

(
1

tα

)
, μ(t) = −(p1, y

0)

atα
+O

(
1

t2α

)
.

C��"������%��3 ��� t → +∞ ������"���� �����������

n∑
i=1

hi(t) �
δ21

a(δ1 + d)
+O

(
1

tα

)
.

��* *�* a < 03 �� �-4����-��  � ��� T > 03 "�� *�����'�
∑
i
hi(T ) < 0� =��,��3 �-4����-5�

l ∈ I(0) � T0 ∈ [0, T ]3 "�� *����& zl(T0) = 0� C��"������%��3 � �'�� �����&�"�� ��� *��
����� � "�*������ �

�'��� ��� (� ���� a < 0� r = 1� V = D1(0) �

0 ∈ Int co {z01 , . . . , z0n, p1}.
����� � ���� 
��������� 
������

� � * � � � � � � % � � � �� �� -������ ���"����� � ��   @�	 /13 �� 912 ���"-��3 ,�� δ1 > 0� �
/��&�.! )� ���� a < 0� V = D1(0)� n � k �

0 ∈ Int co {z01 , . . . , z0n, p1, . . . , pr}.
����� � ���� 
��������� 
������

��*������%���� "����! �����  �����"���� �����'�,�� "�*������%���- �����  @�	 /13 �� 9
2�
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