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������� ���� �������� �� �� !�"#!�"��#$��� %�����& �����!#� '	()*& + ����,� ��!
���!#�#��� ���# #,-#" �#�.�� �!�$"/ ��-!��� � �.��"���� ���%��!�� �"�.��0#��� � ��1
$+-���� �.,�$"� $ ��$����1,��#���� �����2#� �� �������#$��3& �� ���� + #+�,� �+�! ���1
$"���$"+# R

2 � R
3� 4 ��#"�! ��+#$"�� �#5#��� '�& �*  ,- R

2 �$�.� ��"#�#$ ��# $"�+,-3"
�� ��� ���%��!���� �"�.��0#��- + R

3& + �$��+# ��"��� ,#0�" �.�.6#��# �$,�+�� ��5�(
7�!���  ,- �#��!!�"�"�+��� �,�#.� �+�"#������+ '8*� � $+-�� $ 9"�! 2#,/3 $"�"/� -+,-#"$-
��,�0#��# !#"� �+ ���%��!���� �"�.��0#��- !������������+ + R3& �����.�"���� �+"���!��

� �� ���� ���! " � #�

:�$"/ C ; �#��"���- ��!�,#�$��- �,�#.�� $ �� ����� ��!�,#�$��� �,�$��$"/3 ξ = ξ0 +
+ iξ1 = R · eiθ̃ ∈ Θ

(
ξ0, ξ1 ∈ R; i ; !��!�- # ���2�

)
� :� H .� #! ����!�"/ ���$"���$"+�

�,�#.� �+�"#������+ <�!�,/"���� �+�"#����� q ∈ H �� �#"$- ,��#���� ��!.���2�#� q =
= q0 + j1q1 + j2q2 + j3q3

(
q0, q1, q2, q3 ∈ R= j1, j2, j3 ; !��!# # ���2

)
�,� q = R

(
cosψ +

+
[(
j1 cosϕ+j2 sinϕ

)
sin θ+j3 cos θ

]
sinψ

)
+ ���#�$%#���#$��� $�$"#!# ���� ���" $� $��,-��!�

�����"#��$"���!� � �+�"#������!� ��#��2�-!� '8*�

� >?H ��$"���! !����������� Ω& ��# $"�+,-36�� $�.�� �#�#$#�#��# ���#����� ��$,�
��!���"� ��,����$"���$"+ ; � ��$+-���3 �.,�$"/ + R

3 $ ��$����1,��#���� �����2#�� <#�1
!#"���#$��� 2#�"� Ω $�+�� �#" $ ����,�! ���� ���" >?H� ������������ Ω �� � �! ��$,#1
 �+�"#,/��$"/3 �� N �#��+"��-36��$- "��#� @+#�5��A A1, A2, . . . , AN ∈ >?H= �� M �#.#�
e1, e2, . . . , eM & ��0 �# m1B

(
m = 1,M

)
�� ��"��� ��# $"�+,#�� ����� +#�5�� em = {An, An′}(

n, n′ ∈ {1, N}= n �= n′
)
= �� K ����#� E1, E2, . . . , EK & ��0 �- k1- (k = 1,K) �� ��"��� �� ���

!��0#$"+�! �#.#� Ek = {ekm1
, ekm2

, . . . , ekmk
} (

ekl ∈ {e1, . . . , eM}& k = 1,K & l = 1,mk= e
k
l �= ekl′ &

k = 1,K & l �= l′ ∈ {1,mk}
)
"����& �"� $�$# �-- ����

(
ekl , e

k
l+1

)
& l = 1,mk − 1& � ����

(
ekmk

, ek1
)

$� #�0�" �.6�3 +#�5���� C�%��$���#! n ∈ {1, N}� D.������! �#�#� Vn n1� !����������
���,& ���# #,#���  ,- Ω ��.���! �#.#� {An, An1}& {An, An2}& � � � & {An, AnT

}& $� #�0�6��
+#�5��� An

(
n1, n2, . . . , nT ∈ {1, N}= nt �= nt′ ∀t, t′ = 1, T

)
� ��������,/��� Ψn& �.����+����

http://dx.doi.org/10.20537/vm170106
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+#�5���!� An1 , An2 , . . . , AnT
!������������ ��,� Vn& .� #! ���+�"/ �$��+���#! !��������1

���� ��,�� E#�#� γm @m = 1,M A �.������! m1�  +������� ���, !������������ Ω& �� ����
����� ����#� Em

k1
, Em

k2
∈ {E1, . . . , EK} F �.6�! �#.��! em�

4 ��#"�! ++# #��� �.�����#��� ��� #! ��-!�# � �.��"��# ���%��!�# �"�.��0#��-G 5�1
�� BR �� +#���## ��,����$"���$"+� >?H

+ = {(q1, q2, q3) : q3 > 0}& +#���#�� ��,����$"���$"+�
$ +.��5#��! $#�!#�"�! 5��� @5���+�- ,������A ��  +������� ���,&  +��������� ��,� ��
>?H

+& !������������ ��,� �� >?H
+�

� $� �%����&'�� !��(�%)�*� ���+% ,���-

:� "#��#!# H��+�,,- '
*& +$# ���%��!�#  �%%#�!��%��! ,3.�� �.,�$"� + ���$"���1
$"+# @���!#���$"� .�,/5# �A -+,-3"$- ��#�.����+���-!� �I.��$�� :�#�.����+���# �I.�1

�$� '
* w =
(
w0q + w1

)(
w2q + w3

)−1
�#�,���#" ���%��!��# �"�.��0#��# �+�"#������ q + w&

� # w0, . . . , w3 ∈ H ; �#��"��# ���$"��"� C� ���# ��$"�-��� w0, . . . , w3 ���# #,-#" ���1
��#"�� +� ���%��!���� �"�.��0#��- � !�0#" �����+� �"/$- �� "�#! "����! '
*� 4 ��#"�!
��,�0#����� $%��!�,���#! �"+#�0 #��-  ,- R

3�

���%�) �� ������� g1 : H → H � g′1 : H → H� �	
	���� ������������

g1(q) = (j1 − j2q)(j2 − j1q)
−1 � g′1(q) = (j1q − j2)

−1(j2q − j1), @	A

��	������ ���������� �����	����� �������� ���������	���	 >?H
+ �	 �
������� �	� B1

� ���	����

������"#,/$"+� "#��#! 	 $,# �#" �� "���& �"� ��� �"�.��0#��� @	A "���� Q1 = j3& Q2 = 0&
Q3 = ∞ ��� Q1, Q2, Q3 ∈ >?H

+ �#�#�� -" + $��"+#"$"+�36�# "����W1 = 0&W2 = −j3&W3 = j3
��� W1,W2,W3 ∈ B1� D.��"��# �"�.��0#��# "��#� W1,W2,W3 ∈ B1 + Q1, Q2, Q3 ∈ >?H

+

���+� �" � ���,������!� �#��,/"�"��

���%�) $�  ����� � ���	���� ���������� �����	����� �	����� ������� �	 
����	����
���� ��	������ ������� g2 : H → H � g′2 : H → H� �	
	���� ������������

g2(q) = (j1Ra − q)(j1q −Ra)
−1 � g′2(q) = (j1q + 1)−1(qRa + j1Ra), @�A

�
� Ra ! �	
�� ����	��� �����	����� �	������ ������	 �� �������� ���������	���	�

������"#,/$"+� "#��#! � $,# �#" �� "���& �"� ��� �"�.��0#��� @�A "���� Q1 = ∞& Q2 =
= 0& Q3 = j1Ra +#���#�� ��,����$"���$"+� $ 5���+�� ,������� �#�#�� -" + $��"+#"$"+�36�#
"���� W1 = j1& W2 = −j1& W3 = j3& � # W1,W2,W3 ∈ >?H

+� �#,�����  +��������� ��,�
���# #,-#"$- ���,������ '�* �#�#�  +������� ���,& �.����+���� �#�#$#�#��#! ��$�"#,/���
�,�$��$"� � $%#�# @��+#����$"/ 5���+�� ,������A + "���# j1Ra�

���%�) .� ������� g3 : H → H� �	
	��	� �����������

g3(q) = 2
[
j1cde

j2φπ/γ + j2R (r1 − r2) sinϕ sin θ
]/

h, @)A

��	������ ���������� �����	����� 
����	����� ���	 γ �	 >?H
+�

� +��0#��� @)A ++# #� $,# �36�# �.�����#��-G r1 =
(
R2+1+d

)π/γ
& r2 =

(
R2+1−d)π/γ &

c =
(
2R

√
1− sin2 ϕ sin2 θ

)π/γ
& φ = arctan

(
cot θ/ cosϕ

)
& d =

√(
R2 − 1

)2
+ 4R2 sin2 ϕ sin2 θ&

h =
(
r1 + r2

)
d− (

r1 − r2
)(
R2 − 1

)
�

� � � � � � " # , / $ " + � " # � � # !  )� :�$"/ + >?H
+ �� ��� 5���+�- ,������& �.��1

��+����- $#�!#�"�! 5���& ��$�"#,/��- �,�$��$"/ � ��+#����$"� ��"����� + "���# j1 ����� �"

�� ��,�! π − γ� 7�$$!�"��! ��!�,#�$��3 ��,��,�$��$"/ ξ = R · ei
(
0,5π−θ

)
$ +.��5#����
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j3

j1

−j1

j2−j2 q0

Θ

Ra = 1

π −
γ

π −
γ

2π
− ϕ

���� �� ����+�- ,������ + +#���#! ��,����$"���$"+#

�����+�� ,�������& �.����+����� $#�#��#! >?H
+ �,�$��$"/3 Θ ��"#! ��+���"� �" �,�$��$"�

j1j2 �� ���, ϕ @��$� 	A�

��+#$"��& �"� �"�.��0#��# �����+�� ,������ �� +#���33 ��,��,�$��$"/ Θ �#�,���#" �.�.1
6#���- %���2�- J���+$���� '�*G

ξ̃ =
π

γ

[
(ξ + 1)π/γ + (ξ − 1)π/γ

]/ [
(ξ + 1)π/γ − (ξ − 1)π/γ

]
. @�A

4 ��#"�! @�A %���2�-& �"�.��0�36�- �� ����3 5���+�3 ,������ �� >?H
+& .� #" �!#"/

+� 

κ (q) =
∣∣∣ξ̃∣∣∣ · [(j1 cosϕ+ j2 sinϕ) cos θ̃ + j3 sin θ̃

]
, θ̃ = arg

(
ξ̃
)
. @�A

:����!�- +� +��!���# @�A& %���2�3 g′2
(
q
)
�� @�A& �$�6#$"+,-36�3 ���%��!��# �"�.��0#1

��#  +��������� ��,� �� 5���+�3 ,������& � %���2�3 κ̃
(
q
)
=

(
j1q−π/γ

)−1(
j1π/γ−q

)
& ��"���-

�#�#+� �" "���� +#���#�� ��,����$"���$"+� Q1 = 0& Q2 = j1π/γ& Q3 = ∞ + $��"+#"$"+�36�#
"���� W1 = −j1& W2 = 0& W3 = j1& ��,���#!& �"� ���%��!��# �"�.��0#��#  +��������� ��,� γ
�� >?H

+ .� #" ���# #,-"/$- $��#�����2�#� %���2��

g3 (q) = κ̃
(
κ
(
g′2 (q)

))
. @8A

C� �+�- ��# $"�+,#��# �+�"#������ q + $%#���#$��� $�$"#!# ���� ���" q = R
[(
j1 cosϕ +

+ j2 sinϕ
)
sin θ + j3 cos θ

]
 ,- R

3 � ��#�.����- $��#�����2�3 @8A + $��"��5#��#  ,- ξ = R ·
· ei

(
0,5π−θ

)
& ��,���! +��0#��# @)A� �

D$�.�� "�����  ,- %���2�� g3
(
q
)
-+,-#"$- "���� q0 = 0 @$#�# ��� �#.��  +��������� ��,�&

$!� ��$� 	A� ��#" %���2�� g3
(
q
)
+ "���# q0 ��+#� γ − 1�
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���%�) /� "��������� �����	����� �������	����� ���	 Vn �	 >?H
+ ��	������ ����#

��� ω : H → H� ���
�	�����	� � ��
� ω
(
q
)
= ω3

(
ω2

(
ω1

(
q
)))

, �
�

ω1 : H → C, ω1 (q) = 0.5
([
QxqΔ + qΔQx

]
+ i

[
QyqΔ + qΔQy

])
,

ω2 : C → C,

ω3 : C → H, ω3

(
ξ′
)
=

RΦ

R2
Φ + |ξ′|2

[
j1

(
2RΦξ

′
0

)
+ j2

(
2RΦξ

′
1

)
+ j3

(
2R2

Φ − ∣∣ξ′∣∣2)],
@
A

$ ω2

(
ξ
)
! �������� ����
����%	� ���������� �����	����� ���������&���	

(
ξ = ξ0 + iξ1

) ∈
∈ Ψ′

n �	 ����
(
ξ′ = ξ′0 + iξ′1

) ∈ Φ �	
��	 RΦ�

� � � � � � " # , / $ " + �� � +��0#��� @
A �#�#!#��# �+�"#����� qΔ, Qx, Qy � �� �1
�$ RΦ �� �3"$- $ ��#"�! $��"��5#���

qΔ = q −Qn, RΦ = |Qs|, Qn = An + QH/R2
Φ, QH = QhQs,

Qh = 0, 5
[(
q −An

)
Qs +Qs (q −An)

]
,

Qs = −0, 5
(
Qv

[(
An −An2

)
Qv +Qv (An −An2)

])
,

Qx =
(An1 −An) |Qh| −QH

|(An1 −An) |Qh| −QH | , Qy = 0, 5
(
QvQx −QxQv

)
,

Qv =
(An1 −An2) (An3 −An2)− (An3 −An2) (An1 −An2)

|(An1 −An2) (An3 −An2)− (An3 −An2) (An1 −An2)|
.

@KA

L���2�- ω2

(
ξ
)
�� �#"$-  ,- Ψ′

n ⊂ C $ �$��,/��+���#! !� �%�2���+������ !#"� � ��$,#1
 �+�"#,/�� ���%��!�� �"�.��0#��� ���#�# �� ���� !�������,/�� �.,�$"#� '�*� ���1
�����,/��� Ψ′

n ���# #,-#"$- ��.���! +#�5�� A′
n1
, A′

n2
, . . . , A′

nT
��� A′

nt
= ω1

(
An +

(
Ant −

−An

)∣∣Qh

∣∣/R2
Φ

)
�

L���2�- ω3

(
ξ′
)
���# #,-#" $"#�#����%��#$��3 ���#�2�3 'K* "��#�

(
ξ′ = ξ′0+iξ′1

) ∈ Φ �����
�� ��$� RΦ �� ��+#����$"/ +#���#� ��$"� ��,�$%#� 9"��� 0# �� ��$��

:�$"/ !���������� ���, Vn �� �� +#�5���� An � �$��+���#! Ψn $ +#�5���!� An1 & An2 &
� � � & AnT

@��$� �A� �,- !�������,/���� Ψn ���# #,�! �+�"#����� Qv& �� �36�� + R
3 ��" +#�1

"��� +��"�#��#� ���!�,� � �$��+���3 !������������ ��,� Vn& �� "�#! �#�+! +#�5���!
An1 , An2 , An3 $ �$��,/��+���#! $��"+#"$"+�36#�� $��"��5#��- @KA� 4 ��#"�! Qv ��$"���! ���1
#�2�3 A′

n +#�5�� An ��,� Vn �� �$��+���# Ψn +��0#��#! A
′
n = An−0, 5

(
Qv

[(
An−An2

)
Qv+

+Qv

(
An −An2

)])
�

:�� Qt = 0.5
[(
q − An

)(
A′

n − An

)
+

(
A′

n − An

)(
q − An

)]/‖A′
n − An‖ ���#2���#! "���� q

�� ��-!�3& ����� -6�3 �#�#� An � A′
n @$!� ��$� �A� 4 ��#"�! ���+�,� �� �.�- "�#���,/����+

AnA
′
nAnt � AnÃnA

′
nt

�� � �! �"�.��0#��# Ãn1 , Ãn2 , . . . , ÃnT
+#�5�� An1 , An2 , . . . , AnT

�$��+�1
��- Ψn ��,� Vn $��"��5#��#!

Ãnt = An + (Ant −An) |Qh|/R2
Φ,

�� �36�! !�������,/��� Ψ′
n @���#�2�- �$��+���- Ψn �"��$�"#,/�� "���� qA�

D��# #,�+ �+�"#����� Qz = Qv& Qx =
(
Ãn1 − A′

n

)/∣∣Ãn1 − A′
n

∣∣ =
[(
An1 − An

)∣∣Qh

∣∣ −
−QH

]/∣∣(An1 −An

)∣∣Qh

∣∣−QH

∣∣& Qy = 0, 5
(
QvQx −QxQv

)
& �� � �! ,��#���3 ���#�2�3 "���� q

+ "���� ξ ∈ C $��"��5#��#!

ξ = 0.5
([
Qx (q −Qn) +

(
q −Qn

)
Qx

]
+ i

[
Qy (q −Qn) +

(
q −Qn

)
Qy

])
,

$��"+#"$"+�36�! %���2�� ω1 : H → C �� @
A�
L���2�- ω1

(
q
)
�#�,���#" ,��#���3 ���#�2�3 "���� q + "���� ξ ∈ C& �$��,/��- ���+�,�

�� �.�-& � �"�.��0#��- ω2

(
ξ
)
� ω3

(
ξ′
)
-+,-3"$- ���%��!�!� � ���"+�3" ,��#���# ��$1

"-0#��# ���#�2�� Ãn "���� q� :�� ��������! �.#$�#�#��� ��$"�-�$"+� �$��0#��- !�$5"�.�
��,���!& �"� $��#�����2�- %���2�� ω

(
q
)
= ω3

(
ω2

(
ω1

(
q
)))

���# #,-#" ���%��!��# �"�.��0#1
��#� �
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j1
j1

j2j2

j3j3

ω (q)

An

An1

An2

An3Ant

AnT

A′
n

Ãn

Ãn1

Ãn2

Ãn3Ãnt

ÃnT

q

Qv

an1

an2

an3

ant

anT

an
ãn1

ãn2

ãn3

ãnt

ãnT

ãn

a′n

ω (q)

���� �� ������ ���	�����
� ���������� ���
�
����
� �
� Vn � ������� ���������������

01������� �� '��	���� �����	����� >?H
+ �	 �������	���� ���� Vn ��	������ �������

ω̃
(
q
)
= ω̃3

(
ω̃2

(
ω̃1

(
q
)))

& � #

ω̃1 : H → C, ω̃1 (q) = RΦ (q1 + iq2)/ (RΦ + q3),

ω̃2 : C → C, ω̃2

(
ξ′
)
= C0

∫ ξ′/RΦ

0

[
T∏
t=1

(1− RΦτ/ ant)
αnt/π−1

]
dτ + C1,

ω̃3 : C → H, ω̃3 (ξ) = Qxξ0 +Qyξ1 +Qn.

@MA

:�� 9"�! ω̃1

(
q
)
; �.��"��- $"#�#����%��#$��- ���#�2�-= ω̃2

(
ξ′
)
; ��"#���, ���$"�%%#,-(

�+��2� '�*  ,- �� ���� ���#�2�� an1 , an2 , . . . , anT
+#�5�� A′

n1
, A′

n2
, . . . , A′

nT
�� ���� �� ��1

$� RΦ= ω̃3

(
ξ
)
; ,��#���- ���#�2�- !�������,/���� Ψ′

n �� !���������� ���, @�.��"��- %���1
2�- � ω1

(
q
)
A�

4,# �#" �"!#"�"/& �"� %���2�� @
A& @MA � �+,#"+��-3" �#�.�� �!�!� �$,�+�3 ; "#��#1
!# H��+�,,- 'M*& ��$��,/�� �� ����# ���%��!��# ��#�.����+���# )1���$"���$"+� �#�#+� �"
$%#� + $%#�= � #$/ �� $%#���#$��� ��+#����$"/3 ����!�#"$- "��0# � �,�$��$"/�

����! �.����!& ��,��#��# �#��,/"�" ���+�,-3" �#�#�"� � �#��$�# $"+#���!� �#5#��3
�� �� ��-!��� � �.��"���� ���%��!���� �"�.��0#��- !������������+ @��$� )A�

� .� �%-)�� � �+% ���� ���+% ,���� )��2�2% ���!��

���%�) 3� (�� ������� f : H → H ��	������ ���������� �����	����� >?H
+ �	 ����#

������& ���	��������� �������	����	 Ω ��� �������� ����	� ẽm ������� j1j2 � )*H
+� �#

���������%�� ����	� em +���� �������	����	� �� f
(
q
)

�� q = R

[(
j1 cosϕ+j2 sinϕ

)
sin θ+

+ j3 cos θ
]
���
�	������ �����������

f (q) =
∣∣∣ξ̃∣∣∣ [(j1 cosϕ+ j2 sinϕ) cos θ̃ + j3 sin θ̃

]
, θ̃ = arg

(
ξ̃
)
,

ξ̃ = C0

∫ R·ei(0,5π−θ)

0

⎡
⎣N(ϕ)∏

n=1

(
1− a′n (ϕ)

)αn(ϕ)/π−1

⎤
⎦ dτ + C1,

@	�A

�
� C0, C1 ! ��������� ���������� ����������
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���������� ��	
� �� �
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j1

j1

j2

j2j3

f−1 : q̃ → q

f : q → q̃

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

α1 (ϕ)

α2 (ϕ)
α3 (ϕ)

α4 (ϕ)

2π − ϕ

ϕ

a1a2

a3 a4

a5a6

a7 a8

a1 (ϕ)

a2 (ϕ)

a3 (ϕ)

a4 (ϕ)

A1 (ϕ)

A2 (ϕ)
A3 (ϕ)

A4 (ϕ)

Θ

Θ̃

���� .� :��!#� ��-!��� � �.��"���� ���%��!���� �"�.��0#��- ��.�

� +��0#��� @	�AN
(
ϕ
)
; ��$,� "��#� a′n

(
ϕ
)
�#�#$#�#��- �#.#� ẽm $ $#��6#� �,�$��$"/3 Θ&

��,��#���� ��"#! ��+���"� �" �,�$��$"� j1j3 �� ���, ϕ= a′n
(
ϕ
)
; "����  #�$"+�"#,/��� �$�(−∞ < a′1

(
ϕ
)
< a′2

(
ϕ
)
< . . . < a′

N
(
ϕ
)(ϕ) <∞)

��!�,#�$��� �,�$��$"� Θ& $��"+#"$"+�36�# +#�1

5���! An

(
ϕ
)
!�������,/���� Δ

(
ϕ
)
& �.����+������ $#�#��#! !������������ Ω �,�$��$"/3 Θ̃

@$!� ��$� )A= αn

(
ϕ
)
; +��"�#���# ��, !�������,/���� Δ

(
ϕ
)
��� +#�5���� An

(
ϕ
)
& ��+�# ��

+#,����# $��"+#"$"+�36�!  +������! ��,�! !������������ Ω�
������"#,/$"+� "#��#! � �$��++�#"$- �� �#��,/"�"�� "#��#! ���$"�%%#,-(�+��2� 'M*�
:��!#�#��# +��0#��- @	�A ��� �#5#��� �- � ����,� �� �� �� $+-���� $ �#�.�� �!�1

$"/3 �� .��� $��"+#"$"+�- �#.#� ẽm �,�$��$"� j1j2 + >?H
+ $ �#.��!� em !������������ Ω�

����� �� .�� $ ��#"�! @	A $+-��� $ �#5#��#! �.��"��� �� ��� ; ���%��!���� �"�.��0#��-
!������������ Ω �� # ������ 5���

7#5#��# �.��"��� �� ��� +��,�-#"$- �� ���,���� $ �#5#��#! + R
2 $ ���!#�#��#! !� �1

%�2���+������ !#"� � ��$,# �+�"#,/�� ���%��!�� �"�.��0#��� '�*�
�$��,/��-  ��.��1,��#���# ��#�.����+���# ζ = g′1

(
q
/
R
)
@R ; !���!�,/�� �� ��$ ����01

��$"�& $� #�0�6#� + $#.# +$# +#�5�� An !������������ ΩA& �"�.����! +��"�#���$"/ Ω ��
>?H

+ $ +.��5#��!� 5���+!� ,������!�� �,- ��$,# �36#�� �"�.��0#��- ��,��#����
�.,�$"� �� >?H

+ ���!#��! ��$,# �+�"#,/��$"/ �"�.��0#���& $+� -6��$- � �#5#��3 $,# �1
36#� !� #,/��� �� ����

���%�) 4� "��������� �����	����� >?H
+  ����������� ���	�&�� ���	���	���� ����#

������� ���������	���	  ��������&��� �
�������� ���	�&�  ��	
��� ���������&� Γ�
�	 >?H

+ ��%�������� 
�� q = R
[(
j1 cosϕ+ j2 sinϕ

)
sin θ + j3 cos θ

]
��������

� (q) = (a− b) γ
∣∣∣ξ̃∣∣∣ [(j1 cosϕ+ j2 sinϕ) cos θ̃ + j3 sin θ̃

]
, ����������� � (∞) = ∞, �′ (∞) = 1,

�
� θ̃ = arg(ξ̃), ξ̃ = S3

(
S2

(
S1

(
R · ei(0,5π−θ)

)))
, @		A

S1
(
ξ
)
=

[
ξ − a

(
θ
)]/[

ξ − b
(
θ
)]
, S2

(
ξ
)
= ξγ

(
θ
)
, S3

(
ξ
)
=

(
1 + ξ

)/(
1− ξ

)
.

� ��+#�$"+�� @		A a
(
θ
)
& b
(
θ
)
; "���� �#�#$#�#��- $  #�$"+�"#,/��� �$/3 ��!�,#�$��� �,�$1

��$"� Θ& ��,��#���� ��"#! ��+���"� �" �,�$��$"� j1j3 �� ���, ϕ& $������$�36#�$- ����0��$"�
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j1

j2

j3

Θ

q

Γ

β NBΘ
ρ

τ

θ

ϕ

a

b

���� �� ������ ���	�����
� ���������� �������������� � ����������� ������� � 
�����

������������ Γ

$ �����2#� +.��5#����� �� ��,��,�$��$"� $#�!#�"� � ��$+-���� �.,�$"� + ���#$"��$"� "����
τ ∈ Θ& � # arg

(
τ
)
= 0.5π−θ& γ(θ) = π

/[
π−β(θ)]& β(θ) ; ���,& �.����+���� $������$�36#�$-

����0��$"/3 + a
(
θ
)
@��$� �A�

������"#,/$"+� "#��#! 8 �$��+��� �� �#��,/"�"�� "#��#! � ���%��!��! �"�.��0#���
+#���#� ��,��,�$��$"� $ +.��5#��! $#�!#�"�! $ �,� ��� �����2#� �� +#���33 ��,��,�$1
��$"/ '�*�

E�$"�! $,���#! @		A -+,-#"$- �� ��� �� ��$"��#��# �"�.��0#��- >?H
+ $ +.��5#��!

$#�!#�"�! 5��� �� >?H
+� � �#� ��������# �"�.��0#��# �����+� �"$-  ,- ����� �$�� ����

!������������& �� ������ ��.���! +#�5��& ��"��# ��$��,�0#� �� �����2# ���$����� +�1
���� Ω ����0��$"� �� ��$� R� :��!#� �� ��� ��# $"�+,#� �� ��$� 	� D"�.��0#��# $ ��#"�!
@	A(@)A �$�6#$"+,-#"$- %���2�#� �

(
q
)
= k0 · κ̃′(g3(g2(q)))& � # k0 = Raπ

/
γ ; ��9%%�2�1

#�"& $��"+#"$"+�36��  ,- �
(
q
)
�$,�+�-! ���!���+�� d�

(
j1∞

)(
dq

)−1
= d�

(
j2∞

)(
dq

)−1
= 1&

d�
(
j3∞

)(
dq

)−1
= 0  ,- dq = q − q0= κ̃

′(q) =
(
q + j1

)(
j1q + 1

)−1
; %���2�-& �#�#+� -6�-

"���� +#���#�� ��,����$"���$"+� Q1 = −j2& Q2 = 0& Q3 = j1 + $��"+#"$"+�36�# "���� W1 = 0&
W2 = j1& W3 = ∞�

5 !16#����

:�,��#��# �#��,/"�" $�$"�+,-3" $�+������$"/ !#"� �+& �#�.�� �!�  ,- �#5#��- ��1
 �� ���%��!���� �"�.��0#��- !������������+ + R

3� C� ���# ���%��!�# �"�.��0#��- ��1
,��#� $ �$��,/��+���#! �,�#.� �+�"#������+& "#���� %���2�� ��!�,#�$���� �#�#!#�����
� �#�!#"���#$��� ��# $"�+,#���� �����! +��!�0�! +�����"�! ��,��#��- $��"��5#���& ��1
 �36�� ��-!�# � �.��"��# ���%��!�# �"�.��0#��-  +��������� ��,� �� +#���## ��,����1
$"���$"+� @)A& !������������ ��,� �� +#���## ��,����$"���$"+� @
A& +#���#�� ��,����$"���1
$"+� �� !����������� @	�A& -+,-#"$- �#��$�# $"+#���# �$��,/��+���# �,�#.� �+�"#������+ '8*�
D ���� +������36�# ��� 9"�! "�� ��$"�& �.�$,�+,#��# �#��!!�"�"�+�! �����"#��! �,1
�#.� H& $+-��� $ �#�.�� �!�$"/3 +��$,#��- .�,/5��� ��$,� ��$"�-��� ��� �#�#�� # �"
,�����%!��#$���� +�#"� �� �����+� ��� !#��!��%��� �+�"#�����1%���2��& �.�.6�36#�
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� �� �
� ��� 	

���%��!��# �"�.��0#��# @ +��������� ��,�& �,� !������������ ��,�& �,� !������������A !#1
��!��%��� �+�"#�����1%���2���

� 2#,�! ��,��#��# ��# $"�+,#��- $ ��#"�! "#��#! H��+�,,- !���" ."/ �.�.6#�
�� �� ��� ���%��!���� �"�.��0#��- !������������+ + !����!#��� #+�,� �+� ���$"���1
$"+�� R

N $ ���!#�#��#! �,�#.� �,�%%�� �& ��# $"�+,#��- 9,#!#�"� x 9"�� �,�#.� + ���#�1
$%#���#$��� $�$"#!# ���� ���" x = R

(
cos θ+j1 sin θ sinϕ1 ·. . .·cosϕN+j2 sin θ sinϕ1 ·. . .·sinϕN+

+ j3 sin θ sinϕ1 · . . . ·cosϕN−1+ j4 sin θ sinϕ1 · . . . · sinϕN−1+ . . .
)
� ��$,# �36#�� �#�#�� � � ��!1

�,#�$��� �#�#!#���� ξ = R · ei
(
0,5π−θ

)
�,�$��$"� Θ& $#��6#� ���$"���$"+� R

N �� ��,�!�
ϕ1, . . . , ϕN �

:#;:!% );<=�><?�@

0� >����
� A�:�� #
������ ;�:�� :�����
� B�=� C���(���������� ��
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!*���� ������� *� ���� ���+��� �� ��������� ����
�� �� �������� 
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UW UQOXVQUQR UQPU E_UQV 0F� ����� ����� ���� ����� ������ 2103� 7Y[� 0� WY� 0 E5IF� cc� 41&49 EXW iM\\XUWF�

4� _Y[RUW\lR /�L� _YX\\YW OUQRZPWVQXZ ZYYQNXWUVP\ aYQ 8M[VX7UQXUVP UccQYhX8UVXYW Ya \ZU[UQ cYVPWVXU[ pXV^XW
UW UQOXVQUQR UQPU E_UQV 2F� ����� ����� ���� ����� ������ 2103� 7Y[� 0� WY� 0 E5IF� cc� 49&G2 EXW iM\\XUWF�

G� jX[qZ^UlY7 _�j� ���� �!������ "��#� ���$��"���� �����!������ �%����&���� �'����#��� ESccQYhX8UVP
8PV^YN\ Ya ZYWaYQ8U[ 8UccXW`\� rUWNOYYlF� sXP7" kUMlY7U -M8lU� 0K9G� 349 c�

3� iUNR`XW d�]�� _Y[UW\lR /�L� ]YNXoPN 8PV^YN Ya \MZZP\\X7P ZYWaYQ8U[ 8UccXW`\ Ya cY[R`YWU[ NY8UXW\�
����� ��"��� ���� �����( )�� )����� 2109� WY� 0 E4KF� cc� 23&43 EXW iM\\XUWF�
-./" 01�0522460KKII92064K64

9� LMNOPQR S� TMUVPQWXYWXZ UWU[R\X\� )���"��&� ���&��#��*� �$ �� +�"���#*� ��� ���%��&� ��&����
0K5K� 7Y[� I3� X\\MP 2� cc� 0KK&223� -./" 01�01056L141311G01113394I

5� S^[aYQ\ t� ),���'� ����$��"����� �� ������ #�"�������� uWX7PQ\XVR Ya ]XWWP\YVU� 0KI0� nQUW\[UVPN MWNPQ
V^P VXV[P �������!������ )���'�� � "��*�"����" %���������� ]Y\ZYp" ]XQ� 0KI9� 002 c�
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