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�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, â êîòîðîé ðàçìåðû ïðîìûñëîâûõ çàãîòî-

âîê ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðè îòñóòñòâèè ýêñïëóàòàöèè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ

ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ẋ = (a − bx)x, ãäå êîý��èöèåíòû a è b ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà ïî-

ïóëÿöèè è âíóòðèâèäîâîé êîíêóðåíöèè ñîîòâåòñòâåííî, à â ìîìåíòû âðåìåíè τk = kd èç ïîïóëÿöèè

èçâëåêàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ äîëÿ ðåñóðñà ωk, k = 1, 2, . . . . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæ-

íîñòü âëèÿòü íà ïðîöåññ ñáîðà ðåñóðñà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàíîâèòü çàãîòîâêó â òîì ñëó÷àå, êîãäà

åå äîëÿ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé (áîëüøå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ uk ∈ (0, 1) â ìîìåíò τk), ÷òîáû
ñîõðàíèòü âîçìîæíî áîëüøèé îñòàòîê ðåñóðñà äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ñëåäóþùåãî ñáîðà. Èññëåäóåòñÿ

çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèè ū = (u1, . . . , uk, . . . ), ïðè êîòîðîì äîáûâàåìûé

ðåñóðñ ïîñòîÿííî âîññòàíàâëèâàåòñÿ è çíà÷åíèå ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ïî

âîçìîæíîñòè íàèáîëüøèì ÷èñëîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåäîñòàòî÷íîì îãðàíè÷åíèè äîëè äîáûâàåìîãî

ðåñóðñà çíà÷åíèå ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ äëÿ âñåõ èëè äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷å-

íèé ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ. �àññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïóñòü çàäàíî çíà÷åíèå u ∈ (0, 1),
êîòîðûì ìû îãðàíè÷èâàåì ñëó÷àéíóþ äîëþ ðåñóðñà ωk, äîáûâàåìîãî èç ïîïóëÿöèè â ìîìåíòû âðåìå-

íè τk, k = 1, 2, . . . . Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìåæäó ñîñåäíèìè èçúÿòèÿìè, íåîáõîäèìîå äëÿ
âîññòàíîâëåíèå ðåñóðñà, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîèçâîäèòü äîáû÷ó äî òåõ ïîð, ïîêà äîëÿ èçâëå÷åííîãî

ðåñóðñà íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ u.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà, îïòèìàëüíàÿ

ýêñïëóàòàöèÿ.
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Ââåäåíèå

Èññëåäóåòñÿ îäíà èç ìîäåëåé ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè, çàäàííàÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì, çàâèñÿùèì îò ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè îòñóòñòâèè

ýêñïëóàòàöèè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ẋ = (a − bx)x, ãäå
êîý��èöèåíòû a > 0 è b > 0 ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè ðîñòà ïîïóëÿöèè è âíóòðèâèäîâîé êîí-

êóðåíöèè ñîîòâåòñòâåííî, à â ìîìåíòû âðåìåíè τk = kd, ãäå d > 0, èç ïîïóëÿöèè èçâëåêàåòñÿ

íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ äîëÿ ðåñóðñà ωk ∈ Ω ⊆ [0, 1], k = 1, 2, . . . . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ âîç-

ìîæíîñòü âëèÿòü íà ïðîöåññ ñáîðà ðåñóðñà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàíîâèòü çàãîòîâêó â òîì

ñëó÷àå, êîãäà åå äîëÿ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé (áîëüøå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ uk ∈ [0, 1)
â ìîìåíò τk), ÷òîáû ñîõðàíèòü âîçìîæíî áîëüøèé îñòàòîê ðåñóðñà äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà

ñëåäóþùåãî ñáîðà. Â ýòîì ñëó÷àå äîëÿ äîáûâàåìîãî ðåñóðñà áóäåò ðàâíà ℓk = ℓ(ωk, uk), ãäå

ℓ(ωk, uk) =

{
ωk, åñëè ωk < uk,

uk, åñëè ωk > uk,
k = 1, 2, . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ýêñïëóàòèðóåìóþ ïîïóëÿöèþ, äèíàìèêà êîòîðîé çàäàíà

äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì:

ẋ = (a− bx)x, t 6= kd,

∆x
∣∣
t=kd

= −ℓ(ωk, uk)x, k = 1, 2, . . . ,
(0.1)
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ãäå (x, ωk, uk) ∈ [0,+∞) × Ω × [0, 1], ∆x
∣∣
t=kd

= x(kd) − x(kd − 0); ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû ñïðàâà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè âñå uk = 1, ℓ(ωk, 1) = ωk, òî åñòü

çàãîòîâêó ðåñóðñà â ìîìåíòû τk = kd íå îñòàíàâëèâàþò.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Σ
.
= {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . . )}, ãäå ωk ∈ Ω.

Îáîçíà÷èì U
.
= {ū : ū = (u1, . . . , uk, . . . )}, ãäå uk ∈ [0, 1],

L(σ, ū)
.
= (ℓ1, . . . , ℓk, . . .

)
=

(
ℓ(ω1, u1), . . . , ℓ(ωk, uk), . . .

)
,

Xk = Xk(ℓ1, . . . , ℓk−1, x0) � êîëè÷åñòâî ðåñóðñà äî ñáîðà â ìîìåíò kd, k = 1, 2, . . . , çàâèñÿùåå
îò äîëåé ðåñóðñà ℓi = ℓ(ωi, ui), i = 1, . . . , k − 1, ñîáðàííîãî â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè

è íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0. Äëÿ ëþáîãî x0 > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

H∗

(
L(σ, ū), x0

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑

k=1

Xk

(
ℓ1, . . . , ℓk−1, x0

)
ℓk, (0.2)

êîòîðóþ íàçîâåì ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäîé îò èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà. Åñëè ïðåäåë (0.2) ñóùå-

ñòâóåò, òî ñðåäíþþ âðåìåííóþ âûãîäó áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

H
(
L(σ, ū), x0

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑

k=1

Xk(ℓ1, . . . , ℓk−1, x0)ℓk.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì çàäà÷ó âûáîðà óïðàâëåíèÿ ū = (u1, . . . , uk, . . . ) ∈ U, îãðà-
íè÷èâàþùåãî äîëþ äîáûâàåìîãî ðåñóðñà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè kd, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå

�óíêöèè H∗

(
L(σ, ū), x0

)
ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïî âîçìîæíîñòè íàè-

áîëüøèì ÷èñëîì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè íåäîñòàòî÷íîì îãðàíè÷åíèè íà èçâëå÷åíèå ðåñóðñà çíà÷å-

íèå ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû (0.2) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ äëÿ âñåõ èëè äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷å-

íèé σ ∈ Σ; â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî äàííîå ðàâåíñòâî.

�àññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìåæäó ñî-

ñåäíèìè èçúÿòèÿìè, íåîáõîäèìîå íà âîçîáíîâëåíèå ðåñóðñà, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîèçâîäèòü

äîáû÷ó äî òåõ ïîð, ïîêà äîëÿ èçâëå÷åííîãî ðåñóðñà íå äîñòèãíåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ u ∈ (0, 1).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âåëè÷èíû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ

�èêñèðîâàíû, ïîäîáíûå (è áîëåå ñëîæíûå) çàäà÷è èññëåäóþòñÿ â [1�4℄, âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè

îïèñàíû â [5�7℄. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííîé îïòèìàëüíîìó ñáîðó ðåñóðñà â âåðîÿò-

íîñòíûõ ìîäåëÿõ, ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, [8℄, â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêóþ ðûáíóþ

ïîïóëÿöèþ ìîæíî ýêñïëóàòèðîâàòü äî äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ (esapement level),

íå çàâèñÿùåãî îò òåêóùåãî ðàçìåðà ïîïóëÿöèè. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ âå-

ðîÿòíîñòíîé è äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëåé ïðîâîäèòñÿ â [8,9℄; âîïðîñû îïòèìàëüíîé ýêñïëóà-

òàöèè ïîïóëÿöèé, çàäàííûõ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòíûìè ìîäåëÿìè, òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ

â [10�12℄ (áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ëèòåðàòóðû ïðèâåäåí â [9℄).

� 1. Îïòèìèçàöèÿ ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè

ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ (0.1) èññëåäóåì äåòåðìèíèðîâàí-

íóþ ìîäåëü ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, â êîòîðîé â ìîìåíòû âðåìåíè τk = kd èç

ïîïóëÿöèè èçûìàåòñÿ íåêîòîðàÿ äîëÿ ðåñóðñà uk:

ẋ = (a− bx)x, t 6= kd,

∆x
∣∣
t=kd

= −ukx, k = 1, 2, . . . .
(1.1)

�àññìîòðèì çàäà÷ó: êàê íóæíî ðåãóëèðîâàòü äîëè çàãîòîâîê u = (u1, u2, . . .), ÷òîáû âåëè÷èíà

ðåñóðñà, èçâëå÷åííîãî çà êîíå÷íîå ÷èñëî ñáîðîâ, èëè ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà çà áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ñáîðîâ

H(ū, x0)
.
= lim

n→∞

1

n

n∑

k=1

Xk

(
u1, . . . , uk−1, x0

)
uk
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áûëè ìàêñèìàëüíûìè? Çäåñü x0 � íà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñà, Xk = Xk

(
u1, . . . , uk−1, x0

)
�

êîëè÷åñòâî ðåñóðñà äî ñáîðà â ìîìåíò kd, k = 1, 2, . . . .

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âûáîð óïðàâëåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè (0.1) îñíîâàí íà

ïðèíöèïå ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ū∗ = u∗(x0) = (u∗1, u
∗

2, . . .) â ìîäåëè (1.1).

1.1. Îïòèìèçàöèÿ âåëè÷èíû ðåñóðñà, èçâëå÷åííîãî çà êîíå÷íîå ÷èñëî ñáîðîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî ïðîèçâîäèòü çàãîòîâêè â ìîìåíòû âðåìåíè kd, k = 1, 2, . . . ,m,
ãäå m > 2, d > 0. Íàéäåì u1, . . . , um, ïðè êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ðåñóðñà çà m èçúÿòèé

h(u1, . . . , um, x0)
.
=

m∑

k=1

Xk

(
u1, . . . , uk−1, x0

)
uk

ïðè �èêñèðîâàííîì x0 > 0 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Îòìåòèì, ÷òî h(u1, . . . , um, 0) = 0 ïðè

ëþáûõ (u1, . . . , um) ∈ [0, 1]m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xk = xk
(
u1, . . . , uk, x0

)
êîëè÷åñòâî ðåñóðñà ïîñëå

ñáîðà â ìîìåíò kd, k = 1, 2, . . . ,m, òîãäà xk = Xk(1 − uk). �åøàÿ óðàâíåíèå ẋ = (a − bx)x,
íàõîäèì, ÷òî

Xk+1 =
aeTxk

bxk(eT − 1) + a
, ãäå T = ad, k = 0, 1, . . . . (1.2)

Ñëåäîâàòåëüíî,

Xk+1 =
aeTXk(1− uk)

bXk(1− uk)(eT − 1) + a
, k = 1, 2, . . . . (1.3)

Íàéäåì (u∗1, . . . , u
∗

m) ∈ [0, 1]m, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè

(u1, . . . , um) 7→ h(u1, . . . , um, x0). Ïîñêîëüêó h′um

= Xm > 0, òî u∗m = 1. Äàëåå,

h′um−1
= Xm−1 + (Xm)′um−1

.

Èç (1.3) ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå h′um−1
= 0 èìååò âèä

Xm−1 +
( aeTXm−1(1− um−1)

bXm−1(1− um−1)(eT − 1) + a

)
′

um−1

= 0.

Òàê êàê Xm−1 > 0 ïðè x0 > 0, òî
a2eT

(
bXm−1(1− um−1)(eT − 1) + a

)2 = 1, òîãäà

u∗m−1 = max
{
1−

a

b(eT/2 + 1)Xm−1(u∗1, . . . , u
∗

m−2, x0)
, 0

}
.

Àíàëîãè÷íî u∗k = max
{
1−

a

b(eT/2 + 1)Xk(u
∗

1, . . . , u
∗

k−1, x0)
, 0

}
äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . ,m− 1.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè u∗k > 0, òî u∗k+1 > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u∗k > 0, òî èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî

Xk+1(u
∗

1, . . . , u
∗

k, x0) =
aeT/2

b(eT/2 + 1)
,

òîãäà u∗k+1 = 1−e−T/2 > 0. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ k0 ∈ {1, . . . ,m} òàêîå, ÷òî u∗k > 0 äëÿ âñåõ

k = k0, . . . ,m è u∗k = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k0 − 1. Òîãäà

Xk0 = Xk0(u
∗

1, . . . , u
∗

k0−1, x0) =
ax0e

k0T

bx0(ek0T − 1) + a
, u∗k0 = 1−

a

b (eT/2 + 1)Xk0

. (1.4)

Äàëåå,

Xk =
aeT/2

b (eT/2 + 1)
äëÿ âñåõ k = k0 + 1, . . . ,m
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è u∗k = 1− e−T/2
äëÿ âñåõ k = k0 + 1, . . . ,m− 1. Íàïîìíèì, ÷òî u∗m = 1. Òàêèì îáðàçîì,

h(u∗1, . . . , u
∗

m, x0) = Xk0 + (m− k0)
a(eT/2 − 1)

b (eT/2 + 1)
(1.5)

äëÿ ëþáîãî k0 = 1, . . . ,m.

1.2. Îïòèìèçàöèÿ ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû

Ïóñòü k0 = k0(x0)� íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî u∗k0 > 0. Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ
ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà ðàâíà

H(ū∗, x0) = lim
n→∞

1

n
h
(
u∗1, . . . , u

∗

n, x0
)
,

ãäå u∗k = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k0 − 1, u∗k0 óäîâëåòâîðÿåò (1.4) è u∗k = 1− e−T/2
äëÿ âñåõ k > k0.

Èç (1.5) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåë H(ū∗, x0) ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò x0 (åñëè x0 > 0) è

H(ū∗, x0) =
a(eT/2 − 1)

b (eT/2 + 1)
. (1.6)

� 2. Îïòèìèçàöèÿ ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè

äèíàìèêè ïîïóëÿöèè

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè (0.1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî âåðîÿò-

íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, Ã, µ̃), ãäå Ã � ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω = [0, 1], íà êîòîðîé îïðå-

äåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ̃. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A íàèìåíüøóþ ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ

öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

Dk
.
= {σ ∈ Σ : ω1 ∈ A1, . . . , ωk ∈ Ak}, ãäå Ai ∈ Ã, i = 1, 2, . . . , k,

è îïðåäåëèì ìåðó µ̃(Dk) = µ̃(A1) · . . . · µ̃(Ak). Òîãäà â ñèëó òåîðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà (ñì., íà-

ïðèìåð, [13, ñ. 176℄) íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Σ,A) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà µ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ̃ íà ñèãìà-àëãåáðó A.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ̃
(
(α, β]

)
= F (β) − F (α) îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ

�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F è F (0) < 1. Äëÿ ëþáîãî u ∈ [0, 1] ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ℓ(ω, u) =

{
ω, åñëè ω < u,

u, åñëè ω > u,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç Mℓ(ω, u) åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Åñëè u ∈ [0, 1 − e−T ), òî îïðåäåëèì

X(u)
.
=

aeT (1− u)− a

b(eT − 1)(1 − u)
, x(u)

.
= X(u)(1 − u) =

aeT (1− u)− a

b(eT − 1)
. (2.1)

Òåîðåìà 1. Åñëè F (0) < 1, òî äëÿ ëþáûõ u ∈ (0, 1 − e−T ) è x0 > 0 ñóùåñòâóåò óïðàâëå-

íèå ū ∈ U òàêîå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

X(u)Mℓ(ω, u) 6 H∗

(
L(σ, ū), x0

)
6

a

b
Mℓ(ω, u). (2.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî 0 < x(u) 6 X(u) < a/b è X(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ (1.3), åñëè uk = u äëÿ âñåõ k ∈ N. �àññìîòðèì òðè

ñëó÷àÿ.

1. Åñëè x0 ∈ [x(u), a/b], òî áóäåì ïîëàãàòü uk = u äëÿ âñåõ k ∈ N. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

X1 =
ax0e

T

bx0(eT − 1) + a
> X(u),
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ïîýòîìó, òàê êàê ℓ(ω1, u) 6 u,

x1 = X1(1− ℓ(ω1, u)) > X(u)(1 − ℓ(ω1, u)) > X(u)(1 − u) = x(u).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Xk > X(u) äëÿ âñåõ k ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ū = (u, u, . . .), òî

H∗

(
L(σ, ū), x0

)
> X(u) lim

n→∞

1

n

n∑

k=1

ℓ(ωk, u). (2.3)

2. Ïóñòü x0 ∈ (0, x(u)). Ïîëîæèì uk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k0, ãäå k0 = k0(x0) � ïåðâîå èç

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî

xk =
ax0e

kT

bx0(ekT − 1) + a
> x(u).

Äàííîå çíà÷åíèå k0 ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ k ∈ N,
óäîâëåòâîðÿþùèõ

k >
1

T
ln

x(u)(a− bx0)

x0(a− bx(u))
.

Ïóñòü uk = u äëÿ âñåõ k > k0, òîãäà Xk > X(u) ïðè k > k0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè uk = 0 äëÿ

âñåõ k = 1, . . . , k0 è uk = u ïðè k > k0, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.3).

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ℓ(ωk, u) íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, è òàê êàê
0 6 ℓ(ωk, u) 6 u äëÿ âñåõ k ∈ N, òî

M |ℓ(ωk, u)| = Mℓ(ωk, u) 6 u < ∞.

Òîãäà èç óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ℓ(ωk, u) = Mℓ(ω, u),

ïîýòîìó èç (2.3) ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (2.2).

Äàëåå, åñëè x0 6 a/b , òî Xk 6 a/b äëÿ âñåõ k ∈ N, ïîýòîìó

H∗

(
L(σ, ū), x0

)
6

a

b
lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ℓ(ωk, u) =
a

b
Mℓ(ω, u)

äëÿ ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ, òî åñòü âûïîëíåíî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (2.2).

3. Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ïðè x0 > a/b . Ïóñòü k1 = k1(x0) �
íàèìåíüøåå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî xk 6 a/b ïðè u1 = . . . = uk = 1; ïîêàæåì, ÷òî
äàííîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî òàêîå ÷èñëî ñóùå-

ñòâóåò, åñëè ωk1 = 1 ïðè íåêîòîðîì k1 ∈ N; òîãäà xk = 0 ïðè âñåõ k > k1.
Ïóñòü òåïåðü ωk 6= 1 äëÿ âñåõ k ∈ N. Èç ðàâåíñòâà (1.2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè xk > a/b ïðè

íåêîòîðîì k = 0, 1, . . . , òî Xk+1 < xk. Äàëåå, åñëè uk = 1, òî ℓ(ωk, 1) = ωk; ïîýòîìó åñëè

x0 > a/b è u1 = 1, òî x1 = X1(1− ω1) < x0(1− ω1); åñëè x1 > a/b è u1 = u2 = 1, òî

x2 = X2(1− ω2) < x1(1− ω2) < x0(1− ω1)(1− ω2).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè xk > a/b è u1 = . . . = uk+1 = 1, òî

xk+1 < x0(1− ω1)(1− ω2) · . . . · (1− ωk+1).

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{Ck(σ)}
∞

k=1, ãäå Ck(σ) = Ck(ωk) = 1− ωk. Ââåäåì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk(σ)}
∞

k=1, ãäå

Sk(σ) = ln(1− ω1) + . . .+ ln(1− ωk),
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì íà ïðÿìîé. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè F (0) < 1, òî

M ln(1− ωk) < 0. (2.4)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ωk ∈ [0, 1), òî ln(1 − ωk) 6 0, ïîýòîìó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ëèáî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.4), ëèáî M ln(1 − ωk) = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ωk = 0 ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ åäèíèöà [13, ãë. 2, � 6℄, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ F (0) = µ̃(ωk = 0) < 1. Èç (2.4)

ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà Sk(σ) óõîäèò â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü (ñì. [14, ãë. 12, � 2℄).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1 è lim
k→∞

Sk(σ) = −∞ äëÿ

âñåõ σ ∈ Σ0. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
k→∞

C1(ω1) · . . . · Ck(ωk) = 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0, ïîýòîìó ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ åäèíèöà íàéäåòñÿ k1 = k1(x0) òàêîå, ÷òî xk1 ∈ [0, a/b].

Åñëè xk1 ∈ [x(u), a/b], âûáåðåì óïðàâëåíèå uk = 1 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k1, uk = u äëÿ âñåõ

k > k1. Åñëè xk1 ∈ [0, x(u)), òî îïðåäåëèì uk = 1 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k1−1, uk1 = 1−
x(u)

Xk1

, uk = u

äëÿ âñåõ k > k1; òîãäà xk = x(u) äëÿ âñåõ k > k1. Òàêæå, êàê â äâóõ ïåðâûõ ïóíêòàõ, çäåñü

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äàííûõ óïðàâëåíèÿõ íåðàâåíñòâà (2.2) âûïîëíåíû ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà. �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïîñòðîåíî îäíî èç óïðàâëåíèé ū ∈ U , äëÿ êîòîðîãî íåðà-

âåíñòâà (2.2) âûïîëíåíû ïðè ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U0 ìíîæåñòâî âñåõ óïðàâëå-

íèé ū ∈ U , óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.2) ïðè íåêîòîðîì u ∈ (0, 1 − e−T ), è âûáåðåì èç U0 óïðàâëå-

íèå ū∗, ïðè êîòîðîì ñðåäíþþ âðåìåííóþ âûãîäó H∗

(
L(σ, ū), x0

)
ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ïî âîç-

ìîæíîñòè íàèáîëüøèì ÷èñëîì. Îäíî èç òàêèõ óïðàâëåíèé ū∗ ∈ U0 ïðèâåäåíî â ñëåäñòâèè 1,

îíî ñòðîèòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó, ÷òî è óïðàâëåíèå ū â òåîðåìå 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X(u)Mℓ(ω, u) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè u = u∗. Óïðàâ-
ëåíèå ū∗ = (u∗1, u

∗

2, . . .) ∈ U0, ïðè êîòîðîì äëÿ ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

X(u∗)Mℓ(ω, u∗) 6 H∗

(
L(σ, ū∗), x0

)
6

a

b
Mℓ(ω, u∗),

ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè x0 ∈ [x(u∗), a/b], òî u∗k = u∗ äëÿ âñåõ k ∈ N;

2) åñëè x0 ∈ (0, x(u∗)), òî u∗k = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k0, ãäå k0 = k0(x0) � ïåðâîå èç

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî xk > x(u∗), u∗k = u∗ äëÿ âñåõ k > k0;

3) ïóñòü x0 > a/b è k1 = k1(x0) � ïåðâîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî xk 6 a/b ïðè

u1 = . . . = uk = 1, òîãäà:

a) åñëè xk1 ∈ [x(u∗), a/b], òî u∗k = 1 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k1, u
∗

k = u∗ äëÿ âñåõ k > k1;

á) åñëè xk1 ∈ [0, x(u∗)), òî u∗k = 1 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , k1 − 1, u∗k1 = 1−
x(u∗)

Xk1

, u∗k = u∗ äëÿ

âñåõ k > k1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X(u) çàäàíî ðàâåíñòâîì (2.1), F � �óíêöèÿ àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå X(u)Mℓ(ω, u) äîñòèãàåò ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè u = u∗, ãäå u∗ ∈
(
0, 1 − e−T

)
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

(
1− F (u)

)(
eT (1− u)2 − 1

)
=

∫ u

0
tf(t)dt. (2.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè �óíêöèÿ F àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ è F (u) 6= 1, òî ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ℓ(ω, u) èìååò ñìåøàííîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéäåì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

Mℓ(ω, u) =

∫ u

0
tf(t)dt+ u · µ̃

(
ω : ω > u

)
=

∫ u

0
tf(t)dt+ u

(
1− F (u)

)
. (2.6)
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Åñëè F (u) = 1, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ℓ(ω, u) àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ è åå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå òàêæå íàõîäèòñÿ èç (2.6). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè

G(u)
.
= X(u)Mℓ(ω, u) =

aeT (1− u)− a

b(eT − 1)(1 − u)

(∫ u

0
tf(t)dt+ u

(
1− F (u)

))

îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè u∗ óäîâëåòâîðÿåò (2.5). Êðîìå òîãî, G′(u) > 0 ïðè u < u∗ è G′(u) < 0
ïðè u > u∗. Óðàâíåíèå (2.5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ ∈

(
0, 1− e−T

)
, òàê êàê �óíêöèÿ

D(u)
.
=

(
1− F (u)

)(
eT (1− u)2 − 1

)
−

∫ u

0
tf(t)dt

óáûâàåò íà èíòåðâàëå (0, 1−e−T ) è íà êîíöàõ èíòåðâàëà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì D(0) > 0,
D(1− e−T ) < 0. �

� 3. Ñðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê îïòèìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèè äëÿ

âåðîÿòíîñòíîé è äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëåé

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîëÿ ðåñóðñà ωk, äîáûâàåìîãî èç ïî-

ïóëÿöèè â ìîìåíòû âðåìåíè τk = kd, k = 1, 2, . . ., èìååò ðàñïðåäåëåíèå F , è çàäàíî çíà÷å-

íèå u ∈ (0, 1), êîòîðûì ìû îãðàíè÷èâàåì âåëè÷èíû ωk, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëüøóþ ñðåäíþþ

âðåìåííóþ âûãîäó. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå âðåìÿ dmin(u, F ) ìåæäó ñîñåäíèìè èçúÿòè-

ÿìè, ïðè êîòîðîì ìîæíî ïðîèçâîäèòü äîáû÷ó äî òåõ ïîð, ïîêà äîëÿ ïîëó÷åííîãî ðåñóðñà íå

äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ u è ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà H∗

(
L(σ, ū∗), x0

)
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà áó-

äåò íå ìåíåå ÷åì X(u)Mℓ(ω, u). Îáîçíà÷èì ÷åðåç dmin(u) íàèìåíüøåå âðåìÿ ìåæäó ñîñåäíèìè

èçúÿòèÿìè, íåîáõîäèìîå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåñóðñà â äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè (1.1), ïðè

êîòîðîì ìîæíî äîáûâàòü äîëþ ðåñóðñà, ðàâíóþ çíà÷åíèþ u ∈ (0, 1). Èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî

ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî u = 1− e−admin(u)/2, ïîýòîìó dmin(u) = −
2

a
ln(1− u).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ïëîòíîñòüþ f , òîãäà:
1) äëÿ ëþáûõ (u, x0) ∈ (0, 1) × (0,∞) ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå ū∗ ∈ U0, ïðè êîòîðîì ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.2) è ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìåæäó ñîñåäíèìè

èçúÿòèÿìè ðàâíî

dmin(u, F ) =
1

a
ln
(∫ u

0
tf(t)dt+ 1− F (u)

)
−

1

a
ln
(
(1− F (u))(1 − u)2

)
; (3.1)

2) äëÿ ëþáîãî u ∈ (0, 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî dmin(u, F ) > dmin(u);

3) åñëè

∫ u

0
tf(t)dt = 0, òî dmin(u, F ) = dmin(u).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåì èç ðàâåíñòâà (2.5) ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî T = admin(u, F ). Óïðàâëåíèå ū∗ ∈ U0 ïðèâåäåíî â ñëåäñòâèè 1. Âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ

ñëåäóþò èç (3.1) (ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé). �

Ïóñòü xmin(u) � ìèíèìàëüíûé óðîâåíü ðåñóðñà, êîòîðûé äîëæåí îñòàòüñÿ ïîñëå êàæäîãî

èçâëå÷åíèÿ ïðè îïòèìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè äåòåðìèíèðîâàííîé ïîïóëÿöèè (1.1) ïðè óñëîâèè,

÷òî äîëÿ ðåñóðñà, äîáûâàåìîãî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè kdmin(u), ðàâíà u ∈ (0, 1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç xmin(u, F ) òàêóþ æå õàðàêòåðèñòèêó äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè (0.1), ãäå äîëè äîáûâàåìî-

ãî ðåñóðñà ωk èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F è ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ñîñåäíèìè èçâëå÷åíèÿìè

ðàâåí dmin(u, F ). Íàéäåì xmin(u) =
a

b(eT/2 + 1)
, ãäå T = admin(u), òîãäà xmin(u) =

a(1− u)

b(2− u)
.

Äàëåå, èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî

xmin(u, F ) =
a(eT (1− u)− 1)

b(eT − 1)
, ãäå T = admin(u, F ).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3.1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ïëîòíîñòüþ f , òîãäà:

1) äëÿ ëþáîãî u ∈ (0, 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî xmin(u, F ) > xmin(u);

2) åñëè

∫ u

0
tf(t)dt = 0, òî xmin(u, F ) = xmin(u).

Ïðèìåð 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τk = kd (ãäå k áîëüøå íåêîòîðîãî

çíà÷åíèÿ k0 = k0(x0)) ìîæíî ïðîèçâîäèòü äîáû÷ó äî òåõ ïîð, ïîêà äîëÿ èçâëå÷åííîãî ðåñóðñà

íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ u = 0, 8. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íà âîññòàíîâëåíèå

ðåñóðñà, ìèíèìàëüíûé îñòàòî÷íûé óðîâåíü è îöåíèì ñðåäíþþ âðåìåííóþ âûãîäó, ïîëó÷åííóþ

ïðè îïòèìàëüíîì ñïîñîáå äîáû÷è ū∗ ∈ U0. �àññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé è ñëó÷àé,

êîãäà äîëÿ äîáûâàåìîãî ðåñóðñà èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1].

Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå ū∗ ∈ U ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû u∗k = 0, 8

äëÿ âñåõ k > k0, ïîýòîìó dmin(0, 8) =
1

a
ln 25, T = ln 25. Èç (1.6) ñëåäóåò, ÷òî

H(ū∗, x0) =
a(eT/2 − 1)

b (eT/2 + 1)
=

2a

3b
,

îñòàòî÷íûé óðîâåíü ðåñóðñà ðàâåí xmin(0, 8) =
a

6b
.

Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Èç (3.1) ïîëó-

÷àåì, ÷òî dmin(0, 8, F ) =
1

a
ln 65. Íàéäåì X(0, 8) = 0, 9375

a

b
, Mℓ(ω; 0, 8) = 0, 48, ïîýòîìó â ñèëó

òåîðåìû 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

0, 45 a

b
6 H∗

(
L(σ, ū∗), x0

)
6

0, 48 a

b
.

Óïðàâëåíèå ū∗ ∈ U, ïðè êîòîðîì äëÿ ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ âûïîëíåíî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ìîæ-

íî ïîñòðîèòü êàê â ñëåäñòâèè 1, ïîëàãàÿ u∗ = 0, 8. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ

îñòàòî÷íûé óðîâåíü ðåñóðñà ðàâåí xmin(0, 8, F ) = 0, 1875
a

b
.

� 4. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà ðàâíà íóëþ (óñëîâèÿ

âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè)

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íå îãðàíè÷èâàòü äîëþ äîáûâàåìîãî ðåñóðñà (èëè

íåäîñòàòî÷íî îãðàíè÷èâàòü), òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîïóëÿöèÿ ìîæåò èñ÷åçíóòü è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà îò ýêñïëóàòàöèè áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

ñïðàâåäëèâ äëÿ âñåõ óðàâíåíèé âèäà

ẋ = g(x), t 6= kd,

∆x
∣∣
t=kd

= −ℓ(ωk, uk)x, k = 1, 2, . . . ,
(4.1)

ãäå �óíêöèÿ g(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà äëÿ âñåõ x ∈ [0,+∞). Îáîçíà÷èì
÷åðåç ϕ(t, x0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = g(x), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x0) = x0.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

R(ω, u, x)
.
= ϕ(d, x)(1 − ℓ(ω, u)).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ [0,+∞) ðåøåíèå ϕ(t, x) ïðîäîëæàåìî íà ïîëóîñü [0,+∞), òî
äëÿ êàæäîãî (ω, u) ∈ Ω×[0, 1] �óíêöèÿ x 7→ R(ω, u, x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé
ïðîèçâîäíîé R′

x(ω, u, x) äëÿ âñåõ x ∈ [0,+∞); ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè
�óíêöèè x 7→ ℓ(ω, u)x è òåîðåìû î äè��åðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = g(x) ïî

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
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Óðàâíåíèþ (4.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

Xk+1 = R(ωk, uk,Xk), k = 0, 1, . . . , (4.2)

ãäå (ωk, uk,Xk) ∈ Ω × [0, 1] × [0,+∞). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ (íåïîäâèæíîé

òî÷êîé) óðàâíåíèÿ (4.2) íàçûâàåòñÿ òî÷êà x∗ ∈ [0,+∞) òàêàÿ, ÷òî R(ω, u, x∗) = x∗ äëÿ âñåõ

(ω, u) ∈ Ω× [0, 1]. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 1 è 2 ðàáîòû [6℄, çäåñü

ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà H
(
L(σ, ū), x0

)
äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1)

ðàâíà íóëþ äëÿ âñåõ σ ∈ Σ èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü òî÷êà x∗ = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (4.2), ū =
= (u1, . . . , uk, . . .), ãäå uk > u äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ..

1. Åñëè lim
x→0

sup
ω∈Ω

|R′

x(ω, u, x)| < 1, òî H
(
L(σ, ū), x0

)
= 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ, x0 ∈ [0,+∞).

2. Åñëè íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî M
(
ln sup

x∈[0,δ)
|R′

x(ω, u, x)|
)
< 0, òî H

(
L(σ, ū), x0

)
= 0 äëÿ

ëþáîãî x0 ∈ [0,+∞) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü H
(
L(σ, ū), x0

)
� ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1), ū =

= (u1, . . . , uk, . . .), ãäå uk > u äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . . Òîãäà:
1) åñëè Ω = [α, β] ⊂ (0, 1], ead(1 − α) < 1, u > α, òî H

(
L(σ, ū), x0

)
= 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ

è x0 ∈ [0,+∞);
2) åñëè M ln(1− ℓ(ω, u)) + ad < 0, òî H

(
L(σ, ū), x0

)
= 0 äëÿ ëþáîãî x0 ∈ [0,+∞) ñ âåðîÿò-

íîñòüþ åäèíèöà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïèøåì �óíêöèþ R(ω, u, x) äëÿ óðàâíåíèÿ (0.1):

R(ω, u, x) =
aeTx(1− ℓ(ω, u))

bx(1− ℓ(ω, u))(eT − 1) + a
,

òîãäà lim
x→0

sup
ω∈Ω

|R′

x(ω, u, x)| = ead(1−α), ïîýòîìó åñëè ead(1−α) < 1 è u > α, òî H
(
L(σ, ū), x0

)
= 0

äëÿ âñåõ σ ∈ Σ è x0 ∈ [0,+∞) â ñèëó òåîðåìû 2. Äàëåå, òàê êàê

M
(
ln sup

x>0

∣∣R′

x(ω, u, x)
∣∣
)
= M ln

(
ead(1− ℓ(ω, u))

)
= ad+M ln(1− ℓ(ω, u)),

òî âòîðîå óòâåðæäåíèå òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2. �

Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 è åå ñëåäñòâèÿ îñòàíóòñÿ âåðíûìè, åñëè íåðàâåí-

ñòâî uk > u âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k > k0(x0), à u1, . . . , uk0 âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,

÷èñëî k0(x0) òàêæå ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî.
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We onsider the model of population subjet to a raft, in whih sizes of the trade preparations are random

variables. In the absene of operation the population development is desribed by the logisti equation

ẋ = (a− bx)x, where oe�ients a and b are indiators of growth of population and intraspei� ompetition

respetively, and in time moments τk = kd some random share of a resoure ωk, k = 1, 2, . . . , is taken from

population. We assume that there is a possibility to exert in�uene on the proess of resoure gathering so

that to stop preparation in the ase when its share beomes big enough (more than some value uk ∈ (0, 1)
in the moment τk) in order to keep the biggest possible rest of a resoure and to inrease the size of next

gathering. We investigate the problem of an optimum way to ontrol population ū = (u1, . . . , uk, . . . ) at whih
the extrated resoure is onstantly renewed and the value of average time pro�t an be lower estimated by

the greatest number whenever possible. It is shown that at insu�ient restrition of a share of the extrated

resoure the value of average time pro�t an be equaled to zero for all or almost all values of random

parameters. We also onsider the following problem: let a value u ∈ (0, 1) be given, by whih we limit a

random share of a resoure ωk, extrated from population in time moments τk, k = 1, 2, . . . . It is required
to �nd minimum time between neighboring withdrawals, neessary for resoure renewal, in order to make it

possible to do extrations until the share of the taken resoure does not reah the value u.
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