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Введение

В работах [1–3] для численного решения уравнения Гельмгольца в ограниченной одно-

связной области Ω ⊂ R
2 в вариационной и проекционной постановках предложен барицен-

трический метод. Его основное преимущество в сравнении с известными состоит в том, что

метод предполагает задание глобальной системы базисных функций для Ω без ее разбие-

ния на элементарные подобласти. Базисные функции формируются с использованием клас-

сических интерполяционных методов [4] в барицентрической системе координат, которая

вводится для Ω при ее представлении в виде многоугольной области. Правила определения

обобщенных барицентрических координат для произвольных многоугольников известны из

работ E. L. Wachspress, M. Meyer, M. S. Floater, J. Warren, K. Hormann, N. Sukumar, Tao Ju,

A. Belyaev, C. Gotsman, Xian-Ying Li, Shi-Min Hu и др. [5–12], однако они либо в лучшем

случае задают псевдогармонические БК для Ω, либо требуют значительных вычислитель-

ных затрат и не обладают универсальностью для сложных относительно геометрической

формы Ω. В работе [13] для исключения указанного недостатка разработан приближенно-

аналитический метод, который позволяет с экспоненциальной скоростью сходимости фор-

мировать решение по определению гармонических БК для произвольных многоугольников.

Вместе с тем относительно барицентрического метода вопросы существования и един-

ственности решения уравнения Гельмгольца в Ω ⊂ R
2 и получения априорных оценок

скорости сходимости в работах [1–3] остались нераскрыты. Также в [2, 3] при решении

векторного уравнения Гельмгольца вычислительно избыточно предлагается формировать

векторные базисные функции через дифференциальные формы Уитни (краевые базисные

векторные функции Неделека [14]).

Материал настоящей статьи представляет решения, снимающие указанные вопросы.

https://doi.org/10.35634/vm210101


4 О сходимости барицентрического метода

§ 1. Постановка задачи

На плоскости x = (x1, x2) ∈ R
2 рассмотрим односвязную область Ω, ограниченную

замкнутой несамопересекающейся ломаной линией ∂Ω =
N−1
⋃

n=0

∂Ωn при параметризации

∂Ωn = {ent+ Pn, t ∈ [0, 1]}, где en = Pn+1 mod N − Pn; {P0, P1, . . . , PN−1} — множество

неповторяющихся вершин Ω (Pn = (xn1 , x
n
2 )), нумерация которых задана в порядке обхо-

да Ω против часовой стрелки. Обозначим: β — волновое число Ω, Im β > 0, β 6= 0; ν —

единичная нормаль, направленная в R
2 \Ω; f ∈ C (Ω) — известная в Ω функция, удовлетво-

ряющая условию Липшица |f (x)− f (y)| < L0 |x− y|; L0 — константа Липшица. Положим

Lu = ∆u + β2u — симметричный дифференциальный оператор. Введем в рассмотрение

следующие задачи, исходно предполагая, что их решение существует и единственно [15,

с. 109, 110].

Внутренняя задача Дирихле. Найти функцию u ∈ C2 (Ω)
⋂

C
(

Ω
)

, удовлетворяющую

уравнению

Lu = f в Ω (1.1)

и граничному условию

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0. (1.2)

Внутренняя задача Неймана. Найти функцию u ∈ C2 (Ω)
⋂

C
(

Ω
)

, обладающую нор-

мальной производной в смысле равномерной сходимости и удовлетворяющую уравнению

Lu = f в Ω (1.3)

и граничному условию

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∂Ω
= 0. (1.4)

Решение задач Дирихле и Неумана предлагается выполнять в проекционной постановке

при разложении неизвестной функции u по базису [16, с. 279]

uM (x) =
M
∑

j=0

cjψj (x)

с последующим сведением уравнения Гельмгольца к системе линейных алгебраических

уравнений относительно неопределенных коэффициентов разложения cj
(

j = 0,M
)

при

выдвижении требования ортогональности невязки N (x) = L
[

M
∑

j=0

cjψj (x)

]

− f (x) к базис-

ным функциям ψj (x):
∫

Ω

N (x)ψj (x) dx = 0,

которое с учетом первой теоремы Грина и граничных условий (1.2), (1.4) сводится к виду

M
∑

j′=0

cj′

[
∫

Ω

∇ψj′∇ψjdx− β2

∫

Ω

ψj′ψjdx

]

=

∫

Ω

fψjdx. (1.5)
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Эффективность решений задач Дирихле и Неймана существенным образом зависит от

рациональности выбора набора базисных функций ψj (x) для Ω, которые должны удовле-

творять соответствующим краевым условиям (1.2) и (1.4). Основу формирования глобаль-

ной [18, с. 98] полной системы базисных функций ψj (x) ∈ C (Ω) в барицентрическом

методе составляет задача аппроксимации непрерывно дифференцируемой функции f (x)

и ее частных производных
∂f(x)
∂x1

,
∂f(x)
∂x2

в Ω.

§ 2. Аппроксимация в барицентрическом методе липшицевой функции внутри
произвольного многоугольника и оценка порядка ее приближения

Основу формирования ψj (x) ∈ C (Ω) в барицентрическом методе составляет этап по-

строения для Ω набора ~ζ = (ζn)N функций формы ζn (x) ∈ C1 (Ω) : ζ (x) > 0, x ∈ Ω,

в качестве которых выступают барицентрические координаты (БК).

Определение 1. Барицентрическими координатами ζn назовем набор ~ζ = (ζn)N функций

ζn (x) ∈ [0, 1] (x ∈ Ω), которые удовлетворяют условиям

∆ζn (x) = 0, x ∈ Ω;

ζn (x) = t, x ∈ ∂Ωn−1; ζn (x) = 1− t, x ∈ ∂Ωn;

ζn (x) = 0, x ∈ ∂Ω\ {∂Ωn−1, ∂Ωn}.
(2.1)

Правило определения БК разработано в [13] и при построении Ω на C состоит в следу-

ющем.

Теорема 1 (см. [13]). ∃K̃ ∈ N : ∀K > K̃ решение

ζ̃Kn (x) =
−1

π

N−1
∑

n′=0

K
∑

k=0

√
2k + 1Im

[

Qk

(

2
x− Pn′

en′

− 1

)]

Xn
n′k (2.2)

задачи (2.1) существует и единственно, при этом справедливы оценки

∥

∥

∥
ζn (x)− ζ̃Kn (x)

∥

∥

∥

C
6 const max

n′=0,N−1

{

2̟−1

n′ |en′ |
2(4π−αn′ )

|Pn′ |en′ |
2−en′Re(en′Pn′)|

}

(

1
K+0,5

+ 1
K+1,5

)

,

∥

∥

∥
ζn (x)− ζ̃Kn (x)

∥

∥

∥

L2

6
constK2−K

(2K + 1)
√
2K + 3

,

(2.3)

где const — независящая от K постоянная.

В выражениях (2.2), (2.3) приняты следующие обозначения: ̟n′ = min
{

π
π+|π−αn′ |

,Θn′

}

;

Θn′ =

{

|sinαn′ | , αn′ ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π),
1, αn′ ∈ [π/2, π) ∪ (π, 3π/2];

αn′ — внутренний угол Ω при вершине Pn′;

~Xn = (E+T)−1 ~Un — блочный вектор размера Ñ = N (K + 1), составленный из эле-

ментов Xn
n′k; E — единичная матрица размера Ñ × Ñ ; ~Un — блочный вектор размера Ñ ,

составленный из элементов

Un
n′k =















1, (n = n′ ∨ n = n′ − 1) ∧ k = 0,
−1/3, n = n′ ∧ k = 1,
1/3, n = n′ − 1 ∧ k = 1,
0, если иначе;
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T — блочная матрица размера Ñ × Ñ , состоящая из элементов

T nn
′

kk′ =
−1

π

∫ 1

−1

Im

[

Qk′

(

en
en′

τ +
en + 2 (Pn − Pn′)

en′

− 1

)]

Lk (τ) dτ, (2.4)

где Lk (τ) и Qk (z) — многочлены Лежандра первого и второго рода соответственно:

L0 (τ) = 1; L1 (τ) = τ ; Lk (τ) =
2k − 1

k
τLk−1 (τ)−

k − 1

k
Lk−2 (τ) ;

Q0 (z) = arcth (z); Q1 (z) = z arcth (z)− 1;

Qk (z) =
2k − 1

k
zQk−1 (z)−

k − 1

k
Qk−2 (z), τ ∈ [−1, 1], z ∈ C.

Интеграл (2.4) может быть вычислен аналитически по правилам, представленным в [4,

13], или численно квадратурным методом Гаусса–Лежандра с адаптивным выбором числа J
узлов интегрирования в зависимости от порядков многочленов k и k′ при определении

погрешности δJ аппроксимации [21, с. 15]:

δJ 6
22J+1 (J !)4

(2J + 1) [(2J )!]3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Im

[

Q
(2J )
k′

(

en
en′
τ +

en+2(Pn−Pn′ )

en′
− 1
)

]

Lk (τ)+

+Im

[

Qk′

(

en
en′
τ +

en+2(Pn−Pn′ )

en′
− 1
)

]

L
(2J )
k (τ)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C

,

где Q
(l)
k′ (z) =

∂lQk′ (z)

∂zl
, L

(l)
k′ (z) =

∂lLk′ (z)

∂zl
.

Постановка (2.1) и теоремы о максимуме и минимуме гармонической функции [19,

с. 211] обеспечивают ∀x ∈ Ω выполнение следующих условий: ζn (x) ∈ [0, 1],
N−1
∑

n=0

ζn (x) = 1,

x =
N−1
∑

n=0

ζn (x)Pn. В этом случае формирование ψj (x) через ~ζ при использовании класси-

ческих интерполяционных методов в соответствии с теоремой Вейерштрасса [20, с. 100]

и ее обобщением (теорема Вейерштрасса–Стоуна) позволяет установить полный набор ба-

зисных функций.

Определим множество мультииндексов [3]:

M̃p =







j̃ =
(

j̃0, j̃1, . . . , j̃n, . . . , j̃N−1

)

: j̃n ∈ Z+,
∑

n∈[0;N−1]

j̃n = p







, (2.5)

где p ∈ N,

∣

∣

∣
M̃p

∣

∣

∣
=
(

N+p−1
N−1

)

=
(

N+p−1
p

)

, Z+ = N ∪ {0}.

По аналогии с [22] введем дискретное множество точек xj̃ ∈ X̃p, x
j̃ =

N−1
∑

n=0

ς j̃nPn,

ς j̃n = j̃n
p

— j̃-ые узловые точки интерполяции. Обозначим через Xp подмножество множе-

ства X̃p, для любых элементов которого выполняется условие xj 6= xj
′

при j 6= j
′
, где

j, j
′ ∈ Mp, Mp ⊂ M̃p.

Пусть xj ∈ Xp формируют на Ω сетку узлов интерполяции Ψp (x) =
∑

j∈Mp

f
(

xj
)

ψj̃ (x).

Тогда, опираясь на известные результаты доказательства теоремы Вейерштрасса и теоре-

мы о порядке приближения многочленами Бернштейна некоторой функции v (t), удовле-

творяющей на отрезке [0, 1] условию Липшица [23, с. 349–353], докажем равномерную
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сходимость многочлена Ψp (x) к функции f (x) и оценим порядок ее приближения при

ψj (x) = p!
N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
jn

jn!
.

Лемма 1. Если f (x) удовлетворяет на Ω условию Липшица с константой L0, то

lim
p→∞

sup
x∈Ω

|Ψp (x)− f (x)| <∞

и справедлива оценка

sup
x∈Ω

|Ψp (x)− f (x)| 6 L0C1√
p
h, (2.6)

где C1 — некоторая постоянная, не зависящая от p; h =
1

2
max

n1,n2∈[0;N−1]
|Pn1

− Pn2
|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ω — невырожденный симплекс в R
2 и Xp = X̃p,

Mp = M̃p. Тогда, принимая во внимание свойства БК [3, с. 28], бином Ньютона [23, с. 349],

правило (2.5) определения M̃p, свойства многочленов Бернштейна и составных кривых

Безье [24], последовательным выводом для ∀x ∈ Ω установим следующие тождества:

p!
∑

j̃∈M̃p

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
= 1; (2.7)

p!
∑

j̃∈M̃p

N−1
∑

n=0

[ζn (x)]
2
N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=

N−1
∑

n=0

[ζn (x)]
2; (2.8)

p!

p

∑

j̃∈M̃p

N−1
∑

n=0

j̃nζn (x)
N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=

N−1
∑

n=0

[ζn (x)]
2; (2.9)

p!

p2

∑

j̃∈M̃p

N−1
∑

n=0

(

j̃n
)2

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=

N−1
∑

n=0

(

[ζn (x)]
2 − [ζn (x)]

2

p
+
ζn (x)

p

)

; (2.10)

p!

p

∑

j̃∈M̃p

N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

j̃n1
ζn2

(x)
N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=

N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

ζn1
(x) ζn2

(x); (2.11)

p!

p2

∑

j̃∈M̃p

N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

j̃n1
j̃n2

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=
p− 1

p

N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

ζn1
(x) ζn2

(x). (2.12)
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Используя равенства (2.7)–(2.12) и свойства БК [3, с. 28], получим

p!
∑

j̃∈M̃p

(

N−1
∑

n=0

[

j̃n
p

− ζn (x)

]

xn1

)2 N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=
p!

p2

∑

j̃∈M̃p

[

N−1
∑

n=0

(

j̃nx
n
1

)2 −

− 2p
N−1
∑

n=0

j̃nζn (x) (x
n
1 )

2 + p2
N−1
∑

n=0

(ζn (x) x
n
1 )

2 + 2
N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

[

j̃n1
− pζn1

(x)
]

xn1

1 ×

×
[

j̃n2
− pζn2

(x)
]

xn2

1

]

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=

1

p

[

N−1
∑

n=0

ζn (x) (1− ζn (x)) (x
n
1 )

2 −

− 2
N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

ζn1
(x) ζn2

(x) xn1

1 x
n2

1

]

=
1

p

N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

ζn1
(x) ζn2

(x) [xn1

1 − xn2

1 ]2.

(2.13)

Учитывая тождества (2.7) и (2.13), неравенство Коши–Буняковского, свойства БК [3,

с. 28] и справедливое для липшицевой функции неравенство |f (x)− f (y)| 6 L0 |x− y|
(∀x, y ∈ Ω), определим оценку

|Ψp (x)− f (x)| 6 p!
∑

j̃∈M̃p

∣

∣

∣
f
(

xj̃
)

− f (x)
∣

∣

∣

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
6

6 L0p!
∑

j̃∈M̃p

∣

∣

∣
xj̃ − x

∣

∣

∣

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
= L0p!

∑

j̃∈M̃p

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

n=0

(

j̃n
p

− ζn (x)

)

Pn

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
6

6 L0

√

√

√

√

√

∑

j̃∈M̃p







(

N−1
∑

n=0

[

j̃n
p

− ζn (x)

]

xn1

)2

+

(

N−1
∑

n=0

[

j̃n
p

− ζn (x)

]

xn2

)2






N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
×

× p!

√

√

√

√

√

∑

j̃∈M̃p

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j̃n

j̃n!
=
L0

√
p

(

N−2
∑

n1=0

N−1
∑

n2=n1+1

ζn1
(x) ζn2

(x) |Pn1
− Pn2

|2
)1/2

.

(2.14)

Из (2.14) и свойств БК [3, с. 28] получим неравенство

sup
x∈Ω

|Ψp (x)− f (x)| 6 L0

√
p

1

2
max

n1,n2∈[0;N−1]
|Pn1

− Pn2
|, (2.15)

которое справедливо в случае невырожденного Ω.

Заметим, что если Ω — вырожденный симплекс и Xp ⊂ X̃p, Mp ⊂ M̃p, то в силу

свойств БК [3, с. 28] в выражениях (2.7)–(2.12) знак «=» справедливо заменить на «6»

при домножении правой части получившихся неравенств на некоторую константу, не за-

висящую от p. Затем, реализуя аналогичную процедуру вывода оценок вида (2.13)–(2.15),

определим справедливость (2.6). Лемма 1 доказана. �

Используя результаты леммы 1 и [23, с. 354, 355], рассмотрим вопрос равномерной

сходимости многочленов Ψ1,2
p (x) =

∑

j∈Mp

f
(

xj
)

∂ψj(x)

∂x1,2
к частным производным

∂f(x)
∂x1,2

функ-

ции f (x) и оценим порядок их приближения при

∂ψj (x)

∂x1,2
= p!

N−1
∑

n′=0

jn′>0

∂ζn′ (x)

∂x1,2

[ζn′ (x)]jn′−1

(

jn′ − 1
)

!

N−1
∏

n=0

n 6=n′

[ζn (x)]
jn

jn!
.



А. С. Ильинский, И. С. Полянский, Д. Е. Степанов 9

Лемма 2. Если частные производные
∂f(x)
∂x1,2

непрерывной функции f (x) удовлетворяют

на Ω условию Липшица с константой L0, то lim
p→∞

sup
x∈Ω

∣

∣

∣

∣

∂f (x)

∂x1,2
−Ψ1,2

p (x)

∣

∣

∣

∣

<∞ и справедлива

оценка

sup
x∈Ω

∣

∣

∣

∣

Ψ1,2
p (x)− ∂f (x)

∂x1,2

∣

∣

∣

∣

6 L0

(

C1h√
p− 1

+
1

p

)

, (2.16)

где C1 — некоторая постоянная, не зависящая от p; h =
1

2
max

n1,n2∈[0;N−1]
|Pn1

− Pn2
|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Принимая правило дифференцирования сложных функций,

определим разность многочленов Ψ1,2
p (x) и соответствующих частных производных

∂f(x)
∂x1,2

функции f (x) в виде

Ψ1,2
p (x)− ∂f (x)

∂x1,2
= p!

∑

j∈Mp

N−1
∑

n′=0

jn′>0

∂ζn′ (x)

∂x1,2
f
(

xj
) [ζn′ (x)]jn′−1

(

jn′ − 1
)

!

N−1
∏

n=0

n 6=n′

[ζn (x)]
jn

jn!
−

−
N−1
∑

n′=0

∂ζn′ (x)

∂x1,2
f ′
n′ (x),

(2.17)

где f ′
n′ (x) =

∂f(x)
∂ζn′

обозначает частную производную функции f (x) по ζn′ .

Используя формулу конечных приращений Лагранжа, определим значения f ′
n′ в точках

x′jn′ = ζ ′jn′Pn′ +
N−1
∑

n=0

n 6=n′

n 6=n′
1

jn
p
Pn +

(

1− ζ ′jn′ −
N−1
∑

n=0

n 6=n′

n 6=n′
1

jn
p

)

Pn′
1

соотношением

f ′
n′

(

x′
j
n′

)

= p

[

f
(

xj
)

− f

(

jn′ − 1

p
Pn′ +

jn′
1

+ 1

p
Pn′

1
+

N−1
∑

n=0

n 6=n′

n 6=n′
1

jn
p
Pn

)]

, (2.18)

где ζ ′jn′ ∈
(

jn′−1

p
,
jn′

p

)

, jn′ ∈ [1; p], jn′ +
N−1
∑

n=0

n 6=n′

jn = p, n′
1 = n′ + 1 mod N .

Введем в рассмотрение множество мультииндексов Mp−1 и зададим функцию J
(

j
′
, n′
)

=

= j, определяющую соответствие между элементами j
′

и j множеств Mp−1 и Mp, для

которых справедливы условия jn′ − 1 = j
′

n′ и jn = j
′

n при n 6= n′. Тогда из (2.17) заметим,

что для n′ ∈ [0;N − 1] определение многочленов Ψ1,2
p (x) выполняется суммированием по

N
∥

∥Mp−1

∥

∥ элементам и с учетом (2.18) справедливо представление

Ψ1,2
p (x) = (p− 1)!

N−1
∑

n′=0

∂ζn′ (x)

∂x1,2

∑

j
′
∈Mp−1

f ′
n′

(

x′
J(j′,n′)
n′

)N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j
′
n

j
′

n!
. (2.19)

Принимая во внимание условие леммы 2, выражения (2.17), (2.19), неравенство Коши–
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Буняковского, правило определения точек x′
J(j′,n′)
n′ и доказательство леммы 1, получим

∣

∣

∣

∣

Ψ1,2
p (x)− ∂f (x)

∂x1,2

∣

∣

∣

∣

6 L0 (p− 1)!
N−1
∑

n′=0

∑

j
′
∈Mp−1

∣

∣

∣

∣

x′
J(j′,n′)
n′ − x

∣

∣

∣

∣

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j
′
n

j
′

n!
6

6 L0 (p− 1)!
∑

j
′
∈Mp−1

[

∣

∣

∣
xj

′

− x
∣

∣

∣
+

N−1
∑

n′=0

∣

∣

∣

∣

∣

x′
J(j′,n′)
n′ − xj

′

N

∣

∣

∣

∣

∣

]

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j
′
n

j
′

n!
6

6 L0 (p− 1)!
∑

j
′
∈Mp−1

∣

∣

∣
xj

′

− x
∣

∣

∣

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
j
′
n

j
′

n!
+
L0

p
.

(2.20)

Из (2.20), свойств БК [3, с. 28] и результатов доказательства леммы 1, установим спра-

ведливость оценки (2.16). Лемма 2 доказана. �

Полученные результаты исследования вопроса аппроксимации липшицевой функции

и ее производной на Ω позволяют перейти к непосредственному формированию базис-

ных функций и оценки сходимости барицентрического метода в решении задач (1.1), (1.2)

и (1.3), (1.4).

§ 3. Формирование базисных функций и оценка сходимости барицентрического
метода

Определим пространство Соболева Hs (R2) для любого s ∈ R со скалярным произведе-

нием и нормой [26]

(u, v)s =

∫

R2

〈ξ〉2sû (ξ) v̂ (ξ)dξ, ‖u‖2s = (u, u)s,

где 〈ξ〉 :=
√

1 + |ξ|2, |ξ|2 = ξ21 + ξ22 , ξ ∈ R
2; через û обозначается преобразование Фурье

распределения u [26].

Следуя [17], положим

Hs (Ω) :=
{

u
∣

∣

Ω
: u ∈ Hs (R2)

}

,

H̃s
(

Ω
)

:=
{

u ∈ Hs (R2) : suppu ⊂ Ω
}

,

где H̃s
(

Ω
)

— замкнутое подпространство Hs (R2) с индуцированными скалярным про-

изведением и нормой (H̃s
(

Ω
)

получается замыканием C∞ (Ω) в пространстве Hs (R2));

Hs (Ω) = Hs (R2) /H̃s
(

Ω
)

, в Hs (Ω) вводятся скалярное произведение и норма фактор-

пространства. Пространства H−s (Ω) и H̃s
(

Ω
)

антидвойственны друг к другу при всех

s ∈ R.

Также по аналогии с [17] определим гильбертово пространство W = W
(

Ω
)

:=

:=
{

u ∈ H̃−1/2
(

Ω
)

: ∇u ∈ H̃−1/2
(

Ω
)

}

как пополнение C∞
0 (Ω) по норме

‖u‖2W = ‖u‖2−1/2 + ‖∇u‖2−1/2

со скалярным произведением

(u, v)W = (u, v)−1/2 + (∇u,∇v)−1/2,

где при определении вектор-функций ∇u = (u′1, u
′
2)
T
, ∇v = (v′1, v

′
2)
T

скалярное произведе-

ние (∇u,∇v)s = (u′1, v
′
1)s + (u′2, v

′
2)s.
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Введем в рассмотрение подмножество Xp ⊂ Xp, элементы xj ∈ Xp которого xj /∈ ∂Ω,

где j ∈ Mp, Mp ⊂ Mp.

Теорема 2. Пусть

uM (x) =
∑

j∈Mp

cjψj (x), (3.1)

тогда метод Галёркина (1.5) для задачи (1.1), (1.2) сходится и справедлива оценка

∥

∥uM − u
∥

∥

W
6 C2

(

C1h√
p− 1

+
1

p

)

, (3.2)

где C1, C2 — не зависящие от p положительные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства существования и единственности реше-

ния (3.1) задачи (1.1), (1.2) достаточно показать, что для ∀δ > 0, ∃Mδ ∈ N : ∀M > Mδ,

M = |Mp|, ∀x ∈ Ω выполняется условие
∣

∣u (x)− uM
∣

∣ < δ (3.3)

при соблюдении граничного условия ψj

∣

∣

∣

∂Ω
= 0.

Справедливость ψj

∣

∣

∣

∂Ω
= 0 при ψj (x) = p!

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
jn

jn!
следует из определения 1,

свойств БК [3, с. 28] и правил формирования множества мультииндексов Mp.

Следуя [25], определим оценку
∥

∥u− uM
∥

∥

C
= supx∈Ω

∣

∣

∣
u (x)− uM (x)

∣

∣

∣
в виде

∥

∥u− uM
∥

∥

C
=
∥

∥L−1
(

f − LuM
)∥

∥

C
6
∥

∥L−1
∥

∥

C

∥

∥f − LuM
∥

∥

C
6 δ ‖f − PMf‖C 6

6 δ0 (1 + ‖PM‖C) inf
fM∈WM

∣

∣f − fM
∣

∣,
(3.4)

где PM — проекционный оператор, WM ⊂ W , δ0 — не зависящая от M константа, fM (x) =
=
∑

j∈Ms

fjψj (x) — наилучшее приближение функции f (x) коэффициентами fj .

На основании результатов и доказательства леммы 1 для Mp ⊂ Mp ⊂ M̃p установим

справедливость неравенства

lim
p→∞

∣

∣f (x)− fM (x)
∣

∣ <∞, (3.5)

из которого следует, что система базисных функций ψj (x) полна, оценка (3.4) ограничена

при p→ ∞ и неравенство (3.3) выполняется.

Поскольку вложение Ls
(

Ω
)

⊂ H̃−1/2 непрерывно при 4/3 < s < 2 [26,27], то ‖v‖−1/2 6

6 C ‖v‖s, где v ∈ Ls (Ω). Если v ∈ C
(

Ω
)

, то ‖v‖s 6 mes1/sΩ ‖v‖C . Отсюда в соответствии

с [28] для u справедливо

‖u‖W 6 C0 max (‖u‖C , ‖∇u‖C),
где C0 := C

√
3mes1/sΩ.

При определении m = {m1,m2} — мультииндекс, Dl
m = ∂l

∂x
m1

1
∂x

m2

2

, l ∈ [1; 2], C2 :=

:= C̃0C0 max
|m|=l, l∈[1;2]

∣

∣Dl
mf
∣

∣, учитывая (3.4), оценку (2.16) леммы 2 и следуя [29, с. 192], полу-

чим
∥

∥uM − u
∥

∥

W
6 C̃0 inf

γ∈WM

‖γ − u‖W 6 C2

(

C1h√
p− 1

+
1

p

)

. (3.6)

Полученные соотношения (3.5), (3.6) подтверждают справедливость (3.1), (3.2). Теоре-

ма 2 доказана. �
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Теорема 3. Пусть

uM (x) =
∑

j∈Mp

cjψj (x), (3.7)

тогда метод Галёркина (1.5) для задачи (1.3), (1.4) сходится и справедлива оценка

∥

∥

∥
uM − u

∥

∥

∥

W
6 C3

(

C1h√
p− 1

+
1

p

)

, (3.8)

где C1, C3 — не зависящие от p положительные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Производится по аналогии с доказательством теоремы 2 при

установлении справедливости
∂ψj

∂ν

∣

∣

∣

∂Ω
= 0 для ψj (x) = p!

N−1
∏

n=0

[ζn (x)]
jn

jn!
, следующей из опре-

деления 1
(

∂ζn
∂ν

∣

∣

∣

∂Ω
= 0
)

и правил формирования Mp. �

§ 4. Особенности алгоритмической реализации барицентрического метода

Алгоритмическая реализация барицентрического метода в решении задач Дирихле (1.1),

(1.2) и Неймана (1.3), (1.4) для уравнения Гельмгольца в Ω ⊂ R
2 различается применяемым

набором базисных функций, которые формируются относительно соответствующих мно-

жеств мультииндексов Mp и Mp.

Правило (2.5) сводит алгоритм порождения исходного множества мультииндексов M̃p

(генерация сочетаний с повторениями) к алгоритму порождения композиций неотрица-

тельных целых чисел j̃ =
(

j̃0, j̃1, . . . , j̃n, . . . , j̃N−1

)

числа p ∈ N при определении jn =
= 1n + 1n + . . . + 1n суммой единиц, количество которых равно p (т. е. вводится N типов

различных элементов 10, 11, . . . , 1N−1, значение которых равно единице). При интерпрета-

ции сочетаний
(

N+p−1
p

)

расстановкой 1 и 0 длины N + p − 1, в которой p единиц и N − 1

нулей, каждому сочетанию ставится в соответствие (N + p− 1)-разрядное число из единиц

и нулей. Затем, суммируя в таком числе слева направо единицы между нулями, получаем

соответствующие значения элементов j̃n композиции. Алгоритмы генерации расстановок

широко известны, например, из [30].

Формирование множества мультииндексов Mp выполняется при исходном определении

дискретного множества точек xj̃ ∈ X̃p и их ассоциации xj̃ =
N−1
∑

n=0

j̃n
p
Pn с соответствую-

щими элементами j̃ множества M̃p. Затем производится формирование множества Xp при

последовательном добавлении элементов xj̃ из X̃p в том случае, если xj̃ /∈ Xp. С учетом

исходно определенного соответствия элементов множеств X̃p и M̃p относительно заданного

множества Xp составляется Mp с элементами j.
Множество мультииндексов Mp формируется при исходном добавлении в множество Xp

элементов xj из Xp, для которых выполняются следующие условия:

xj 6= Pn,
∣

∣

∣
en ∧

(

xj − Pn

)∣

∣

∣
> 0

при 0 6 1−
∣

∣

∣
xj − Pn

∣

∣

∣
|en|−1

6 1 и 0 6 1−
∣

∣

∣
xj − Pn+1 mod N

∣

∣

∣
|en|−1

6 1,

где n = 0, N − 1, ∧ — внешнее произведение векторов в R
2. С учетом соответствия элемен-

тов множеств Xp и Mp относительно заданного множества Xp составляется Mp с элемента-

ми j.
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Последующая алгоритмическая реализация для задач (1.1), (1.2) и (1.3), (1.4) одинако-

ва, поэтому дальнейшие особенности решения рассмотрим для задачи Дирихле. С учетом

постановки (1.5) ее решение сводится к формированию системы линейных алгебраических

уравнений (j′, j ∈ Mp):

∑

j′∈Mp

cj′
(

G1
jj′ +G2

jj′

)

= Fj,

где

Fj =

∫

Ω

f (x)ψj (x) dx, G
1
jj′ =

∫

Ω

ψj (x)ψj′ (x)dx, G
2
jj′ = −β2

∫

Ω

∇ψj (x)∇ψj′ (x)dx.

Элементы Fj′ , G
1
j′j , G

2
j′j определяются при применении известных процедур численно-

го интегрирования [31], предполагающих разбиение Ω на M треугольных элементов T 〈m〉
(

m = 0,M − 1
)

при построении триангуляции Делоне [32] и задания в T 〈m〉 узловых точек

интегрирования xmk =
(

xmk1 , xmk2 , xmk3

)

∈ T 〈m〉
(

k = 0, K − 1
)

[33].

Заключение

Таким образом, сформированные постановки решений задач Дирихле и Неймана для

уравнения Гельмгольца в Ω ⊂ R
2 и полученные апостериорные оценки сходимости ба-

рицентрического метода доказательно определяют условия существования и единствен-

ности численного решения и устанавливают его предпочтительность. Как было показано

в (3.2), (3.8), аппроксимации (3.1), (3.7) барицентрического метода обладают полиномиаль-

ной скоростью сходимости, в то время как сходимость сеточных методов является линей-

ной. Следует отдельно отметить, что с учетом известного разделения электромагнитного

поля в линиях передачи по классам TH-, TE-, TEM -волн, гибридных волн и зависимо-

стей поперечных составляющих элементов векторов E и H напряженностей электрического

и магнитного полей от продольных компонент [3, с. 22, 23] соответствующие векторные ба-

зисные функции могут быть сформированы при определении частных производных ψj (x)
без использования дифференциальных форм Уитни, как это предложено в [14]. Надеем-

ся, что полученные результаты и приведенные особенности алгоритмической реализации

барицентрического метода вызовут интерес исследователей и приведут к развитию бари-

центрического метода как эффективного дополнения сеточных методов в решении краевых

задач математической физики.
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The application of the barycentric method for the numerical solution of Dirichlet and Neumann problems

for the Helmholtz equation in the bounded simply connected domain Ω ⊂ R
2 is considered. The main

assumption in the solution is to set the Ω boundary in a piecewise linear representation. A distinctive

feature of the barycentric method is the order of formation of a global system of vector basis functions

for Ω via barycentric coordinates. The existence and uniqueness of the solution of Dirichlet and Neumann

problems for the Helmholtz equation by the barycentric method are established and the convergence rate

estimate is determined. The features of the algorithmic implementation of the method are clarified.
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