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ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ ВЛАГОПЕРЕНОСА

Работа посвящена рассмотрению качественно новых уравнений влагопереноса, которые являются

обобщением уравнения Аллера и уравнения Аллера–Лыкова. Данное обобщение дает возможность

отражения в характере исходных уравнений специфических особенностей изучаемых массивов, их

структуры, физических свойств, протекающих в них процессов посредством введения понятия фрак-

тальной скорости изменения влажности. Для этих уравнений с дробной по времени производной

Римана–Лиувилля с краевыми условиями первого рода получены решения системы разностных

уравнений с постоянными коэффициентами, возникающих при использовании метода прямых. По-

лучены априорные оценки, из которых следует сходимость решений систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений с переменными коэффициентами дробного порядка. На тестовых примерах

проведены численные эксперименты, подтверждающие теоретические результаты, полученные в ра-

боте.
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Введение

Движение влаги в почве можно описать квазилинейным уравнением

ut = (D(u)ux)x,

где u(x, t) — влажность почвы в долях единицы на глубине x в момент времени t, D(u) —

коэффициент диффузии. Это уравнение получено на основе анализа механизма диффузии

в пористом массиве, когда учитывается возникновение потоков влаги под действием гра-

диента капиллярного давления. Однако достаточно убедительные и многократные опыты

демонстрируют иногда обратный знак потока от слоев с малым влагосодержанием к сло-

ям с большим влагосодержанием. Как выяснилось, объяснение опытных фактов движения

влаги в прямом и обратном направлении возможно на основе нового модифицированного

уравнения диффузии, или уравнения Аллера [1, с. 158]:

∂u

∂t
=

∂

∂x

(

D(u)
∂u

∂x
+ A

∂2u

∂x∂t

)

, (1)

где дополнительный член A ∂2u
∂x∂t

призван объяснить факт движения влаги против градиента

влажности, A — варьируемый коэффициент Аллера.

Если уравнение Аллера (1) предполагает бесконечную скорость распространения воз-

мущения в почве, уравнение А. В. Лыкова

∂u

∂t
+ A1

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(

D(u)
∂u

∂x

)

(2)
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учитывает конечную его скорость. В (2) вводится дополнительное слагаемое A1
∂2u
∂t2

, роль

которого становится заметной в процессах, полагающих быстрые колебания влажности на

границах исследуемого образца почвы. А. В. Лыков полагает, что коэффициент A1 принима-

ет значение A1 = Cx2, где C = const — константа, зависящая от коэффициента диффузии,

а также пористости тела, его капиллярных свойств и вязкости жидкости [2, с. 197].

Так как коллоидное капиллярно-пористое тело поликапиллярной структуры является

примером фрактальной среды или допускает такую интерпретацию, Нахушевым А. М. на

основе уравнения (2) в [2, с. 197] было представлено «качественно новое уравнение влаго-

переноса»:

Dα
0tu =

∂

∂x

(

D(u)
∂u

∂x

)

− A1D
α+1
0t u, (3)

где D
γ
0t — оператор дробного интегро-дифференцирования Римана–Лиувилля [2, с. 9],

0 < α < 1. Уравнение (3) при α = 1 совпадает с уравнением влагопереноса Лыкова (2).

При таком подходе в случае уравнения Аллера (1) получаем так называемое модифици-

рованное уравнение влагопереноса с дробной производной:

Dα
0tu =

∂

∂x

(

D(u)
∂u

∂x
+ ADα

0t

∂u

∂x

)

. (4)

Для описания процессов испарения и инфильтрации Кулик В. Я. [3] предлагает привле-

кать гибридное уравнение, совмещая два известных подхода Аллера и Лыкова. В таком

случае получаем уравнение Аллера–Лыкова с дробной производной:

A1D
α+1
0t u+Dα

0tu =
∂

∂x

(

D(u)
∂u

∂x
+ ADα

0t

∂u

∂x

)

. (5)

При этом в ряде реальных ситуаций, как отмечает Кулик В. Я., зависимость A1 и D от

координаты x практически устраняется (например, когда влажность меняется в небольшом

диапазоне).

Настоящая работа посвящена рассмотрению качественно новых уравнений влагопере-

носа (4), (5), которые являются обобщением соответственно уравнения Аллера и уравнения

Аллера–Лыкова.

§ 1. Метод прямых для решения первой краевой задачи для обобщенного уравнения
Аллера

Уравнение вида (1) часто называют псевдопараболическим. Краевые задачи для различ-

ных псевдопараболических уравнений третьего порядка изучались в [4–11].

В работах [12, 13] рассмотрены дифференциальные и разностные краевые задачи для

нагруженных псевдопараболических уравнений третьего порядка и разностные методы их

численной реализации. В работе [14] доказана разрешимость задачи Коши для уравнения

Аллера в пространстве непрерывных ограниченных функций. В [15] решение краевой за-

дачи для псевдопарабалического уравнения третьего порядка с вырождением типа внутри

смешанной области выписана в явном виде как решение второй краевой задачи для урав-

нения Аллера в положительной части области и как решение задачи Коши для вырождаю-

щегося гиперболического уравнения первого рода в отрицательной части области. Задача

граничного управления с интегральным ограничением, связанная с уравнением Аллера, ис-

следована в [16]. Методом Фурье и методом априорных оценок уравнение влагопереноса
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Аллера с дробной производной Римана–Лиувилля (4) исследовалось в [17, гл. 3]. В рабо-

те [18] для обобщенного уравнения Аллера дробного порядка была построена безусловно

устойчивая разностная схема с порядком сходимости O (τ + h2) в пространстве L2. Раз-

ностная схема с порядком аппроксимации O (τ + h2) для нелинейного обобщенного урав-

нения Аллера дробного порядка была построена и исследована в работе [19]. В [20] по-

строены разностные схемы повышенного порядка аппроксимации для обобщенного урав-

нения Аллера дробного порядка. Единственность решения нелокальной краевой задачи для

уравнения (4) получена в [21]. В работе [22] для более общего уравнения с переменны-

ми коэффициентами исследованы локальные и нелокальные краевые задачи, в частности

первая краевая задача, для решения которой получена априорная оценка, из которой следу-

ют единственность решения и его устойчивость по правой части и начальному данному. Из

последних работ отметим [23], где исследовано нагруженное модифицированное уравнение

влагопереноса дробного порядка с оператором Бесселя.

В области QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим соответствующее (4)

неоднородное уравнение влагопереноса Аллера (или модифицированное уравнение вла-

гопереноса) с дробной по времени производной Римана–Лиувилля в предположении, что

D(u) = q(x, t) — известная функция координаты и времени:

Dα
0tu = (q(x, t)ux)x + ADα

0tuxx + f(x, t), (6)

где f(x, t) — плотность источников влаги в точке x в момент времени.

Определение 1. Регулярным решением уравнения (6) в области QT назовем функцию

u = u(x, t) из класса Dα−1
0t u(x, t) ∈ C

(

QT

)

, uxx(x, t), D
α
0tuxx(x, t) ∈ C (QT ), которая удовле-

творяет уравнению (6) во всех точках (x, t) ∈ QT .

Сформулируем первую краевую задачу для уравнения (6).

Задача 1. Найти регулярное решение u(x, t) уравнения (6) в области QT , удовлетворяю-

щее начально-краевым условиям

Dα−1
0t u(x, t)

∣

∣

t=0
= u0(x),

u(0, t) = u(l, t) = 0,
(7)

где q(x, t) > c > 0, A = const > 0.

Для численного решения задачи (6), (7) применим метод прямых [24, с. 537]. Получим

решение в виде системы функций, приближенно представляющих искомое решение вдоль

прямых x = xk, k = 0, 1, . . . , N. Для этого разобьем отрезок [0, l] точками xk = kh с шагом

h = l
N

и заменим производные по переменной x на разностные производные. Будем иметь:

(q(x, t)ux)x ∼ (a(x, t)ux)x =
1

h

(

ak+1
uk+1 − uk

h
− ak

uk − uk−1

h

)

,

Dα
0tuxx ∼ Dα

0tuxx =
1

h2
Dα

0t (uk+1 − 2uk + uk−1),

a (xk, t) = q (xk − 0.5h, t) = qk− 1

2

(t).

Тогда для сеточной по переменной x функции y (xk, t) получим следующую систему обык-

новенных дифференциальных уравнений метода прямых, которая дает аппроксимацию

уравнения (6) с точностью порядка h2:
{

Dα
0ty = (a(xk, t)yx)x + ADα

0tyxx + ϕ (xk, t),

y0(t) = yN(t) = 0
(8)
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с начальными условиями

Dα−1
0t y (xk, 0) = u0 (xk), (9)

где ϕ (xk, t) = f (xk, t) +O (h2), ak > c > 0, k = 1, 2, . . . , N − 1, y(t) = yk(t) = y (xk, t).

1.1. Априорная оценка для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

Теорема 1. Если qt(x, t), f(x, t) ∈ C
(

QT

)

, u0(x) ∈ C[0, l], q > c > 0, qt 6 0 всюду

в QT , то для решения системы уравнений (8) метода прямых с начальными условиями (9)

справедлива априорная оценка

‖Y (xk, t)‖W 1

2
(0,l) 6 M

(
∫ t

0

‖ϕ‖20 dτ + ‖u0 (xk)‖20 + A ‖ ux,0 (xk) ]|20
)

, (10)

где M = const > 0, ‖Y ‖W 1

2
(0,l) = ‖Y ‖20 + ‖ Yx ]|20, ‖ Yx ]|20 = (Yx, Yx ], (Yx, Yx ] =

∑N
k=1 Y

2
x h,

Y (xk, t) = Dα−1
0t yk =

1
Γ(1−α)

∫ t

0

y (xk, τ) dτ

(t− τ)α
, k = 1, 2, . . . , N − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим уравнение из (8) скалярно на Y. В результате полу-

чим тождество

(Dα
0ty, Y ) = ((ayx)x, Y ) + A (Dα

0tyxx, Y ) + (ϕ, Y ). (11)

Преобразуем слагаемые тождества (11), используя формулы разностного суммирования

по частям [25, с. 58] и учитывая граничные условия из (8):

(Dα
0ty, Y ) =

N−1
∑

k=1

Dα
0tykY h =

N−1
∑

k=1

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

y (xk, τ) dτ

(t− τ)α
1

Γ(1− α)

∫ t

0

y (xk, τ) dτ

(t− τ)α
h =

=
N−1
∑

k=1

∂

∂t
Dα−1

0t ykD
α−1
0t ykh =

1

2

∂

∂t
‖Y ‖20,

((ayx)x, Y ) = − 1

Γ(1− α)

N
∑

k=1

ayx (xk, t)

∫ t

0

yx (xk, τ) dτ

(t− τ)α
h,

(Dα
0tyxx, Y ) =

N−1
∑

k=1

∂

∂t

1

Γ(1− α)

∫ t

0

yxx (xk, τ) dτ

(t− τ)α
1

Γ(1− α)

∫ t

0

yk (xk, τ) dτ

(t− τ)α
h =

=
1

Γ2(1− α)

N−1
∑

k=1

∂

∂t

∫ t

0

yxx (xk, τ) dτ

(t− τ)α

∫ t

0

y (xk, τ) dτ

(t− τ)α
h =

= −
N
∑

k=1

∂

∂t
Dα−1

0t yxD
α−1
0t yxh = − ∂

∂t

N
∑

k=1

(Yx)
2
h = −1

2

∂

∂t
‖Yx ]|20 .

Для оценки правой части воспользуемся неравенством Коши–Буняковского и ε-неравен-

ством [25, с. 100], которое справедливо для произвольного числа ε > 0:

(ϕ, Y ) 6
1

4ε
‖ϕ‖20 + ε‖Y ‖20,

где (y, v) =
∑N−1

k=1 ykvkh, ‖y‖0 =
√

(y, y).
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Подставляя полученные соотношения в тождество (11), получим неравенство

1

2

∂

∂t
‖Y ‖20 +

1

Γ(1− α)

N
∑

k=1

ayx (xk, t)

∫ t

0

yx (xk, τ) dτ

(t− τ)α
h+

A

2

∂

∂t
‖Yx ]|20 6

1

4ε
‖ϕ‖20 + ε‖Y ‖20.

(12)

Проинтегрируем неравенство (12) по τ от 0 до t

‖Y ‖20 + 2
Γ(1−α)

∫ t

0

∑N
k=1 ayx (xk, t)

∫ τ

0
yx(xk,ξ) dξ
(t−ξ)α

h dτ + A ‖Yx ]|20 6

6 1
2ε

∫ t

0
‖ϕ‖20dτ + 2ε

∫ t

0
‖Y ‖20 dτ + ‖Y (xk, 0)‖20 + A ‖Yx (xk, 0)]‖20 .

(13)

Так как

∫ t

0

(

Dα−1
0t y, y

)

dτ =

∫ t

0

N−1
∑

k=1

Dα−1
0t y (xk, τ) y (xk, τ)h dτ =

=
N−1
∑

k=1

(
∫ t

0

Dα−1
0t y (xk, τ) y (xk, τ) dτ

)

h > 0,

то, предположив, что qt 6 0, неотрицательность тройного интеграла в левой части неравен-

ства (13) доказывается так же, как в [2, с. 43]. С учетом чего, усиливая неравенство (13),

получим

‖Y ‖20 + A ‖Yx ]|20 6
1

2ε

∫ t

0

‖ϕ‖20 dτ + 2ε

∫ t

0

‖Y ‖20 dτ + ‖Y (xk, 0)‖20 + A ‖Yx (xk, 0)]|20 . (14)

На основании леммы Гронуолла–Беллмана [26, с. 112] из (14) получаем априорную оцен-

ку (10). �

Замечание 1. Из неравенства (10) следует единственность решения системы обыкновен-

ных дифференциальных уравнений дробного порядка (8) со скоростью O (h2) в сеточной

норме пространства W 1
2 .

Действительно, пусть yk — решение однородной задачи. Тогда из (10) имеем

∥

∥Dα−1
0t yk

∥

∥

2

0
+
∥

∥Dα−1
0t yx,k

]∣

∣

2

0
= 0.

Так как 0 < α < 1, применяя закон композиции операторов дробного интегро-дифференци-

рования [27, с. 15]

D1−α
0t Dα−1

0t y(xk, t) = y(xk, t),

получим, что yk = 0 во всех точках (xk, t) ∈ QT .

1.2. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений, возникающих
в методе прямых

Рассмотрим однородную систему обыкновенных дифференциальных уравнений, соот-

ветствующую системе (8) при ak = 1, A = 1, k = 1, . . . , N − 1:
{

Dα
0ty(t) = yxx +Dα

0tyxx,

y0(t) = yN(t) = 0.
(15)
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Частные решения этой системы будем искать в виде yk(t) = γ(k)ν(t).
Подставляя последнее равенство в систему (15), получим

γ(k)Dα
0tν(t) =

1

h2
ν(t)[γ(k + 1)− 2γ(k) + γ(k − 1)] +

1

h2
Dα

0tν(t)[γ(k + 1)− 2γ(k) + γ(k − 1)],

γ(0) = γ(N) = 0

или

Dα
0tν(t)

ν(t) +Dα
0tν(t)

=
γ(k + 1)− 2γ(k) + γ(k − 1)

h2γ(k)
= −δ2 = const. (16)

Для отыскания γ(k) получим однородное разностное уравнение

γ(k + 1)− [2− h2δ2]γ(k) + γ(k − 1) = 0 (17)

с граничными условиями

γ(0) = γ(N) = 0.

Общее решение разностного уравнения (17) имеет вид [24, с. 541]

γs(k) = sin
πsxk

l
, s = 1, 2, . . . , N − 1.

Для определения ν(t) из (16) имеем

Dα
0tν(t) +

δ2s
1 + δ2s

ν(t) = 0,

общее решение которого имеет вид [28, гл. 1]

νs(t) = Bst
α−1E1/α

(

− δ2s
1 + δ2s

tα;α

)

,

где Bs =
2
l

∫ l

0
u0 (xk) sin

(

πs
l
xk

)

dxk, а

E1/α(z;µ) =
∞
∑

i=0

zi

Γ(αi+ µ)
(18)

— функция Миттаг-Леффлера.

Итак, мы имеем N − 1 частных решений однородной линейной системы (15), которые

между собой линейно независимы.

Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Если функция u0(x) непрерывна, имеет непрерывную производную 1-го по-

рядка и кусочно-непрерывную производную 2-го порядка, а также удовлетворяет условиям

u0(0) = u0(l) = 0, то общее решение однородной системы (15) представимо в виде

yk(t) =
N−1
∑

s=1

Bs sin
(πs

l
xk

)

tα−1E1/α

(

− δ2s
1 + δ2s

tα;α

)

, k = 0, 1, . . . , N − 1,

где δ2s = 4
h2 sin

2 π
2l
xs.

Найдя методом вариации постоянных частное решение неоднородной системы (8), по-

лучим ее общее решение как сумму частного решения и построенного общего решения (15)

однородной системы.
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§ 2. Метод прямых для решения первой краевой задачи для обобщенного уравнения
Аллера–Лыкова

Уравнение влагопереноса Аллера–Лыкова в дифференциальной и разностной трактов-

ках в локальной постановке (α = 1) рассматривалось в работах многих авторов и решалось

методом разделения переменных, методом априорных оценок, а также численными метода-

ми. Среди последних отметим работы [29, 30], в которых получены априорные оценки для

решения нелокальных задач для уравнения влагопереноса Аллера–Лыкова в дифференци-

альной и разностной трактовках, а также работы [31–35], в которых исследовано уравнение

влагопереноса Аллера–Лыкова с дробной по времени производной.

В области QT рассмотрим соответствующее (5) неоднородное уравнение при D(u) =
= q(x, t):

A1D
α+1
0t +Dα

0tu =
∂

∂x

(

q(x, t)
∂u

∂x
+ ADα

0t

∂u

∂x

)

+ f(x, t), (19)

где A1, A = const > 0, q(x, t) > c > 0.
Определение 2. Регулярным решением уравнения (19) в области QT назовем функцию

u = u(x, t) из класса Dα
0tu(x, t) ∈ C

(

QT

)

, Dα+1
0t u(x, t), uxx(x, t), D

α
0tuxx(x, t) ∈ C (QT ),

которая удовлетворяет уравнению (19) во всех точках (x, t) ∈ QT .

Сформулируем первую краевую задачу для уравнения (19).

Задача 2. Найти регулярное решение u(x, t) уравнения (19) в области QT , удовлетворя-

ющее краевым условиям

u(0, t) = u(l, t) = 0 (20)

и начальным условиям

lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t) = τ(x), lim

t→0
Dα

0tu(x, t) = ν(x), (21)

где τ(x), ν(x) — заданные функции.

Существование и единственность решения задачи 2 доказаны в [34].

Аналогично тому, как это было проделано в § 1, получим решение задачи (19), (20), (21)

в виде системы функций, приближенно представляющих искомое решение вдоль прямых

xk = kh
(

k = 0, 1, . . . , N ; h = l
N

)

. Тогда для сеточной по переменной x функции y(xk, t)
получим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений метода пря-

мых, которая дает аппроксимацию уравнения (19) с точностью h2:























A1D
α+1
0t y(xk, t) +Dα

0ty(xk, t) =
1

h

[

ak+1
yk+1(t)− yk(t)

h
− ak

yk − yk−1

h

]

+

+
A

h2
[Dα

0ty(xk+1, t)− 2Dα
0ty(xk, t) +Dα

0ty(xk−1, t)] + ϕ(xk, t),

y0(t) = yN(t) = 0,

(22)

с начальными условиями

lim
t→0

Dα−1
0t y(xk, t) = τ(xk), lim

t→0
Dα

0ty(xk, t) = ν(xk), (23)

где ϕ(xk, t) = f(xk, t) +O(h2), ak > c > 0, y(t) = yk(t) = y(xk, t), k = 0, 1, . . . , N − 1.
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2.1. Априорная оценка для системы разностных уравнений

Для решения системы (22) c начальными условиями

lim
t→0

Dα−1
0t y(xk, t) = 0, lim

t→0
Dα

0ty(xk, t) = ν(xk) (24)

получим априорную оценку. Умножим уравнение из (22) скалярно на Dα
0ty

A1

(

Dα+1
0t y,Dα

0ty
)

+ (Dα
0ty,D

α
0ty) = ((ayx)x, D

α
0ty) + A (Dα

0tyxx, D
α
0ty) + (ϕ,Dα

0ty). (25)

Преобразуем слагаемые, входящие в (25), с учетом граничных условий:

A1

(

Dα+1
0t y,Dα

0ty
)

= A1
1

2

N−1
∑

k=1

∂

∂t
(Dα

0ty)
2
h =

A1

2

∂

∂t
‖Dα

0ty‖,

(Dα
0ty,D

α
0ty) = ‖Dα

0ty‖20 ,

((ayx)x, D
α
0ty) = − 1

Γ(1− α)

N
∑

k=1

ayx(xk, t)
∂

∂t

∫ t

0

yx(xk, τ) dτ

(t− τ)α
h,

(Dα
0tyxx, D

α
0ty) =

N−1
∑

k=1

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

yxx(xk, τ) dτ

(t− τ)α
1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

y(xk, τ) dτ

(t− τ)α
h =

= −
N
∑

k=1

(

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

yx(xk, τ) dτ

(t− τ)α

)2

h = −‖Dα
0tyx ]|20 ,

(ϕ,Dα
0ty) 6

1

4ε
‖ϕ‖20 + ε ‖Dα

0ty‖20 , ε = const > 0.

Подставляя полученные соотношения в тождество (25), получим

A1

2

∂

∂t
‖Dα

0ty‖20 + ‖Dα
0ty‖20 +

1

Γ(1− α)

N
∑

k=1

ayx(xk, t)
∂

∂t

∫ t

0

yx(xk, τ) dτ

(t− τ)α
h+

+ A ‖Dα
0tyx‖20 6

1

4ε
‖ϕ‖20 + ε ‖Dα

0ty‖20 .

Проинтегрируем последнее неравенство по τ от 0 до t

A1

2
‖Dα

0ty‖20 + (1− ε)

∫ t

0

‖Dα
0ty‖20 dτ +

1

Γ(1− α)

∫ t

0

N
∑

k=1

ayx(xk, t)
∂

∂t

∫ τ

0

yx(xk, ξ) dξ

(t− ξ)α
h dτ +

+ A

∫ t

0

‖Dα
0tyx ]|20 dτ 6

1

4ε

∫ t

0

‖ϕ‖20 dτ +
A1

2
‖Dα

0ty(xk, 0)‖20 ,

A1 ‖Dα
0ty‖20 + 2(1− ε)

∫ t

0

‖Dα
0ty‖20 dτ + 2A

∫ t

0

‖Dα
0tyx ]|20 dτ 6

6
1

2ε

∫ t

0

‖ϕ‖20 dτ + A1 ‖Dα
0ty(xk, 0)‖20 ,

или, с учетом (24),

‖Dα
0ty‖20 + ‖Dα

0tyx ]|22,Qt
+ ‖Dα

0ty‖22,Qt
6 M1

(

‖ϕ‖22,Qt
+ ‖ν(xk)‖20

)

, (26)

где ‖Dα
0ty‖22,Qt

=
∫ t

0
‖Dα

0ty(xk, t)‖20 dτ , M1 = const > 0. Откуда следует сходимость метода

прямых со скоростью O(h2). Таким образом, имеет место следующая теорема.
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Теорема 3. Если выполнены условия q > c > 0, qt, f ∈ C
(

QT

)

, qt 6 0, ν ∈ C[0, l], то

для решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений дробного порядка (22)

с начальными условиями (24) справедлива априорная оценка (26), где M1 не зависит от h.

Задача получения априорной оценки для решения системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений дробного порядка (22) в случае начальных условий (23) (т. е. наличия

неоднородностей в обоих начальных условиях) вводом новой функции [34, теорема 2] сво-

дится к задаче (22), (24) при соответствующей гладкости f(x, t) и начальных функций.

2.2. Решение системы разностных уравнений, возникающих в методе прямых

Рассмотрим однородную систему уравнений, соответствующую системе (22) при ak = 1,
A1 = 1, A = 1, k = 1, 2, . . . , N − 1:

{

Dα+1
0t y(xk, t) +Dα

0ty(xk, t) = yxx +Dα
0tyxx,

y0(t) = yN(t) = 0,
(27)

с начальными условиями (23).

Построение общих решений однородной системы уравнений (27) проведем так же, как

это было проделано выше в случае уравнения Аллера, так как, отыскивая частные решения

однородный системы вида

yk(t) = γ(k)w(t),

получим для γ(k) в точности те же самые разностные уравнения, что и в подпараграфе 1.2

с граничными условиями γ(0) = γ(N) = 0. А для отыскания w(t) получим уравнение

Dα+1
0t w(t) +

(

1 + δ2s
)

Dα
0tw(t) + δ2sw(t) = 0,

решение которого имеет вид [34]

ws(t) =
(

νs +
(

1 + δ2s
)

τs
)

tα
∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

n

j

)

(−1)n (1 + δ2s)
n−j

(δ2s)
j
tn+jα

Γ(n+ jα + α + 1)
+

+ τst
α−1

∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

n

j

)

(−1)n (1 + δ2s)
n−j

(δ2s)
j
tn+jα

Γ(n+ jα + α)
,

где τs = Dα−1
0t ws

∣

∣

t=0
, νs = Dα

0tws|t=0, δ
2
s = 4

h2 sin
2 π
2l
xs,

(

n

j

)

= n!
s!(n−j)!

, s = 1, 2, . . . , N − 1.

Следовательно, решение однородной системы, соответствующей системе (27) с начальными

условиями (23), будет иметь вид

yk(t) =
N−1
∑

s=1

sin
(πs

l
xk

)

(

(

νs +
(

1 + δ2s
)

τs
)

tα
∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

n

j

)

(−1)n (1 + δ2s)
n−j

(δ2s)
s
tn+jα

Γ(n+ jα + α + 1)
+

+ τst
α−1

∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

n

j

)

(−1)n (1 + δ2s)
n−j

(δ2s)
s
tn+jα

Γ(n+ jα + α)

)

, (28)

где τs =
1
l

∫ l

0
τ (xk) sin

(

πs
l
xk

)

dxk, νs =
1
l

∫ l

0
ν (xk) sin

(

πs
l
xk

)

.

Таким образом, имеет место следующая теорема.
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Теорема 4. Пусть τ ∈ C3[0, 1], ν ∈ C2[0, 1] и выполнены условия согласования τ(0) =
= τ(l) = τ ′′(0) = τ ′′(l) = 0, ν(0) = ν(l) = 0; тогда решение однородной системы (27)

с начальными условиями (23) представимо в виде (28).

Тестовые примеры

Пример 1. Построить методом прямых приближенное решение задачи

Dα
0tu = uxx +Dα

0tuxx, 0 < x < π, 0 < t 6 T, (29)

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0,

Dα−1
0t u(x, t)

∣

∣

t=0
= sin(x), 0 6 x 6 π.

(30)

Отрезок [0, π] разделим на четыре части и проведем через точки деления прямые. Если

yk(t) (k = 0, 1, 2, 3, 4)— приближенные значения решения на прямых x = πk
4

(k = 0, 1, 2,
3, 4), то для отыскания yk(t), согласно теоремe 2, имеем систему уравнений

yk(t) =
3
∑

s=1

Bs sin (sxk) t
α−1E1/α

(

− δ2s
1 + δ2s

tα;α

)

, k = 1, 2, 3,

где Bs — произвольная постоянная, δ2s = 4
h2 sin

2 1
2
xs. Из начального условия имеем Bs =

= Γ(α). Таким образом, получаем

yk(t) = Γ(α)
3
∑

s=1

sin (sxk) t
α−1E1/α

(

− δ2s
1 + δ2s

tα;α

)

, k = 1, 2, 3.

Следующие данные получены программированием в среде MAPLE. Вычисление функции

типа Миттаг-Леффлера проводилось по определению (18). Отметим, что скорость вычис-

лений можно повысить, воспользовавшись вычислительным алгоритмом, предложенным

в работе [36]. Точное решение первой краевой задачи (29), (30) на прямой x = π
4

имеет

вид [17]

u

(

1

4
π, t

)

=
1

2
Γ(α)tα−1

(

∞
∑

k=1

(

−1
2
tα
)k

Γ (α(k + 1))

)

√
2.

Данные точного и приближенного решений при α = 1
2

представлены в таблице

t 0.5 1.0
Точное решение u

(

1
4
π, 1

2

)

= −0.4381822280 u
(

1
4
π, 1
)

= −0.3858267065
Приближенное решение y1

(

1
2

)

= −0.4304226116 y1(1) = −0.3799398933

Пример 2. Построить методом прямых приближенное решение задачи

Dα+1
0t u+Dα

0tu = uxx +Dα
0tuxx, 0 < x < π, 0 < t 6 T, (31)

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0, (32)

Dα−1
0t u(x, t)

∣

∣

t=0
= 0, Dα

0tu(x, t)|t=0 = sin(x), 0 6 x 6 π. (33)

Отрезок [0, π] разделим на четыре части и проведем через точки деления прямые. Ес-

ли yk(t) (k = 0, 1, 2, 3, 4) — приближенные значения решения на прямых x = πk
4

, то для

отыскания yk(t) воспользуемся (28), в результате получим

yk(t) =
3
∑

s=1

sin (sxk)
∞
∑

n=0

n
∑

j=0

(

n

j

)

(−1)n (1 + δ2s)
n−j

(δ2s)
j
tn+jα+α

Γ(n+ jα + α + 1)
,
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где δ2s = 4
h2 sin

2 1
2
xs.

Для точного решения задачи (31), (32), (33) на прямой x = π
4

имеем [34]

u
(π

4
, t
)

=
∞
∑

n=0

n
∑

s=0

(−1)n2n−s

√
2

2

(

n

j

)

tn+sα+α

Γ(n+ α + sα + 1)
.

Данные точного и приближенного решений при α = 1
2

представлены в таблице

t 0.5 2.0
Точное решение u

(

1
4
π, 1

2

)

= 0.2427594763 u
(

1
4
π, 2
)

= −0.1089940120
Приближенное решение y1

(

1
2

)

= 0.2496100932 y1(2) = −0.1042484974
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The paper studies qualitatively new equations of moisture transfer, which generalize the Aller and Aller–

Lykov equations. The generalization contributes to revealing in the original equations the specific features

of the studied massifs, their structure, physical properties, processes occurring in them through the

introduction of the notion of the rates of change of the fractal dimension. We have obtained solutions

to the constant coefficient difference equations as a system arising when using the method of lines for

the equations with a Riemann–Liouville time fractional derivative with boundary conditions of the first

kind. A priori estimates are obtained that imply convergence of the obtained solutions to systems of

ordinary differential equations with variable fractional coefficients. Numerical tests have been carried out

to confirm theoretical results of the study.
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