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ОБ ОТСУТСТВИИ СВОЙСТВА ОСТАТОЧНОСТИ У СИЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ
КОЛЕБЛЕМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В данной работе исследуются различные разновидности показателей колеблемости (верхние или

нижние, сильные или слабые) нулей, корней, гиперкорней, строгих и нестрогих знаков ненулевых

решений линейных однородных дифференциальных систем на положительной полуоси. На множе-

стве ненулевых решений систем установлены соотношения между этими показателями колеблемо-

сти. Доказано, что все сильные показатели колеблемости (в отличие от частот Сергеева смен знаков,

нулей и корней, а также всех слабых показателей колеблемости), рассматриваемые как функции на

множестве решений линейных однородных дифференциальных систем с непрерывными на полуоси

коэффициентами, не являются остаточными (т. е. могут меняться при изменении решения на конеч-

ном отрезке). Кроме того, при любом наперед заданном натуральном n > 2 приводится пример

n-мерной дифференциальной системы, у которой все сильные показатели колеблемости некоторого

решения не совпадают с соответствующими слабыми показателями. При этом все слабые и все силь-

ные показатели на выбранном решении совпадают соответственно между собой. При доказательстве

результатов настоящей работы отдельно рассмотрены случаи четности и нечетности n.
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Введение

В работах [1–3] И. Н. Сергеева на полупрямой вводились и исследовались различные ха-

рактеристики ляпуновского типа ненулевых решений линейных дифференциальных уравне-

ний и систем. Эти характеристики отвечают за колеблемость, вращаемость и блуждаемость

решения. В 2015 году в статье [4] были систематизированы все введенные И. Н. Серге-

евым к настоящему моменту характеристики ляпуновского типа, что привело к изменению

названий некоторых из них. В частности, полные и векторные частоты переименованы

соответственно в сильные и слабые показатели колеблемости [5–8]. В работах [9–13] харак-

теристические показатели [1, 14] стали называться частотами Сергеева.

Данная работа посвящена изучению сильных и слабых показателей колеблемости нену-

левых решений линейных однородных дифференциальных систем. Важным свойством этих

характеристик, призванным облегчить их исследование, является остаточность [15], т. е. ин-

вариантность относительно изменения решения на любом конечном отрезке. Слабые пока-

затели колеблемости любых решений, как оказалось [2], всегда совпадают с их показате-

лями блуждаемости, которые являются остаточными. Для решений линейных однородных

уравнений первого порядка все показатели колеблемости равны нулю, так как эти реше-

ния не имеют нулей, а для всех решений любого уравнения второго порядка все верхние

(как и все нижние) показатели равны между собой [3]. Следовательно, на множестве ре-

шений уравнений первого и второго порядков наблюдается остаточность всех показателей

колеблемости.

На множестве решений линейных однородных дифференциальных уравнений все часто-

ты Сергеева являются остаточными [1]. Доказательства совпадения соответствующих силь-

ных и слабых показателей колеблемости на множестве автономных систем можно найти
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в работах [16,17]. В [18] доказано отсутствие свойства остаточности у сильных показателей

колеблемости гиперкорней на множестве решений двумерных дифференциальных систем,

а также приводится пример двумерной системы, для некоторого решения которой силь-

ный и слабый показатели колеблемости гиперкорней не совпадают. Этот результат в [19]

был распространен и на n-мерный случай. Справедливость указанных свойств для сильных

показателей колеблемости знаков, нулей и корней на множестве решений двумерных диф-

ференциальных систем был установлен в работе [20]. В настоящей работе эти свойства для

всех сильных показателей перенесены на n-мерный случай.

§ 1. Основные обозначения и определения

Для заданного n ∈ N обозначим через Mn множество линейных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R+ ≡ [0; +∞),

с непрерывными оператор-функциями A : R+ → EndRn (каждую из которых будем отож-

дествлять с соответствующей системой). Через S∗(A) обозначим множество всех ненулевых

решений системы A ∈ Mn. Далее, звездочкой снизу будем помечать любое линейное про-

странство, в котором выколот нуль. Положим

Sn
∗ =

⋃

A∈Mn

S∗(A).

Определение 1 (см. [1]). Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая) сме-

на знака функции y : R+ → R, если в любой окрестности этой точки функция y принимает

как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные) значения.

Определение 2 (см. [1, 2]). Для момента t > 0 и функции y : R+ → R введем следующие

обозначения:

ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν∼(y, t) — число точек ее нестрогой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке (0, t];
ν∗(y, t) — число ее гиперкратных корней на промежутке (0, t]: при его подсчете каждый

некратный корень берется ровно один раз, а кратный — бесконечно много раз.

Далее, для ненулевого вектора m ∈ R
n
∗ и вектор-функции x ∈ Sn

∗ введем обозначение

να(x,m, t) ≡ να(〈x,m〉, t), где α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, 〈x(·),m〉 — скалярное произведение.

Определение 3 (см. [2–4]). Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемо-

сти знаков, нулей, корней и гиперкорней функции x ∈ Sn
∗ при α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} соответ-

ственно зададим формулами

ν̂α
• (x) ≡ inf

m∈Rn
∗

lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

(

ν̌α
• (x) ≡ inf

m∈Rn
∗

lim
t→∞

π

t
να(x,m, t)

)

,

ν̂α
◦ (x) ≡ lim

t→∞
inf

m∈Rn
∗

π

t
να(x,m, t)

(

ν̌α
◦ (x) ≡ lim

t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

)

.

В случае совпадения сильного или слабого верхнего показателя колеблемости решения x
с одноименным нижним будем называть его точным и обозначать как να

• (x) или να
◦ (x).

Определение 4 (см. [5]). Для заданных множеств M и F = {f : R+ → M} назовем функ-

цию λ : F → R остаточной, если для любых функций f, g ∈ F , удовлетворяющих хотя бы

для одного t0 ∈ R+ условию f(t) = g(t) при всех t > t0, имеет место равенство λ(f) = λ(g).
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§ 2. Формулировка результатов

Теорема 1. При любом n > 2 найдется вектор-функция x ∈ Sn
∗ , удовлетворяющая усло-

вию

ν−

◦ (x) = ν∼

◦ (x) = ν0
◦(x) = ν+

◦ (x) = ν∗

◦(x) < ν−

• (x) = ν∼

• (x) = ν0
•(x) = ν+

• (x) = ν∗

•(x).

Теорема 2. При любом n > 2 ни одна из функций

ν̂−

• , ν̌
−

• , ν̂
∼

• , ν̌
∼

• , ν̂
0
• , ν̌

0
• , ν̂

+
• , ν̌

+
• , ν̂

∗

• , ν̌
∗

• : S
n
∗ → R+ ∪ {+∞} (2.1)

не является остаточной.

Доказательства сформулированных теорем разобьем на 4 случая.

§ 3. Случай n = 2

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.

1. Возьмем непрерывно-дифференцируемую функцию

f(t) =

{

t3 sin 1
t
, t ∈

(

0, 1
π

]

,
0, t = 0,

и определим вектор-функции x1, x2 : R+ → R
2, являющиеся решениями системы

A=

(

a11 a12
a21 a22

)

,

с помощью формул

x1(t) =

(

et cos 2t
f(t)

)

, x2(t) =

(

−f(t)
et cos 2t

)

, t ∈

[

0,
1

π

]

,

x1(t) =

(

et cos 2t
1
π3 sin

1
t

)

, x2(t) =

(

− 1
π3 sin

1
t

et cos 2t

)

, t ∈

[

1

π
, 1

]

,

x1(t) =

(

et cos 2t
1
π3 sin(2− t)

)

, x2(t) =

(

− 1
π3 sin(2− t)
et cos 2t

)

, t ∈ [1,+∞).

Определитель Вронского вектор-функций x1, x2 ∈ C1(R+) положителен на R+. Следо-

вательно, коэффициенты системы A

a11(t) = a22(t) =
π6e2t cos 2t(cos 2t− 2 sin 2t)− cos(2− t) sin(2− t)

π6e2t cos2 2t+ sin2(2− t)
,

a12(t) = −a21(t) =
π3et(cos(2− t) cos 2t+ sin(2− t)(cos 2t− 2 sin 2t))

π6e2t cos2 2t+ sin2(2− t)

непрерывны.

2. Для вектора m1 = (0, 1) скалярное произведение 〈x1(t),m1〉 = f(t) имеет бесконечное

множество точек смен знаков на отрезке [0, 1/π], поэтому ν−(x1,m1, 1) = +∞.

Для любого вектора m2 = (δ, β), неколлинеарного вектору m1, имеем представление

〈x1(t),m2〉 =







δet cos 2t+ βf(t), t ∈
[

0, 1
π

]

,

δet cos 2t+ β

π3 sin
1
t
, t ∈

[

1
π
, 1
]

,

δet cos 2t− β

π3 sin(t− 2), t ∈ [1,+∞).

(3.1)
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Поэтому, начиная с некоторого достаточно большого t1 (зависящего от m2), на любом про-

межутке длины π скалярное произведение 〈x1(t),m2〉 будет иметь два корня, являющихся

точками смены знаков. Кроме того, согласно теореме 2 из [2] δ и β можно подобрать так, что

при любом t > 0 выполнено неравенство ν∗ (x1,m2, t) < +∞. Следовательно, при любом

α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} справедливы равенства

ν̌α
•

(

x1
)

= ν̂α
•

(

x1
)

= inf
m∈Rn

∗

lim
t→∞

π

t
να

(

x1,m, t
)

=

= inf
m∈Rn

∗

(

lim
t→∞

π

t
να

(

x1,m, t1
(

m2
))

+ να
(

x1,m, t, t1
(

m2
))

)

=

= lim
t→∞

π

t

[

2t− t1 (m
2)

π

]

= 2.

(3.2)

3. Далее, если δ → 0 и β → 1, то неравенство |δet cos 2t| > |βf(t)| выполняется не только

в точке t = 0, но и в некоторой достаточно малой ее правосторонней окрестности t ∈ [0, ǫ)
(куда попадают все члены последовательности смен знаков tk = 1/(πk) функции f , начиная

с некоторого номера k0). Поэтому скалярное произведение (3.1) не имеет вовсе корней на

промежутках [0, ǫ), а на отрезке [ǫ, 1] число корней конечно. Начиная с t = 1, на любом

промежутке длины π функция 〈x1(t),m2〉 будет иметь один корень, являющийся сменой

знака. Таким образом, при любом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} получили цепочку равенств

ν̌α
◦

(

x1
)

= ν̂α
◦

(

x1
)

= lim
t→∞

π

t
inf

m∈Rn
∗

να
(

x1,m, t
)

= lim
t→∞

π

t
να

(

x1,m2, t
)

=

= lim
t→∞

π

t

(

να
(

x1,m2, 1
)

+ να
(

x1,m2, t, 1
))

= lim
t→∞

π

t
να

(

x1,m2, t, 1
)

= lim
t→+∞

π

t

[

t− 3

π

]

= 1,

завершающую доказательство теоремы 1. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.

Для доказательства теоремы 2 выберем решение

v(t) =

(

et cos 2t
1
π3 sin(2− t)

)

, t ∈ [0,+∞),

некоторой системы из множества M2, совпадающее с x1 на луче [1,+∞).
Скалярное произведение вектора m1 = (0, 1) и решения v на любом промежутке дли-

ны π будет иметь один корень, поэтому при любом t > 0 и каждом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}
справедливо равенство να(v,m1, t) = [(t− 2)/π], откуда находим

ν̌α
• (v) = ν̂α

• (v) = 1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}. (3.3)

Несовпадение друг с другом величин (3.2) и (3.3) означает, что сильные показатели

колеблемости (2.1) не являются остаточными. �

§ 4. Случай n = 3

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.

1. Возьмем фундаментальную матрицу

Y (t) =





sin 2t 0 1
x11 x12 0
x21 x22 0



 =
(

y1(t), y2(t), y3(t)
)
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системы

B(t) =





b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33



 ∈ M3,

где

b11 = b21 = b31 = 0,

b12 =
2x22 cos 2t

x11x22 − x12x21

, b13 =
−2x12 cos 2t

x11x22 − x12x21

,

b22 =
ẋ11x22 − ẋ12x21

x11x22 − x12x21

, b23 =
−ẋ11x12 + ẋ12x11

x11x22 − x12x21

,

b32 =
ẋ21x22 − ẋ22x21

x11x22 − x12x21

, b33 =
−ẋ21x12 + ẋ22x11

x11x22 − x12x21

.

2. При каждом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} для решения y1(t) выполняется

ν̌α
•

(

y1
)

= ν̂α
•

(

y1
)

= inf
m∈Rn

∗

lim
t→∞

π

t
να

(

y1,m, t
)

=

= lim
t→∞

π

t
να

(

y1,m3, t
)

= lim
t→∞

π

t

[

2t− t1 (m
3)

π

]

= 2,
(4.1)

ν̌α
◦

(

y1
)

= ν̂α
◦

(

y1
)

= lim
t→∞

π

t
inf

m∈Rn
∗

να
(

y1,m, t
)

= lim
t→∞

π

t
να

(

y1,m3, t
)

=

= lim
t→+∞

π

t

[

t− 3

π

]

= 1,

где m3 = (δ, β, γ), δ → 0, β → 0, γ → 1. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.

Для решения

ζ(t) =





sin 2t
et cos 2t

1
π3 sin(2− t)



, t ∈ [0,+∞),

некоторой системы из множества M3, совпадающее с y1 на луче [1,+∞), имеет место

ν̌α
• (ζ) = ν̂α

• (ζ) = lim
t→∞

π

t
να

(

ζ,m4, t
)

= 1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, (4.2)

где m4 = (0, 0, 1).
Неравенство величин (4.1) и (4.2) завершает доказательство теоремы 2 при n = 3. �

§ 5. Случай n = 2k + 2, k ∈ N

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.

1. Нетрудно проверить, что матрица

Z(t) = (z1(t), z2(t), . . . , zn(t)) =

=























x11 x12 0 0 . . . 0 0
x21 x22 0 0 . . . 0 0
0 0 e2t cos 3t e2t sin 3t . . . 0 0
0 0 −e2t sin 3t e2t cos 3t . . . 0 0

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . e(1+
1

k
)t cos 3t e(1+

1

k
)t sin 3t

0 0 0 0 . . . −e(1+
1

k
)t sin 3t e(1+

1

k
)t cos 3t






















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является фундаментальной для системы

C(t)=























a11 a12 0 0 . . . 0 0
a21 a22 0 0 . . . 0 0
0 0 2 3 . . . 0 0
0 0 −3 2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . 1 + 1
k

3
0 0 0 0 . . . −3 1 + 1

k























∈ Mn.

2. Инфимум в определении показателей колеблемости для решения

z(t) = z1(t) + z3(t) + · · ·+ zn−1(t)

реализуется на векторе m5 = (δ, β, 0, . . . , 0), где δ → 0, β → 1, поэтому при любом

α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} имеем

1 = ν̌α
◦ (z) = ν̂α

◦ (z) < ν̌α
• (z) = ν̂α

• (z) = 2.

Теорема 1 при любом четном n доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.

Функция

ξ(t) =





















et cos 2t
1
π3 sin(2− t)
e2t cos 3t
−e2t sin 3t

. . .

e(1+
1

k
)t cos 3t

−e(1+
1

k
)t sin 3t





















∈ Sn
∗ , t ∈ [0,+∞),

совпадает с z на луче [1,+∞), и для нее справедливы

ν̌α
• (ξ) = ν̂α

• (ξ) = lim
t→∞

π

t
να

(

ξ,m6, t
)

= 1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

где m6 = (0, 1, 0, . . . , 0).
Теорема 2 при любом четном n доказана. �

§ 6. Случай n = 2k + 3, k ∈ N

Д о к а з а т е л ь с т в о теорем 1, 2.

1. Рассмотрим фундаментальную матрицу

U(t) = (u1(t), u2(t), . . . , un(t)) =

=



























sin 2t 0 1 0 0 . . . 0 0
x11 x12 0 0 0 . . . 0 0
x21 x22 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 e2t cos 3t e2t sin 3t . . . 0 0
0 0 0 −e2t sin 3t e2t cos 3t . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 0 0 . . . e(1+
1

k
)t cos 3t e(1+

1

k
)t sin 3t

0 0 0 0 0 . . . −e(1+
1

k
)t sin 3t e(1+

1

k
)t cos 3t


























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системы

D(t)=



























b11 b12 b13 0 0 . . . 0 0
b21 b22 b23 0 0 . . . 0 0
b31 b32 b33 0 0 . . . 0 0
0 0 0 2 3 . . . 0 0
0 0 0 −3 2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 0 0 0 . . . 1 + 1
k

3
0 0 0 0 0 . . . −3 1 + 1

k



























∈ Mn.

2. Для решения u(t) = u1(t) + u4(t) + · · ·+ un−1(t) и функции

̺(t) =

























sin 2t
et cos 2t

1
π3 sin(2− t)
e2t cos 3t
−e2t sin 3t

. . .

e(1+
1

k
)t cos 3t

−e(1+
1

k
)t sin 3t

























∈ Sn
∗ , t ∈ [0,+∞),

совпадающих на луче [1,+∞), выполнены равенства

ν̌α
• (u) = ν̂α

• (u) = lim
t→∞

π

t
να

(

u,m7, t
)

= 2, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

ν̌α
◦ (u) = ν̂α

◦ (u) = lim
t→∞

π

t
να

(

u,m7, t
)

= 1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

ν̌α
• (̺) = ν̂α

• (̺) = lim
t→∞

π

t
να

(

̺,m8, t
)

= 1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

где m7 = (0, δ, β, 0, . . . , 0), δ → 0, β → 1, m8 = (0, 0, 1, 0, . . . , 0).
Последние три цепочки равенств полностью завершают доказательства теорем 1, 2. �

Автор выражает глубокую благодарность профессору И. Н. Сергееву за постановку за-

дачи и внимание к работе.
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In this paper, we study various types of exponents of oscillation (upper or lower, strong or weak) of

zeros, roots, hyperroots, strict and non-strict signs of non-zero solutions of linear homogeneous differ-

ential systems on the positive semi-axis. On the set of non-zero solutions of autonomous systems the

relations between these exponents of oscillation are established. It is proved that all strong exponents of

oscillations (unlike Sergeev’s frequencies of sign changes, zeros and roots, as well as all the weak expo-

nents of oscillations) considered as functions on the set of solutions to linear homogeneous n-dimensional

differential systems with continuous coefficients on the semi-line are not residual (i. e. can be changed

when changing solution on a finite interval). Besides, at any beforehand given natural n > 2 we give the

example of n-dimensional differential system, for some solution of which all strong oscillation exponents

differ from corresponding weak exponents. In this case, all weak and all strong exponents on the chosen

solution coincide with each other, respectively. When proving the results of this work, the case of parity

and odd n are considered separately.
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