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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ В ИССЛЕДОВАНИИ ДВИЖЕНИЯ ГИРОСТАТА

С ПЕРЕМЕННЫМ ГИРОСТАТИЧЕСКИМ МОМЕНТОМ

Рассмотрена задача о движении гиростата, имеющего неподвижную точку, с переменным гиростати-
ческим моментом под действием силы тяжести. Предложен новый метод интегрирования уравнений
движения системы, состоящей из тела-носителя и трех роторов, которые вращаются вокруг главных
осей. Его можно отнести к методу вариации постоянной в функции для гиростатического момента,
который линейно зависит от вектора вертикали. При постоянном множителе гиростатический мо-
мент удовлетворяет уравнению Пуассона, а вариация его находится из интеграла площадей. Выпол-
нена редукция исходных уравнений к системе пятого порядка. Получены новые решения данных
уравнений в случае сферического распределения масс гиростата и для прецессионных движений
тела-носителя. Установлен явный вид гиростатического момента для случая трех инвариантных со-
отношений.
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Введение

Задача о движении гиростата рассматривалась У. Томсоном [1], В. Вольтеррой [2],
Н. Е. Жуковским [3], А. Греем [4], В. В. Румянцевым [5], П. В. Харламовым [6], Й. Вит-
тенбургом [7] и многими другими учеными. Она может быть условно разбита на две
независимые задачи. Первая задача (У. Томсон, Н. Е. Жуковский, А. Грей, В. В. Румянцев,
П. В. Харламов и др.) характеризуется тем, что в процессе движения роторы равномерно
вращаются вокруг своих осей. В постановке Жуковского–Вольтерры предполагается, что
гиростат содержит полости с циркулирующей в них жидкостью с постоянной циркуляцией.
Актуальность такой задачи обусловлена тем, что уравнения движения гиростата допускают,
как и в классической задаче, три первых интеграла.

Вторая задача (Н. Е. Жуковский, П. В. Харламов, В. В. Румянцев и др.) отличается от
первой тем, что гиростатический момент зависит от времени; уравнения движения тяжелого
гиростата имеют только два первых интеграла. Обзор результатов, полученных в построе-
нии решений уравнений движения гиростата с переменным гиростатическим моментом под
действием потенциальных и гироскопических сил, дан в монографии [8]. Исследования по
данной теме в других постановках указаны в [9, 10].

Изучение задачи о движении гиростата с переменным гиростатическим моментом име-
ет важное значение в динамике космического полета, так как для переменной по составу
ракетно-космической системы необходимо управление движением с помощью двигателей.
Укажем несколько статей по данному управлению: [11–14].

В данной статье предложен новый метод изучения движения тяжелого гиростата с пере-
менным гиростатическим моментом. С помощью метода вариации постоянной в выражении
гиростатического момента получена система пяти дифференциальных уравнений, решения
которой рассмотрены на трех инвариантных соотношениях, полученных в задаче о движе-
нии твердого тела в потенциальном поле сил [15–17], а также в случае полиномиальных
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решений класса Н. Ковалевского [18], В. А. Стеклова [19], Д. Н. Горячева [20]. Отметим,
что данные решения обобщены П. В. Харламовым [21] в задаче о движении гиростата с по-
стоянным гиростатическим моментом.

Решения в конечном виде установлены для случаев сферического распределения масс
гиростата и прецессионных движений тела-носителя.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой, несу-
щего три ротора, которые вращаются вокруг главных осей инерции. Уравнения движения
системы S, состоящей из тела-носителя и трех роторов S1, S2, S3, запишем в виде [6]

•

λ−λ× ax = − •

x+x× ax+ s× ν, (1.1)

•

ν = ν × ax, (1.2)

где x = (x1, x2, x3) — момент количества движения; ν = (ν1, ν2, ν3) — единичный вектор, на-
правленный по силе тяжести; λ = (λ1, λ2, λ3) — гиростатический момент; s = (s1, s2, s3) —
вектор, направленный из неподвижной точки O в центр тяжести гиростата C (s = mg|OC|);
a = diag(a1, a2, a3) — гирационный тензор; точка над переменными x,ν,λ обозначает про-
изводную по времени t в подвижной системе координат. Уравнения (1.1), (1.2) необходимо
дополнить системой дифференциальных уравнений [6]

•

λi(t) = Li(t), i = 1, 3, (1.3)

где

λi(t) = Di(t) =
(

ax · ���i +
•

κi

)

, i = 1, 3, (1.4)

Di — моменты инерции роторов Si относительно главных осей подвижной системы коор-
динат Oxyz с единичными векторами ���i;

•

κi — скорости вращения тел Si относительно
осей данной системы координат; Li — проекции моментов Mi, действующих со сторо-
ны тела-носителя S0 на роторы Si. Уравнения (1.3) можно рассматривать на основании
двух подходов: если в результате интегрирования уравнений (1.1), (1.2) найдены функции
xi = xi(t), λi = λi(t) и известны скорости вращения

•

κi(t), то уравнения (1.3) служат для
определения функций Li(t); если известны функции Li(t), а скорости

•

κi(t) не заданы, то
уравнения (1.3), в силу (1.4), служат для определения

•

κi(t).
Уравнения (1.1), (1.2) допускают два первых интеграла:

ν2
1
+ ν2

2
+ ν2

3
= 1, (λ+ x) · ν = k. (1.5)

Здесь k — постоянная, зависящая от начальных данных уравнений (1.1), (1.2). Отметим, что
векторы λ,x,ν имеют следующие разложения по базису ���1, ���2, ���3:

λ =
3

∑

i=1

λi���i, x =
3

∑

i=1

xi���i, ν =
3

∑

i=1

νi���i.

Задача о движении тяжелого гиростата с переменным гиростатическим моментом изу-
чалась во многих статьях и монографиях, указанных во введении. Наибольшее количество
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решений уравнений (1.1), (1.2) получено для программных движений гиростата, которые
характеризуются свойствами прецессионности [8]. При этом полагалось, что инвариант-
ные соотношения, описывающие эти движения, содержат и компоненты гиростатического
момента.

В данной статье применяется другой метод исследования уравнений (1.1), (1.2). Его
условно можно отнести к методу вариации постоянной в гиростатическом моменте. Дей-
ствительно, для его применения обратимся к уравнениям (1.1), (1.2), положив в (1.1)

•

λ−λ× ax = 0. (1.6)

Сопоставляя уравнения (1.2) и (1.6), приходим к выводу о том, что функция λ(t) удовле-
творяет уравнению, аналогичному уравнению (1.2). То есть вектор λ(t) имеет вид

λ(t) = cν(t), (1.7)

где c — постоянная, равная |λ(t)|. При выполнении равенства (1.6) уравнения (1.1), (1.2)
описывают задачу о движении тяжелого твердого тела. Данный результат показывает, что
при условии (1.7) решениям уравнений Эйлера–Пуассона (см. обзоры [21–24]) можно со-
поставить решения уравнений (1.1), (1.2), в которых гиростатический момент (1.7) зависит
только от функции ν(t). В силу очевидности данного утверждения будем полагать, что
гиростатический момент λ(t) изменяется по величине, то есть

λ(t) = c(t)ν(t), (1.8)

где c(t) — дифференцируемая функция времени. Подставим значение (1.8) в интеграл мо-
мента количества движения из системы (1.5):

c(t) = k − x · ν. (1.9)

Вычислим производную
•

c(t), учитывая только уравнение (1.2):

•

c(t) = − •

x ·ν − x (ν × ax). (1.10)

Запишем уравнение (1.1) с учетом равенств (1.8) – (1.10):

ν
[

•

x ·ν + x · (ν × ax)
]

− •

x+x× ax+ s× ν = 0. (1.11)

Таким образом, суть метода вариации постоянной в гиростатическом моменте отражена
формулой (1.10).

Будем полагать, что векторы ν, s, ν × s составляют независимый базис, то есть рав-
номерные вращения гиростата исключаем из рассмотрения. При умножении левой части
уравнения (1.11) скалярно на ν получим тождество. Результат умножения левой части
уравнения (1.11) скалярно на векторы s и ν × s запишем на основании принятых ранее
обозначений:

(s3ν2 − s2ν3)
[

•

x1 +(a3 − a2) x2x3 + (s3ν2 − s2ν3)
]

+

+ (s1ν3 − s3ν1)
[

•

x2 +(a1 − a3) x3x1 + (s1ν3 − s3ν1)
]

+

+ (s2ν1 − s1ν2)
[

•

x3 +(a2 − a1) x1x2 + (s2ν1 − s1ν2)
]

= 0,

(1.12)
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[

•

x1 +(a3 − a2)x2x3

]

[−ν2 (s2ν1 − s1ν2) + ν3 (s1ν3 − s3ν1)] +

+
[

•

x2 +(a1 − a3) x3x1

]

[−ν3 (s3ν2 − s2ν3) + ν1 (s2ν1 − s1ν2)] +

+
[

•

x3 +(a2 − a1) x1x2

]

[−ν1 (s1ν3 − s3ν1) + ν2 (s3ν2 − s2ν3)].

(1.13)

Уравнения (1.12), (1.13) необходимо изучать совместно с уравнением (1.2), которое в ска-
лярном виде дает систему трех уравнений:

•

ν1 = a3x3ν2 − a2x2ν3,
•

ν2 = a1x1ν3 − a3x3ν1,
•

ν3 = a2x2ν1 − a1x1ν2, (1.14)

имеющую первый интеграл

ν2
1
+ ν2

2
+ ν2

3
= 1. (1.15)

Таким образом, система (1.12) – (1.14) состоит из пяти дифференциальных уравнений на
шесть функций xi(t), νi(t), i = 1, 3. После интегрирования данной системы значение λ(t)
находим из (1.8), (1.9):

λ(t) =
[

k − (x1(t)ν1(t) + x2(t)ν2(t) + x3(t)ν3(t))
]

ν(t). (1.16)

§ 2. Преобразование уравнений (1.12)–(1.14) в случае трех инвариантных

соотношений

Зададим три инвариантных соотношения (ИС) [15–17]:

x1 =
1

a1

[

ν1ε(ν3) + β1g(ν3)
]

, x2 =
1

a2

[

ν2ε(ν3) + β2g(ν3)
]

, x3 =
ν3ε(ν3)

a3
, (2.1)

где β1 и β2 — постоянные параметры, ε(ν3), g(ν3) — дифференцируемые функции перемен-
ной ν3. Уравнения (1.14) на ИС (2.1) преобразуем так:

•

ν1 = −β2ν3g(ν3),
•

ν2 = β1ν3g(ν3),
•

ν3 =
(

β2ν1 − β1ν2
)

g(ν3). (2.2)

Для уравнений (2.2) имеет место дополнительное ИС [15]

β1ν1 + β2ν2 = c0, (2.3)

где c0 — постоянная. Введем в равенствах (1.15), (2.3) вместо переменной ν3 переменную ψ

по формуле

ν3 =
µ0 sinψ

κ0

(

κ0 =
√

β2

1
+ β2

2
, µ0 =

√

κ
2

0
− c2

0

)

. (2.4)

Таким образом, для получения свойства действительности решения уравнений (1.14) необ-
ходимо положить

κ
2

0
− c2

0
> 0.

Из равенств (1.15), (2.3) и третьего уравнения из (2.2) получим

ν1 =
1

κ
2

0

(

c0β1 + β2µ0 cosψ
)

, ν2 =
1

κ
2

0

(

c0β2 − β1µ0 cosψ
)

, (2.5)
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•

ψ = κ0g(ψ). (2.6)

Уравнение (2.6) позволяет при заданной функции g(ψ) указать интегральное соотношение

∫ ψ

ψ0

dψ

g(ψ)
= κ0(t− t0), (2.7)

из которого путем обращения интеграла можно найти свойства функции ψ(t). Следователь-
но, решения уравнений Пуассона (1.14) на ИС (2.1), (2.3) представлены в виде квадрату-
ры (2.7) и равенств (2.4), (2.5).

Пример решения уравнений (1.12), (1.13). В общем случае указать решения уравне-
ний (1.12), (1.13) на ИС (2.1) затруднительно. Поэтому вначале рассмотрим случай, когда
эллипсоид инерции гиростата является сферой:

a1 = a2 = a3.

Без ограничения общности положим в (1.12), (1.13) s2 = s1 = 0, s3 6= 0. Тогда уравне-
ния (1.12), (1.13) в результате подстановки в них значений (2.1), (2.4), (2.5), (2.6) приведем
к виду

ε(ψ) = c0g
′(ψ) tgψ,

(

g2(ψ)
)

′

= q2
0
cosψ, (2.8)

где

q2
0
=

2a1s3
κ0µ0

. (2.9)

Параметр g0 из (2.9), входящий в уравнение (2.8), действителен при выполнении условия
s3

κ0µ0

> 0, которого можно добиться выбором параметра s3. Из уравнений (2.8) найдем

явные зависимости ε(ψ) и g(ψ):

ε(ψ) = − c0g0 sinψ

2
√

(b0 + sinψ)3
, g(ψ) = g0

√

b0 + sinψ. (2.10)

Здесь b0 — постоянная, удовлетворяющая неравенству b0 > 1. Подставим g(ψ) из (2.10)
в формулу (2.7):

∫ ψ

ψ0

dψ√
b0 + sinψ

= κ0g0(t− t0). (2.11)

Из (2.11) следует, что ψ(t) является эллиптической функцией времени. Внося ее в равен-
ства (2.4), (2.5) и (2.1), получим решение уравнений (1.12), (1.13). Для построенного реше-
ния гиростатический момент (1.16), в силу значений xi, νi, i = 1, 3, из (2.1) и соотноше-
ний (2.4), (2.5), примет вид

λ(ψ) =

[

k − 1

a1

(

ε(ψ) + c0g(ψ)
)

]

ν(ψ),

где множитель при векторе ν, на основании (2.10), отличен от постоянной. Далее необхо-
димо рассмотреть уравнения (1.3), (1.4) с учетом тех подходов, которые изложены выше.
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§ 3. Случай геометрически симметричного гиростата

Рассмотрим уравнения (1.12), (1.13) при условиях

s1 = s2 = 0, s3 6= 0, a2 = a1, (3.1)

которые характеризуют геометрически симметричный гиростат (гироскоп Лагранжа). По-
лагаем, что сохраняются равенства (2.1), (2.3), (2.4), (2.5), (2.6). Запишем уравнения (1.12)
(1.13) при ограничениях на параметры гиростата, указанных в (3.1):

ν2

[

•

x1 +(a3 − a1) x2x3

]

− ν1

[

•

x2− (a3 − a1) x1x3

]

+ s3
(

1− ν2
3

)

= 0, (3.2)

ν3

{

ν1

[

•

x1 +(a3 − a1) x2x3

]

+ ν2

[

•

x2 − (a3 − a1) x1x3

]}

−
(

1− ν2
3

) •

x3 = 0. (3.3)

Вычислим значения выражений, которые содержатся в квадратных скобках, на ИС (2.1),
(2.3), (2.4), (2.5). Учитывая уравнение (2.6), найдем

•

x1 +(a3 − a1) x2x3 =
1

κ0a1a3

[

a3κ
2

0
g(ψ)

(

ν1ε
′(ψ) + β1g

′(ψ)
)

+

+ µ0 (a3 − a1) ν2ε
2(ψ) sinψ − a1β2µ0ε(ψ)g(ψ) sinψ

]

,

(3.4)

•

x1 − (a3 − a1) x3x1 =
1

κ0a1a3

[

a3κ
2

0
g(ψ)

(

ν2ε
′(ψ) + β2g

′(ψ)
)

−

− µ0 (a3 − a1) ν1ε
2(ψ) sinψ + a1β1µ0ε(ψ)g(ψ) sinψ

]

,

•

x3 =
µ0

a3
g(ψ)

(

ε(ψ) cosψ + ε′(ψ) sinψ
)

. (3.5)

Подставим значения (3.4), (3.5) в уравнения (3.2), (3.3) и учтем равенства (2.4), (2.5):

g′(ψ) =
1

a3κ
4

0
µ0g(ψ) cosψ

[

µ0(a3 − a1)(c
2

0
+ µ2

0
cos2 ψ)ε2(ψ) sinψ +

+ a1κ
2

0
µ0c0ε(ψ)g(ψ) sinψ + a1a3s3κ0(c

2

0
+ µ2

0
cos2 ψ)

]

,

(3.6)

ε′(ψ) =
−1

µ0κ
2

0
(a3 − a1)g(ψ) sinψ cosψ

[

µ0(a3 − a1)c0ε
2(ψ) sin2 ψ +

+ a1µ0κ
2

0
ε(ψ) + a1a3s3κ0c0 sinψ

]

.

(3.7)

Таким образом, получена система двух дифференциальных уравнений на функции g(ψ),
ε(ψ). Она представляет собой систему нелинейных уравнений, и в общем случае найти
решение в замкнутом виде затруднительно. Поэтому рассмотрим случай

c0 = 0, (3.8)

который в силу равенства (2.3) охарактеризует прецессионное движение [22] относительно

горизонтальной оси (угол между векторами β = (β1, β2, 0) и ν(ν1, ν2, ν3) равен
π

2
). Уравне-

ние (3.7) при условии (3.8) таково:

ε′(ψ) =
a1ε(ψ)

(a1 − a3) sinψ cosψ
. (3.9)
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Решение уравнения (3.9) имеет вид

ε(ψ) = ε0

(

tgψ
)

a1

a1−a3

, (3.10)

где ε0 — произвольная постоянная. Из неравенств треугольника на главные моменты инер-
ции найдем условие

a1 < 2a3. (3.11)

Запишем уравнение (3.6) при условии (3.8):

(

g2(ψ)
)

′

=
2µ0 cosψ

a3κ
4

0

[

µ0(a3 − a1)ε
2(ψ) sinψ + a1a3s3κ0

]

. (3.12)

Подставим функцию (3.10) в уравнение (3.12):

(

g2(ψ)
)

′

=
2µ0

a3κ
4

0

[

µ0ε
2

0
(a3 − a1)

(

tgψ
)

2a1

a1−a3 sinψ cosψ + a1a3s3κ0 cosψ
]

. (3.13)

Из (3.13) следует, что функция g2(ψ) имеет значение

g2(ψ) = g2
0
+ p1

∫ ψ

ψ0

(

tgψ
)

2a1

a1−a3 sinψ cosψdψ + p2 sinψ, (3.14)

где g0 — произвольная постоянная и

p1 =
2µ2

0
ε2
0
(a3 − a1)

a3κ
4

0

, p2 =
2µ0a1a3s3ε0

a3κ
4

0

.

Действительности функции g(ψ) из (3.14) можно добиться выбором постоянной g2
0
. Для

вычисления интеграла, входящего в равенство (3.14), положим

tgψ = z. (3.15)

Тогда из (3.14) получим выражение для интеграла

∫ z

z0

z
3a1−a3

a1−a3

(1 + z2)2
dz. (3.16)

В общем случае вычисление интеграла представляется сложным. Однако можно привести
пример, когда этот интеграл можно представить в конечном виде. Положим в (3.14), (3.16)

3a1 − a3

a1 − a3
= 2m+ 1, m ∈ N, (3.17)

то есть компоненты гирационного тензора a1, a3 удовлетворяют равенству

a1

a3
=

m

m− 1
. (3.18)

Из условий (3.11), (3.18) получим ограничение на параметр m:

m > 2.
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Запишем интеграл (3.16) в силу (3.17):

1

2

∫ z

z0

(z2)m d(z2)

(1 + z2)2
. (3.19)

Рассмотрим (3.18) и первообразную от (3.19) при m = 3. Тогда из (3.18) следует

a1 =
3

2
a3, (3.20)

а из (3.19) найдем

1

2

∫ z

z0

(z2)3 dz2

(1 + z2)2
. (3.21)

Интеграл (3.21) вычисляется стандартным методом. На его основании, используя заме-
ну (3.15), запишем итоговый результат для функции (3.14):

g2(ψ) = F (ψ) = g2
0
+ p2 sinψ +

p1

4

[

tg4 ψ − 4 tg2 ψ + 6 ln(tg2 ψ + 1) +
2

1 + tg2 ψ

]

. (3.22)

Зависимость ψ(t), в силу (2.7), определяется путем обращения интеграла

∫ ψ

ψ0

dψ
√

F (ψ)
= κ0(t− t0), (3.23)

где начальное значение ψ0 6=
π

2
.

Запишем значение гиростатического момента на построенном решении уравнений (1.12),
(1.13). Используя равенства (1.9), (2.1), (2.3), (2.4), (3.23), определим следующую функцию:

λ(ψ) =
1

a0a1a3

[

kκ0a1a3 − ε(ψ)
(

κ
2

0
a3 + µ2

0
(a1 − a3)

)

sin2 ψ
]

ν. (3.24)

Из (3.24) устанавливаем, что на основании значения (3.10) выражение в квадратных скоб-
ках отлично от постоянной. То есть имеет место нетривиальный случай интегрирования
уравнений (1.12), (1.13). При этом исследование функции ψ(t) из (3.23) можно провести
только на конечном промежутке времени.

Отметим результат при m = 4:

g2(ψ) = F (ψ) = g2
0
+ p2 sinψ +

1

2
p1

[tg6 ψ

3
− tg4 ψ + 3 tg2 ψ − 4 ln(tg2 ψ + 1)− 1

tg2 ψ + 1

]

.

(3.25)

Формула (3.25) является аналогом формулы (3.22) и имеет место при условии

a1 =
4

3
a3. (3.26)

Замечание. Решения (3.10), (3.14) (в частном случае — решения (3.22), (3.25)), получен-
ные при условиях (3.20), (3.26), представляют теоретический интерес, так как они имеют
неустранимые особенности при значениях ψ, удовлетворяющих уравнению cosψ = 0.
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§ 4. Случай динамически симметричного гиростата

Рассмотрим уравнения (1.12), (1.13) при условиях

a2 = a1, s1 = σ0β1, s2 = σ0β2, s3 = 0, (4.1)

где σ0 — постоянный параметр (σ2

0
= s2). Из равенств (4.1) следует, что центр тяжести

гиростата лежит в плоскости, ортогональной оси динамической симметрии гиростата [23]
(в частном случае из (4.1) можно получить условия С. В. Ковалевской: a3 = 2a1 и Д. Н. Го-
рячева, С. А. Чаплыгина: a3 = 4a1). Как и в § 2, будем полагать, что имеют место ИС (2.1),
(2.3), (2.4), (2.5) и уравнение (2.7). Тогда из уравнений (1.12), (1.13) найдем уравнения

ε′(ψ) =
1

κ
2

0
(a3 − a1)g(ψ) cosψ sinψ

[

a1κ
2

0
ε(ψ)g(ψ) + σ0a1a3κ

2

0
− c0(a3 − a1)ε

2(ψ) sin2 ψ
]

,

(4.2)

a3κ
2

0
g(ψ)g′(ψ)− (a3 − a1)ε

2(ψ) sinψ cosψ + c0(a3 − a1)g(ψ)ε
′(ψ) sin2 ψ = 0. (4.3)

Исключим в уравнении (4.3) ε′(ψ) с помощью уравнения (4.2):

(

g2(ψ)
)

′

=
2 sinψ

a3κ
4

0
cosψ

[

(a3 − a1)ε
2(ψ)(c2

0
+ µ2

0
cos2 ψ)− c0a1κ

2

0
ε(ψ)g(ψ)− c0σ0κ

2

0
a1a3

]

.

Системы (3.6), (3.7) и (4.2), (4.3) имеют определенный аналог. Поэтому представляет
интерес рассмотрение уравнений (4.2), (4.3) в случае c0 = 0. Используя уравнение (4.2),
найдем

g(ψ) =
σ0a1a3

(a3 − a1)ε′(ψ) sinψ cosψ − a1ε(ψ)
. (4.4)

Подставим значение (4.4) в уравнение (4.3):

κ
2

0
a2
1
a3
3
σ2

0

[

(a3 − a1)ε
′′(ψ) sinψ cosψ + ε(ψ)

(

2(a3 − a1) cos
2 ψ − a3

)

]

+

+ (a3 − a1)ε
2(ψ)

[

(a3 − a1)ε
′(ψ) sinψ cosψ − a1ε(ψ)

]3

= 0.
(4.5)

Уравнение (4.5) не относится к определенному классу, который был бы изучен в теории
обыкновенных дифференциальных уравнений. Можно лишь доказать, что оно не допускает
конкретных решений. Например, можно показать, что уравнение (4.5) не имеет решения

ε(ψ) = ε0

(

tgψ
)α0

,

полученного для случая геометрически симметричного гиростата, которое допускают урав-
нения (3.6), (3.7).

§ 5. Редукция уравнений (1.12), (1.13) на ИС, которые отвечают решениям

Н. Ковалевского, В. А. Стеклова, Д. Н. Горячева

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (1.12)–(1.14) в случае, когда основ-
ные переменные задачи имеют вид [18, 21]

ν1 = ϕ(x1), ν2 = x2(x1)ψ(x1), ν3 = x3(x1) θ(x1), (5.1)

x2
2
(x1) = Q(x1), x2

3
(x1) = R(x1), (5.2)
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где x1 — вспомогательная переменная. В уравнениях (1.12), (1.13) полагаем

s3 = 0, s2 = 0, s1 6= 0.

Функции ϕ(x1), ψ(x1), θ(x1), Q(x1), R(x1) — дифференцируемые функции по перемен-
ной x1 (производные этих функций по x1 будем обозначать штрихом). Подставим значе-
ния (5.1), (5.2) в уравнения (1.14):

•

x1 =
a3ψ(x1)− a2θ(x1)

ϕ′(x1)
, (5.3)

[

a3ψ(x1)− a2θ(x1)
] [

θ(x1)R
′(x1) + 2θ′(x1)R(x1)

]

− 2ϕ′(x1)
[

a2ϕ(x1)− a1x1ψ(x1)
]

= 0,

(5.4)
[

a3ψ(x1)− a2θ(x1)
] [

ψ(x1)Q
′(x1) + 2ψ′(x1)R(x1)

]

− 2ϕ′(x1)
[

a1x1θ(x1)− a3ϕ(x1)
]

= 0.

(5.5)
В силу геометрического интеграла ν2

1
+ν2

2
+ν2

3
= 1 и равенств (5.1), (5.2) получим уравнение

ϕ2(x1) +Q(x1)ψ
2(x1) +R(x1)θ

2(x1) = 1,

которое можно рассматривать вместо одного из уравнений (5.4), (5.5).
Уравнения (1.12), (1.13) на ИС (5.1), (5.2), с учетом уравнения (5.3), таковы:
[

a3ψ(x1)− a2θ(x1)
] [

θ(x1)R(x1)Q
′(x1)− ψ(x1)Q(x1)R

′(x1)
]

+

+ 2ϕ′(x1)
{

x1

[

(a1 − a3)θ(x1)R(x1)− (a2 − a1)ψ(x1)Q(x1)
]

+ s1
(

1− ϕ2(x1)
)

}

= 0,
(5.6)

[

a3ψ(x1)− a2θ(x1)
] [

2
(

1− ϕ2(x1)
)

− ϕ(x1)
(

ψ(x1)Q
′(x1) + θ(x1)R

′(x1)
)

]

−

−
(

ϕ2(x1)
)

′

[

(a1 − a3)ψ(x1) + (a2 − a1)θ(x1)
]

= 0.
(5.7)

Система дифференциальных уравнений (5.3)–(5.7) является системой пятого порядка на
пять функций, входящих в ИС (5.1), (5.2), то есть она является замкнутой.

Уравнение (5.3) служит для определения функции x1(t) и используется после интегри-
рования уравнений (5.4), (5.5), (5.6), (5.7). Зависимость гиростатического момента (1.16) от
переменной x1, в силу (5.1), (5.2), имеет вид

λ(x1) = Φ(x1)ν,

где
Φ(x1) = k −

[

x1ϕ(x1) +Q(x1)ψ(x1) +R(x1)θ(x1)
]

.

Интегрирование системы уравнений (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) можно отнести к перспективной
задаче о движении неавтономного гиростата.

Заключение. В статье предложен новый метод интегрирования уравнений движения
гиростата с неподвижной точкой, который основан на вариации постоянной, которая яв-
ляется множителем при гиростатическом моменте, направленном по вектору вертикали.
В процессе применения этого метода использованы уравнение Пуассона и интеграл момен-
та количества движения уравнений движения гиростата с переменным гиростатическим
моментом. С помощью редуцированной системы уравнений на инвариантном множестве
трех линейных инвариантных соотношений найдены новые решения задачи. Определенное
значение имеет вид гиростатического момента, который направлен по вектору вертикали.



112 Об одном подходе в исследовании движения гиростата

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Thomson W. On the motion of rigid solids in a liquid circulating irrotationally through perforations in
them or in any fixed solid // Proceeding of the Royal Society of Edinburg. 1872. Vol. 7. P. 668–682.
https://doi.org/10.1017/S0370164600042875
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form of the gyrostatic moment is established for the case of three invariant relations.
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