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ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ С НУЛЕВЫМ ПОТОКОМ ЧЕРЕЗ ОКРУЖНОСТИ

ФИКСИРОВАННОГО РАДИУСА НА H
2

Классическим свойством периодической функции на вещественной оси является возможность ее
представления тригонометрическим рядом Фурье. Естественным аналогом условия периодичности
в евклидовом пространстве R

m является постоянство интегралов от функции по всем шарам (или
сферам) фиксированного радиуса. Функции с указанным свойством можно разложить в ряд Фурье
по сферическим гармоникам, коэффициенты которого разлагаются в ряды по функциям Бесселя.
Этот факт допускает обобщение на векторные поля в R

m, имеющие нулевой поток через сферы
фиксированного радиуса. В данной работе изучаются векторные поля с нулевым потоком через
окружности фиксированного радиуса на плоскости Лобачевского H

2. Получено описание таких по-
лей в виде рядов по гипергеометрическим функциям. Результаты, полученные в работе, можно ис-
пользовать при решении задач, связанных с гармоническим анализом векторных полей на областях
в H

2.
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Введение

Пусть Vr(R
m) (m > 2) — множество локально суммируемых функций в R

m, имею-
щих нулевые интегралы по всем шарам фиксированного радиуса r. Класс Vr(R

m), а также
различные его аналоги и обобщения активно изучались в течение последних пятидесяти
лет в работах Ф. Йона, Ж. Дельсарта, Д. Смита, Л. Зальцмана, К. А. Беренстейна и дру-
гих авторов (см. обзоры [1–3] и монографии [4–6], содержащие обширную библиографию).
Перечислим основные направления в этих исследованиях.

1. Изучение нулевых множеств и соответствующие теоремы единственности для клас-
са Vr(R

m) [4–7]. Данное направление восходит к теореме единственности Ф. Йона [8,
гл. 6] для функций с нулевыми сферическими средними.

2. Исследование допустимых ограничений на рост ненулевых функций класса Vr(R
m)

и его аналогов на неограниченных областях (теоремы типа Лиувилля [4–6, 9, 10]).

3. Теоремы о двух радиусах для класса Vr(R
m) и его аналогов [1–7, 11, 12]. Первым

результатом в этом направлении является классическая теорема Ж. Дельсарта о двух
радиусах для гармонических функций [13, 14].

4. Характеризация различных классов периодических в среднем функций посредством
уравнения средних значений [4–6, 15–17].

5. Описание функций класса Vr(R
m) в виде рядов по сферическим гармоникам [4–6,18,

19] (аналоги разложений Тейлора и Лорана из теории аналитических функций).

6. Проблема продолжения [4–6, 20, 21].
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7. Теоремы о стирании особенностей [4–6, 19, 22, 23].

8. Задачи интегральной геометрии о восстановлении функций из заданных классов
по известным интегральным средним [5, 6, 24–30].

9. Аппроксимация функций с нулевыми шаровыми средними линейными комбинациями
специальных функций [4–6, 31].

10. Интерполяционные задачи для функций класса Vr(R
n) [32].

11. Изучение аналогов и обобщений класса Vr(R
m) на различных однородных простран-

ствах и группах (например, на римановых симметрических пространствах) [4–6,9,12,
25–27].

Отметим, что важным направлением в рассматриваемой тематике является изучение
векторных аналогов класса функций с нулевыми шаровыми (сферическими) средними,
в частности, их описание в виде рядов по специальным функциям. Мотивацией для этой
задачи может служить одномерный случай, где естественным аналогом класса Vr(R

m) явля-
ется класс 2r-периодических локально интегрируемых функций на вещественной оси. Если
рассматривать функцию f ∈ C1(R) как векторное поле в R, то условие

f (x− r)− f (x+ r) = 0

означает, что f имеет нулевой поток через любую нульмерную сферу радиуса r. Согласно
классической теории рядов Фурье, такие функции можно разложить в абсолютно и равно-
мерно сходящийся тригонометрический ряд. Нетривиальные обобщения этого факта на век-
торные поля в евклидовых пространствах получены в работах [7, 33]. При этом остается
совершенно неисследованным случай неевклидовых пространств, например, пространств
постоянной кривизны. Целью данной работы является описание векторных полей, имею-
щих нулевой поток через все окружности фиксированного радиуса на плоскости Лобачев-
ского H

2.

§ 1. Формулировка основного результата

Как обычно, будем отождествлять R
2 с комплексной плоскостью C. Пусть B = {z ∈ C :

|z| < 1} — открытый единичный круг в R
2 со стандартной структурой многообразия и с ри-

мановой структурой, задаваемой формулой

〈ξ, η〉z =
(ξ, η)

(1− |z|2)2 , (1.1)

где ξ и η — произвольные касательные векторы в точке z ∈ B. Здесь через (ξ, η) обозначено
каноническое скалярное произведение в R

2. Это риманово многообразие называют моделью
Пуанкаре плоскости Лобачевского H

2 (см., например, [34, раздел IV]).
Группа Мёбиуса M(B) действует транзитивно на B посредством конформных отобра-

жений. Мёбиусовы преобразования являются движениями в модели Пуанкаре плоскости
Лобачевского, реализованной на круге B. Гиперболическая метрика d на этой плоскости
определяется равенством

d(0, z) =
1

2
ln

1 + |z|
1− |z| , z ∈ B,
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и условием инвариантности относительно группы M(B). Геодезический круг

BR = {x ∈ B : d(0, z) < R} (R > 0)

(соответственно, геодезическая окружность SR = {z ∈ B : d(0, z) = R}) совпадает с откры-
тым евклидовым кругом (соответственно, евклидовой окружностью) радиуса thR с цен-
тром в нуле. Гиперболические эквиваленты элемента площади dxdy и элемента дли-
ны ds =

√

dx2 + dy2 в R
2 определяются равенствами

dzh =
dxdy

(1− x2 − y2)2
, dsh =

ds

1− x2 − y2
. (1.2)

Гиперболическая дивергенция divh гладкого векторного поля
−→
A : BR → C

2 связана с евкли-
довой дивергенцией dive соотношением

divh
−→
A = (1− |z|2)2dive

−→
A

(1− |z|2)2 . (1.3)

Поле
−→
A ∈ C1(BR) называется соленоидальным, если divh

−→
A = 0.

При фиксированном r > 0 и R > r обозначим через Vr(BR) множество всех непре-

рывных векторных полей
−→
A : BR → C

2, имеющих нулевой поток через все геодезические
окружности радиуса r, лежащие в BR, т. е.

Vr(BR) =
{−→
A ∈ C(BR) :

∫

gSr

〈−→A, −→nh〉 dsh = 0 ∀g ∈ M(B) : gSr ⊂ BR

}

,

где
−→nh = (1− |z|2)−→n , (1.4)

а −→n — евклидов единичный вектор внешней нормали к соответствующей гладкой кривой.
Описание гладких полей класса Vr(BR), приведенное ниже, опирается на свойства триго-
нометрических рядов Фурье и свойства некоторых специальных функций.

Пусть, как обычно, Γ — гамма-функция, (α)j = α(α+1) . . . (α+j−1) — символ Похгам-
мера, F (a, b; c; z) — гипергеометрическая функция Гаусса, т. е.

F (a, b; c; z) =
∞
∑

j=0

(a)j(b)j
(c)j j!

zj , |z| < 1 (1.5)

(см. [35, гл. 2, п. 2.1.1]). Функция F (a, b; c; z) связана с неполной бета-функцией Bz(α, β)
формулой

F (a, b; b+ 1; z) = bz−bBz(b, 1− a) (1.6)

(см. [36, гл. 7, п. 7.3.1, формула (28)]).
Обозначим N(r) — множество положительных корней λ уравнения

P−1
−(iλ+1)/2(ch 2r) = 0,

где P
µ
ζ (t) =

1
Γ(1−µ)

(

t+1
t−1

)µ/2
F
(

−ζ, ζ + 1; 1− µ; 1−t
2

)

— функция Лежандра первого рода [35,
гл. 3, § 3.2]. Отметим, что множество N(r) имеет вид N(r) = {λ1, λ2, . . .}, причем

λj ∼
π

r
j, j → ∞
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(см. [37, лемма 7]).
Пусть ρ, ϕ (ρ > 0, 0 6 ϕ < 2π) — полярные координаты точки z = (x, y) ∈ C\{0} =

= R
2\{0} такие, что

z = (x, y) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ) = ρeiϕ.

Всякой функции f ∈ C(BR) поставим в соответствие ряд Фурье

f(z) = f(ρeiϕ) ∼
∑

k∈Z

fk(ρ)e
ikϕ, Z = {0,±1,±2, . . .}, (1.7)

где

fk(ρ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(ρeiϕ)e−ikϕdϕ, 0 < ρ < thR. (1.8)

Всюду в дальнейшем λ ∈ C, ν = ν(λ) =
iλ+ 1

2
. При k ∈ Z, ρ ∈ [0, 1) обозначим

Hλ,k(ρ) = ρ|k|(1− ρ2)2Hλ,k(ρ), (1.9)

где

Hλ,k(ρ) =
1

2ρ|k|+2

∞
∑

j=0

(ν + |k|)j (ν)j
j! (|k|+ 1)j

Bρ2

(

j +
|k|+ 2

2
, ν − 1

)

. (1.10)

Этот ряд сходится абсолютно и равномерно на любом отрезке, лежащем в промежутке [0; 1)
(см. доказательство леммы 7 ниже).

Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть r > 0, r < R 6 +∞,
−→
A : BR → C

2 — векторное поле класса C∞. Для

того чтобы
−→
A ∈ Vr(BR), необходимо и достаточно, чтобы

−→
A (z) = (1− |z|2)2B(z)−→z +

−→
C (z), z ∈ BR, (1.11)

где
−→
C — соленоидальное векторное поле класса C∞, B — скалярное поле, коэффициенты

Фурье которого представимы рядами

Bk(ρ) =
∑

λ∈N(r)

γk,λ ρ
|k|Hλ,k(ρ), 0 6 ρ < thR, (1.12)

в которых константы γk,λ убывают быстрее любой фиксированной степени λ при λ → ∞.

Из следствия 1 ниже видно, что ряд (1.12) можно почленно дифференцировать на [0, 1)
любое число раз. Отметим также, что функции Hλ,k выражаются через гипергеометриче-
ский ряд Горна двух переменных (см. [38, введение], [39, гл. 4, § 4.1, п. 4.1.1]).

§ 2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть D — ограниченная область в H
2 с гладкой границей ∂D, clD = D ∪ ∂D.

Если
−→
A ∈ C1(clD), то

∫

D

divh
−→
A dzh =

∫

∂D

〈−→A,−→nh〉 dsh.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу равенств (1.1), (1.2) и (1.4), имеем

∫

∂D

〈−→A,−→nh〉 dsh =

∫

∂D

(
−→
A,−→nh)

(1− |z|2)2
ds

(1− |z|2) =

∫

∂D

(
−→
A,−→n )

(1− |z|2)2 ds.

Используя теперь формулу Грина и формулы (1.2), (1.3), получаем

∫

∂D

〈−→A,−→nh〉 dsh =

∫

D

dive

−→
A

(1− |z|2)2 dxdy =

∫

D

divh
−→
A dzh.

Таким образом, лемма 1 доказана. �

Лемма 2. Пусть f ∈ C1(BR) и

F (x, y) = x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y).

Тогда коэффициенты Фурье функций f и F связаны соотношением

Fk(ρ) = ρf ′
k(ρ), 0 6 ρ < thR. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения коэффициентов Фурье и функции F имеем

Fk(ρ) =
1

2π

∫ 2π

0

F (ρeiϕ)e−ikϕdϕ =

=
1

2π

∫ 2π

0

(

ρ cosϕ
∂f

∂x
(ρeiϕ) + ρ sinϕ

∂f

∂y
(ρeiϕ)

)

e−ikϕdϕ.

(2.2)

С другой стороны, дифференцируя равенство (1.8) по ρ, получаем

f ′
k(ρ) =

1

2π

∫ 2π

0

(

cosϕ
∂f

∂x
(ρeiϕ) + sinϕ

∂f

∂y
(ρeiϕ)

)

e−ikϕdϕ. (2.3)

Сравнивая формулы (2.2) и (2.3), приходим к соотношению (2.1). �

Лемма 3. Пусть B ∈ C1(BR),
−→
B (z) = (1− |z|2)2B(z)−→z . Тогда

(1− |z|2)−2(divh
−→
B )(z) = 2B(z) + x

∂B
∂x

(z) + y
∂B
∂y

(z). (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (1.3), имеем

(1− |z|2)−2(divh
−→
B )(z) = dive(B(z)−→z ) =

∂

∂x
(B(z)x) + ∂

∂y
(B(z)y) =

= 2B(z) + x
∂B
∂x

(z) + y
∂B
∂y

(z),

что и требовалось. �

Лемма 4. Пусть
−→
A ∈ C2(BR) и

−→
B (z) = (1− |z|2)2B(z)−→z , (2.5)
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где

B(z) =
∫ 1

0

(divh
−→
A )(tz) t

(1− t2|z|2)2 dt.

Тогда

divh
−→
B = divh

−→
A. (2.6)

Кроме того,

Bk(ρ) =

∫ 1

0

(divh
−→
A )k(tρ) t

(1− t2ρ2)2
dt, k ∈ Z. (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для краткости положим

f(z) =
(divh

−→
A )(z)

(1− |z|2)2 .

Используя (2.4) и формулу

x
∂

∂x
(f(tz)) + y

∂

∂y
(f(tz)) = t

d

dt
(f(tz)),

находим

(1− |z|2)−2(divh
−→
B )(z) = 2

∫ 1

0

f(tz)t dt+

∫ 1

0

t

(

x
∂

∂x
(f(tz)) + y

∂

∂y
(f(tz))

)

dt =

= 2

∫ 1

0

f(tz)t dt+

∫ 1

0

t2
d

dt
(f(tz)) dt.

Преобразуя последнее слагаемое с помощью интегрирования по частям, получаем

(1− |z|2)−2(divh
−→
B )(z) = 2

∫ 1

0

f(tz)t dt+ t2 f(tz)
∣

∣

∣

1

0
− 2

∫ 1

0

f(tz)t dt = f(z),

т. е. равенство (2.6) доказано.
Далее, используя (1.8) и теорему Фубини, имеем

Bk(ρ) =
1

2π

∫ 2π

0

B(ρeiϕ)e−ikϕdϕ =
1

2π

∫ 2π

0

∫ 1

0

f(tρeiϕ)tdt e−ikϕdϕ =

=

∫ 1

0

t
1

2π

∫ 2π

0

f(tρeiϕ)e−ikϕdϕdt =

∫ 1

0

tfk(tρ) dt.

Отсюда следует равенство (2.7). �

Лемма 5. Пусть a, b ∈ C, Re b > 1, ρ0 ∈ (0, 1). Тогда

max
ρ∈[0,ρ0]

|F (a, b; b+ 1; ρ2)| 6 |b|(1− ρ20)
−max{Re a,0}, (2.8)

max
ρ∈[0,ρ0]

∣

∣

∣

∣

d

dρ
F (a, b; b+ 1; ρ2)

∣

∣

∣

∣

6 2ρ0|a||b|(1− ρ20)
−max{Re a+1,0}. (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу интегрального представления Эйлера гипергеометри-
ческой функции, при Re c > Re b > 0 имеем

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1

(1− tz)a
dt
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(см. [35, гл. 2, п. 2.1.3, формула (10)]). В частности, если Re b > 0, 0 6 ρ < 1, то

F (a, b; b+ 1; ρ2)

b
=

∫ 1

0

tb−1(1− tρ2)−adt. (2.10)

Отсюда нетрудно получить оценку (2.8). Оценка (2.9) следует из (2.8) и следующей форму-
лы дифференцирования гипергеометрической функции:

d

dz
F (a, b; c; z) =

ab

c
F (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (2.11)

(см. [35, гл. 2, п. 2.1.2, формула (7)]). �

Для λ ∈ C, k ∈ Z, ρ ∈ [0, 1) положим

hλ,k(ρ) =
(ν)|k|
|k|! ρ|k|(1− ρ2)νF

(

ν + |k|, ν; |k|+ 1; ρ2
)

, (2.12)

где, как и выше, ν = ν(λ) =
1

2
(iλ+ 1). Если λ ∈ (0,+∞), то при любых ρ0 ∈ (0, 1), s ∈ Z+,

имеет место оценка

max
ρ∈[0,ρ0]

∣

∣

∣

∣

ds

dρs
hλ,k(ρ)

∣

∣

∣

∣

= O(λs), λ → ∞ (2.13)

(см. [37, лемма 2]). Отметим также равенство

(L+ (λ2 + 1)Id)(hλ,k(ρ)e
ikϕ) = 0,

где Id — тождественный оператор, L — оператор Лапласа–Бельтрами на H
2, т. е.

L = (1− |z|2)2
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

(см. [37, § 2, формула (9)]).
При фиксированном r > 0 и R > r обозначим через Vr(BR) множество функций

f ∈ Lloc(BR), для которых
∫

gBr

f(x, y)dzh = 0

при всех g ∈ M(B), таких что g(clBr) ⊂ BR. Следующий результат получен В. В. Волчко-
вым (см. [37, лемма 14, теорема 3]).

Теорема 2. 1) Пусть f ∈ Lloc(BR) и каждый коэффициент ряда (1.7) имеет вид

fk(ρ) =
∑

λ∈N(r)

ck,λ hλ,k(ρ), 0 < ρ < thR, (2.14)

где ck,λ ∈ C и
∑

λ∈N(r)

|ck,λ| < ∞. Тогда f ∈ Vr(BR).

2) Пусть f ∈ Vr(BR) ∩ C∞(BR). Тогда при всех k ∈ Z имеет место равенство (2.14),
где ck,λ = O(λ−s) при λ → ∞ для любого s ∈ Z+.

Лемма 6. Имеет место интегральное представление

Hλ,k(ρ) =
|k|!
(ν)|k|

∫ 1

0

(

1− ρ2

1− t2ρ2

)2

hλ,k(tρ) t dt, 0 6 ρ < 1. (2.15)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.12) и (1.5) следует, что

|k|!
(ν)|k|

∫ 1

0

(

1− ρ2

1− t2ρ2

)2

hλ,k(tρ) t dt =

= ρ|k|(1− ρ2)2
∫ 1

0

t|k|+1(1− t2ρ2)ν−2F
(

ν + |k|, ν; |k|+ 1; t2ρ2
)

dt =

= ρ|k|(1− ρ2)2
∫ 1

0

t|k|+1(1− t2ρ2)ν−2

∞
∑

j=0

(ν + |k|)j (ν)j
(|k|+ 1)j j!

t2jρ2jdt.

В силу признака Вейерштрасса, указанный ряд сходится равномерно по t на отрезке [0, 1].
Поэтому после его почленного интегрирования и замены переменной t =

√
u в интеграле,

приходим к равенству

|k|!
(ν)|k|

∫ 1

0

(

1− ρ2

1− t2ρ2

)2

hλ,k(tρ) t dt =

= ρ|k|(1− ρ2)2
∞
∑

j=0

(ν + |k|)j (ν)j
2j! (|k|+ 1)j

ρ2j
∫ 1

0

uj+
|k|
2 (1− uρ2)ν−2du.

Используя теперь (2.10), (1.10), (1.6) и (1.9), получаем (2.15). �

Следствие 1. Если λ ∈ (0,+∞), то при любых ρ0 ∈ (0, 1), s ∈ Z+, справедлива оценка

max
ρ∈[0,ρ0]

∣

∣

∣

∣

ds

dρs
Hλ,k(ρ)

∣

∣

∣

∣

= O(λs−|k|), λ → ∞. (2.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя (2.15) с применением формулы Лейбница,
имеем

ds

dρs
Hλ,k(ρ) =

|k|!
(ν)|k|

s
∑

m=0

s!

m!(s−m)!
×
∫ 1

0

tm+1h
(m)
λ,k (tρ)

ds−m

dρs−m

(

(

1− ρ2

1− t2ρ2

)2
)

dt.

Отсюда и из (2.13) получаем требуемое. �

Лемма 7. Имеет место равенство

ρ|k|(1− ρ2)2
[

ρH ′
λ,k(ρ) + (|k|+ 2)Hλ,k(ρ)

]

=
|k|!
(ν)|k|

hλ,k(ρ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу асимптотики

Γ(z + α)

Γ(z + β)
= zα−β

(

1 +O

(

1

z

))

, |arg z| < π

(см. [35, гл. 1, § 1.18, формула (4)]), имеем
∣

∣

∣

∣

∣

(ν + |k|)j (ν)j
j! (|k|+ 1)j (2j + |k|+ 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∼ |k|!
2 |Γ (ν + |k|) Γ (ν)| j

−Imλ−2, j → +∞.

Отсюда, из леммы 5 и (1.6) видно, что ряд (1.10) и ряд, полученный из него почленным
дифференцированием, сходятся равномерно на отрезке [0, ρ0] при любом ρ0 < 1. Поэтому,
используя (2.11), (1.6) и теорему о дифференцировании функционального ряда, находим
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ρH ′
λ,k(ρ) + (|k|+ 2)Hλ,k(ρ) =

=
∞
∑

j=0

(ν + |k|)j (ν)j ρ2j
j! (|k|+ 1)j

(

F

(

2− ν, j + 1 +
|k|
2
; j + 2 +

|k|
2
; ρ2
)

+

+
(2− ν)ρ2

j + 1 +
|k|+ 2

2

F

(

2− ν + 1, j + 2 +
|k|
2
; j + 3 +

|k|
2
; ρ2
)

)

.

Выражение с гипергеометрическими функциями в скобках преобразуется с помощью фор-
мулы

F (a, b; c; z) +
az

c
F (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) = F (a, b+ 1; c; z)

(см. [40, гл. 7, § 5, п. 2, формула (16)]). При этом получаем

ρH ′
λ,k(ρ) + (|k|+ 2)Hλ,k(ρ) =

=
∞
∑

j=0

(ν + |k|)j (ν)j ρ2j
j! (|k|+ 1)j

F

(

2− ν, j + 2 +
|k|
2
; j + 2 +

|k|
2
; ρ2
)

.

Поскольку

F (a, b; b; z) = (1− z)−a

(см. [35, гл. 2, § 2.8, п. 2, формула (1)]), последнее соотношение можно записать в виде

ρH ′
λ,k(ρ) + (|k|+ 2)Hλ,k(ρ) = (1− ρ)ν−2

∞
∑

j=0

(ν + |k|)j (ν)j ρ2j
j! (|k|+ 1)j

.

Теперь требуемое утверждение следует из (1.5) и (2.12). �

§ 3. Доказательство теоремы 1

Пусть
−→
A ∈ Vr(BR) ∩ C∞(BR). Тогда по лемме 1 гиперболическая дивергенция поля

−→
A

принадлежит классу Vr(BR) ∩ C∞(BR). Поэтому ее коэффициенты Фурье имеют вид

(divh
−→
A )k(ρ) =

∑

λ∈N(r)

ck,λhλ,k(ρ), 0 6 ρ < thR, (3.1)

где ck,λ ∈ C и ck,λ = O(λ−s) при λ → ∞ для любого s > 0 (см. второе утверждение

в теореме 2). Положим
−→
C =

−→
A −−→

B , где векторное поле
−→
B определяется равенством (2.5).

В силу соотношений (3.1), (2.13), (2.15) и леммы 4, поле
−→
C является соленоидальным и

Bk(ρ) =

∫ 1

0

t

(1− t2ρ2)2

∑

λ∈N(r)

ck,λhλ,k(tρ)dt =
∑

λ∈N(r)

ck,λ
(ν)|k|
|k|! ρ|k|Hλ,k(ρ).

При этом коэффициенты γk,λ =
(ν)|k|
|k|! ck,λ ведут себя как O(λ−s) при λ → ∞ для любого

s > 0. Тем самым необходимость в теореме 1 доказана.
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Наоборот, пусть
−→
A ∈ C∞(BR) и имеют место разложения (1.11), (1.12). Тогда (см. соот-

ношения (2.4), (2.1), (2.16) и лемму 7)

(divh
−→
B )k(ρ) = (1− ρ2)2 (ρB′

k(ρ) + 2Bk(ρ)) =

= (1− ρ2)2
∑

λ∈N(r)

γk,λρ
|k|(ρH ′

λ,k(ρ) + (|k|+ 2)Hλ,k(ρ)) =

=
∑

λ∈N(r)

γk,λ
|k|!
(ν)|k|

hλ,k(ρ).

Это разложение и теорема 2 показывают, что divh
−→
B ∈ Vr(BR). Учитывая, что divh

−→
C = 0,

отсюда и из леммы 1 заключаем, что
−→
A ∈ Vr(BR). Таким образом, теорема 1 доказана.
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A classic property of a periodic function on the real axis is the possibility of its representation by a
trigonometric Fourier series. The natural analogue of the periodicity condition in Euclidean space R

m is
the constancy of integrals of a function over all balls (or spheres) of fixed radius. Functions with the
indicated property can be expanded in a Fourier series in terms of spherical harmonics whose coefficients
are expanded into series in Bessel functions. This fact can be generalized to vector fields in R

m with zero
flux through spheres of fixed radius. In this paper we study vector fields which have zero flux through
every circle of fixed radius on the Lobachevskii plane H

2. A description of such fields in the form of
series in terms of hypergeometric functions is obtained. These results can be used to solve problems
concerning harmonic analysis of vector fields on domains in H

2.
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Mathématique, 1990, vol. 54, pp. 259–287. https://doi.org/10.1007/bf02796152
25. Berkani M., El Harchaoui M., Gay R. Inversion de la transformation de Pompéiu locale dans l’espace
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