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О РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ АППРОКСИМАЦИЙ ПОТЕНЦИАЛА
ДВОЙНОГО СЛОЯ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ ДВУМЕРНОЙ ОБЛАСТИ

На основе кусочно-квадратичной интерполяции получены полуаналитические аппроксимации по-

тенциала двойного слоя вблизи и на границе двумерной области. Для вычисления интегралов, об-

разующихся после интерполяции функции плотности, используется точное интегрирование по пе-

ременной ρ =
(
r2 − d2

)1/2
, где d и r — расстояния от наблюдаемой точки до границы области

и до граничной точки интегрирования соответственно. Доказана устойчивая сходимость таких ап-

проксимаций с кубической скоростью равномерно вблизи границы класса C5, а также на самой

границе. Также доказано, что использование для вычисления интегралов стандартных квадратур-

ных формул не нарушает равномерной кубической сходимости аппроксимаций прямого значения

потенциала на границе класса C6. При некоторых упрощениях доказано, что использование для

вычисления интегралов стандартных квадратурных формул влечет отсутствие равномерной сходи-

мости аппроксимаций потенциала внутри области вблизи любой граничной точки. Теоретические

выводы подтверждены результатами численного решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа

в круговой области.
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Метод граничных элементов (МГЭ) [1, с. 64] наряду с методом конечных элемен-

тов (МКЭ) и методом конечных разностей (МКР) является одним из основных методов

приближенного решения задач математической физики [1, с. 44]. В отличие от двух дру-

гих методов для реализации МГЭ требуется дискретизация только границы ∂Ω открытой

области Ω. В рамках непрямого МГЭ [1, с. 58] решение краевой задачи в любой точке

x ∈ Ω получают в виде потенциала u(x), выраженного с помощью интегрального операто-

ра через функцию плотности v(x′). Функция v(x′) задана на границе ∂Ω и является реше-

нием граничного интегрального уравнения (ГИУ). Граница ∂Ω разбивается на граничные

элементы (ГЭ) Γi, на каждом из которых осуществляется полиномиальная аппроксимация

функции v(x′), после чего возникает необходимость приближенного вычисления интегра-

лов на ГЭ. Так как ядра интегральных операторов имеют особенности в точках x = x′,
ГЭ разделяют на три типа: сингулярные ГЭ (СГЭ), если x ∈ Γi; несингулярные ГЭ (НСГЭ),

если точка x находится достаточно далеко от Γi, и почти сингулярные ГЭ (ПСГЭ), если

x /∈ Γi и x ∈ Ω, но расстояние от точки x до Γi мало́ по сравнению с размером Γi [2].

Мы выделим здесь еще четвертый тип — околосингулярные ГЭ (ОСГЭ), если x ∈ ∂Ω,

x /∈ Γi, но ГЭ примыкает к ПСГЭ (или СГЭ) или отделен от него фиксированным числом

других ОСГЭ, так что при неограниченном уменьшении шагов дискретизации точки ОСГЭ

неограниченно приближаются к точке x0 — ближайшей к x граничной точке.

Интегралы на НСГЭ обычно вычисляют с помощью простых квадратурных формул

Гаусса (ПКФГ) [1, с. 68]. Если интегралы на СГЭ несобственные, то для вычисления ин-

тегралов требуются специальные методы: метод адаптивного деления СГЭ [3], полуана-

литические методы [4, 5], методы нелинейного преобразования переменной интегрирова-

ния [6]. Интегралы на ПСГЭ тоже, как правило, не могут быть удовлетворительно вы-

числены с помощью ПКФГ, поэтому по аналогии с СГЭ используются метод адаптивного
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деления ПСГЭ [3, 7, 8], полуаналитические методы [5, 8–14], методы нелинейного преобра-

зования переменной интегрирования: экспоненциальные преобразования [15–19], sinh-пре-

образования [2, 6, 11, 20–23], преобразования функции расстояния [2, 16].

Невозможность удовлетворительно вычислить интегралы на ПСГЭ с помощью ПКФГ

называется эффектом пограничного слоя [16, 18, 22]. Необходимость точного вычисления

потенциалов вблизи границы области возникает при решении задач в тонкостенных и мно-

гослойных конструкциях, тонких покрытиях, пленках [10,13,15,23], на концах трещин [21].

МКЭ и МКР не могут гарантировать точности при решении таких задач, так как требуют

дискретизации области Ω [6]. Кроме того, в указанных задачах большое значение имеет

точная аппроксимация границы ∂Ω. Поэтому линейная аппроксимация ПСГЭ, применяе-

мая, например, в работах [2, 5, 6, 8, 9, 13, 14, 16, 17], считается для этих целей неудовлетво-

рительной [9, 11, 18, 19], и проделана работа по реализации МГЭ в случае квадратичной

аппроксимации ПСГЭ [3, 10–12, 15, 18, 20–22]. Но в последнее время отмечена необходи-

мость еще более точной аппроксимации границы ∂Ω, и такая аппроксимация была осу-

ществлена в рамках метода адаптивного деления [3, 7], экспоненциального преобразова-

ния [19] и sinh-преобразования [23]. Эти методы легче реализуются для более сложной

геометрии ПСГЭ по сравнению с полуаналитическими, так как интегралы в них вычис-

ляются численно с помощью ПКФГ и аппроксимация границы для этого необязательна,

тогда как в большинстве полуаналитических методов точное интегрирование становится

возможным только после аппроксимации координатных функций суммой первых членов

ряда Тейлора [5, 8, 9, 12–14], а с увеличением числа таких членов увеличивается сложность

интегралов. Но, как отмечено в работах [2,6,10,21,23], методы адаптивного деления ПСГЭ

не обеспечивают точность или требуют больших затрат машинного времени при очень

малых расстояниях от точки x до границы ∂Ω. Также приведены результаты численных

экспериментов [7], согласно которым точность методов нелинейного преобразования в зна-

чительной мере зависит от положения проекции точки x на границу ∂Ω.

Возможность использования точной границы ∂Ω заложена также в полуаналитиче-

ском методе, предложенном в работах [10, 11] для аппроксимации двумерных потенциалов

и их производных. Здесь для вычисления интегралов на квадратичных ПСГЭ применяется

точное интегрирование по переменной ρ ≡ (r2 − d2)
1/2

, где d и r — расстояния от наблю-

даемой точки x до границы ∂Ω и до граничной точки интегрирования x′ соответственно.

Для того чтобы точное интегрирование по ρ стало возможным, подынтегральная функция

представляется в виде произведения двух функций, одна из которых при малых значени-

ях d является быстро изменяющейся вблизи ρ = 0 и берется в качестве весовой, а другая

является медленно изменяющейся и аппроксимируется с помощью полиномиальной интер-

поляции по переменной ρ. Хотя в работах [10, 11] этот метод предложен только для вы-

числения интегралов на квадратичных ПСГЭ, на самом деле он может быть использован

для любой достаточно гладкой аналитически заданной кривой ∂Ω, так как интегралы по пе-

ременной ρ зависят от кривой ∂Ω только параметрически и всегда могут быть вычислены

аналитически с помощью формулы Ньютона–Лейбница. В более ранней работе [4] анало-

гичный метод предложен для вычисления интегралов на линейных и квадратичных СГЭ,

когда ρ = r.
В работе автора [24] получены условия, при которых возможна замена переменной инте-

грирования ρ = ρ(s), где s — криволинейная координата кривой ∂Ω. В более ранней работе

автора [25] получены условия для такой замены, когда x ∈ ∂Ω и ρ = r. В настоящей работе

данный метод использован для получения аппроксимаций потенциала двойного слоя (ПДС)

для двумерного уравнения Лапласа.

Как и в работах [15, 19, 23], в работе [11] считается, что подынтегральные функ-

ции на ПСГЭ, возникающие при аппроксимации производных потенциала простого слоя
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для двумерного уравнения Лапласа, имеют вид: f(s) (ρ2 + d2)
−1

, где f(s) — медленно изме-

няющаяся функция. В настоящей работе подынтегральные функции, возникающие при ап-

проксимации ПДС, представлены в виде суммы функций с более слабыми особенностями:

f1(s) ρ
2 (ρ2 + d2)

−1
+ f2(s) d (ρ

2 + d2)
−1

, при этом f1(s) и f2(s) — медленно изменяющиеся

функции. С помощью точного интегрирования по переменной ρ вычисляются интегралы

на ГЭ, если величины d и ρ не превосходят приблизительно трети радиуса круга Ляпу-

нова, а остальные интегралы вычисляются с помощью ПКФГ. Медленно изменяющиеся

функции f1(s), f2(s) и функция плотности v(x′) аппроксимируются с помощью кусочно-

квадратичной интерполяции (ККИ). Доказано, что такие аппроксимации ПДС устойчиво

сходятся с кубической скоростью равномерно вблизи и на самой границе ∂Ω класса C5.

В случае кусочно-постоянной интерполяции функции v(x′) доказано, что вычисление ин-

тегралов и на ПСГЭ, и на ОСГЭ с помощью ПКФГ или квадратурных формул Ньютона–

Котеса (КФНК) влечет отсутствие равномерной сходимости аппроксимаций ПДС вблизи

любой граничной точки. Поэтому точное интегрирование по ρ необходимо осуществлять

в фиксированной области, а не только на ПСГЭ, как предлагается в работе [11]. В связи

с этим отметим также работы [5, 8, 14], где аналитическое интегрирование осуществляется

на всех ГЭ.

Известно [26, с. 308], что ядро интегрального оператора прямого значения ПДС на гра-

нице ∂Ω может быть доопределено в точках x = x′ до непрерывной функции на множестве

∂Ω × ∂Ω, то есть интегралы на СГЭ не являются несобственными. В настоящей работе

доказано, что использование для аппроксимации интегралов на ГЭ исключительно ПКФГ

не нарушает равномерную кубическую сходимость аппроксимаций прямого значения ПДС

на границе ∂Ω класса C6, то есть применение специальных методов для вычисления инте-

гралов на СГЭ и ОСГЭ не требуется.

Представлены результаты численного решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа

в единичном круге с помощью ПДС, которые подтверждают теоретические выводы. Чис-

ленные решения, полученные на основе точного интегрирования по ρ, равномерно сходятся

с кубической скоростью и имеют практически одинаковые погрешности в диапазоне значе-

ний d от 10−2 до 10−15, тогда как у решений, при вычислении которых вместо точного инте-

грирования по ρ используется ПКФГ, отсутствует равномерная сходимость и существенно

снижается точность вблизи границы ∂Ω.

Ранее в работах автора [24, 27] на основе точного интегрирования по переменной ρ
и ККИ были получены аппроксимации тепловых потенциалов простого и двойных слоев,

равномерно сходящиеся с кубической скоростью вблизи и на самой границе двумерной

области Ω класса C5.

§ 1. Предварительные замечания

Пусть Ω — двумерная открытая ограниченная односвязная область с границей ∂Ω.

В декартовых координатах x ≡ (x1, x2) зададим параметрические уравнения кривой ∂Ω:

x1 = x̃1(s), x2 = x̃2(s). Параметр s по модулю равен длине дуги, откладываемой от некото-

рой фиксированной точки и заканчивающейся в точке x̃(s) ≡ (x̃1(s), x̃2(s)), с положитель-

ным направлением против часовой стрелки. Функции x̃1(s), x̃2(s) (s ∈ R), периодические

с периодом 2S (S — половина длины ∂Ω), осуществляют взаимно однозначное отображе-

ние множества IS ≡ [−S, S) на множество ∂Ω. Условимся далее писать ∂Ω ∈ Cn, если

существуют непрерывные производные x̃
(l)
i (s) (i = 1, 2, l = 0, n, s ∈ R). Будем считать, что

∂Ω ∈ C2, если не оговорено особо.

Через Cn(∂Ω) (n ∈ Z+) обозначим линейное нормированное пространство комплекс-

ных функций f(s) (s ∈ IS), имеющих непрерывные на множестве IS производные f (l)(s):
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f (l)(S−0) = f (l)(−S+0) (l = 0, n), с нормой ‖f‖Cn(∂Ω) =
n∑

l=0

sup
s∈IS

∣∣f (l)(s)
∣∣ (C(∂Ω) ≡ C0(∂Ω))

[28, с. 242]. На множестве Ω′ ≡ R
2\∂Ω определим функцию u(x) ≡ G(x)v, где

G(x) v ≡
∫

IS

g(x, s′) v(s′) ds′, g(x, s′) ≡ ∂~n(s′) ln r
−1, v ∈ C(∂Ω).

Функция u(x) называется ПДС с плотностью v. Здесь r ≡ |~r|, ~r ≡ x′ − x, x ∈ Ω′,

x′ ≡ x̃(s′), s′ ∈ IS; дифференцирование ∂~n(s′) осуществляется по переменной x′ вдоль векто-

ра ~n(s′) = (−x̃2′(s′), x̃1′(s′)) — единичной нормали к кривой ∂Ω, проходящей через точку x′

и направленной внутрь области Ω.

Пусть ~r0 ≡ x′ − x, r0 ≡ |~r0|, σ ≡ s′ − s, при этом x ≡ x̃(s), x′ ≡ x̃(s′), s, s′ ∈ IS . На

множестве Θ ≡
{
(s, s′) : s ∈ IS, σ ∈ IS

}
зададим функции ψi(s, s

′) (i = 0, 2): при s′ 6= s
равенствами ψi ≡ ϕi/σ

2, где

ϕ0(s, s
′) ≡ r20 = [x̃1(s

′)− x̃1(s)]
2
+ [x̃2(s

′)− x̃2(s)]
2
,

ϕ1(s, s
′) ≡ 2−1∂~n(s′)r

2
0 = −x̃2′(s′) [x̃1(s′)− x̃1(s)] + x̃1

′(s′) [x̃2(s
′)− x̃2(s)] = ~n(s′)~r0,

ϕ2(s, s
′) ≡ 2−1∂~n(s)r

2
0 = x̃2

′(s) [x̃1(s
′)− x̃1(s)]− x̃1

′(s) [x̃2(s
′)− x̃2(s)] = −~n(s)~r0,

а при s′ = s равенствами:

ψ0(s, s) ≡ 1, ψ1(s, s) = ψ2(s, s) ≡ 2−1 [x̃2
′(s) x̃1

′′(s)− x̃1
′(s) x̃2

′′(s)].

Согласно [29, т. 1] при условии ∂Ω ∈ Cn+2 (n ∈ Z+) существуют непрерывные на множе-

стве Θ производные ∂js′ψi (j = 0, n, i = 0, 2).
Так как контур ∂Ω не имеет точек самопересечения, то cr ≡ inf

(s,s′)∈Θ
ψ0 > 0 (cr 6 1).

Справедлива оценка: ϑ 6 cK |σ| 6 c′Kc
−1/2
r r0, где ϑ — острый угол между нормалями, про-

ходящими через точки x̃(s) и x̃(s′); cK ≡ sup
s∈IS

K(s, s), c′K ≡ sup
(s,s′)∈Θ

K(s, s′), K(s, s′) ≡ |∂2s′ϕ2|,

K(s, s) — кривизна кривой в точке x̃(s). Поэтому величина 3D, где D ≡ c
1/2
r (3c′K)

−1, может

быть взята в качестве радиуса круга Ляпунова [30, с. 354]. Введем в рассмотрение местные

системы декартовых координат с началами в точках x̃(s) и осями ординат, направленными

по нормалям ~n(s). Согласно [26, с. 313] точки x̃d(s) (s ∈ IS) с местными координатами (0, d)
при фиксированном d ∈ ID ≡ [−D, 0) ∪ (0, D] образуют замкнутую линию ∂Ωd ∈ C1, па-

раллельную кривой ∂Ω, т. е. соответствие между точками x̃d(s) и x̃(s) взаимно однозначное

(x̃0(s) ≡ x̃(s)).
Местные координаты точек x̃(s′) равны (~e(s)~r0, ~n(s)~r0) = (−2−1∂sϕ0,−ϕ2), где ~e(s) ≡

≡ (x̃1
′(s), x̃2

′(s)), поэтому r2 = |x̃d(s)− x̃(s′)|2 = ϕ′
0 + d2, ϕ′

0 ≡ ϕ0 + 2dϕ2. Так как кри-

вая ∂Ω и окружность радиуса d ∈ ID с центром x̃d(s) имеют только одну общую точку x̃(s),
то 2d cosα < r0, где α — угол между лучами x̃(s)x̃(s′) и x̃(s)x̃d(s), и ϕ′

0 = r20−2dr0 cosα > 0
при (d, s, s′) ∈ Υ ≡ ID ×Θ, s 6= s′. Зададим на множестве Υ функцию ρ′(d, s, s′): ρ′ =

√
ϕ′
0,

если σ > 0; ρ′ = −
√
ϕ′
0, если σ < 0, а также функцию ψ′

0(d, s, s
′) ≡ ψ0 + 2dψ2. Так как

ψ0(s, s) = 1, |ψ2(s, s)| ≡ 2−1K(s, s) и D 6 (3cK)
−1

, то при (d, s) ∈ ID × IS имеем оценку:

ψ′
0(d, s, s) > 2/3. Поэтому ψ′

0 > 0 на множестве Υ.

Так как r2 = ϕ0 + 2dϕ2 + d2, то 2−1∂~n(s′)r
2 = ϕ1 + dϕ5, где ϕ5(s, s

′) ≡ −x̃1′(s)x̃1′(s′) −
− x̃2

′(s)x̃2
′(s′), поэтому функция g(x, s′) при x = x̃d(s), (d, s, s

′) ∈ Υ, s 6= s′, может быть

записана в следующем виде:

g(x̃d(s), s
′) = a1(d, ρ

′) δ1(d, s, s
′) + a2(d, ρ

′) δ2(d, s, s
′), (1)
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где

a1(d, ρ) ≡ ρ2
/ (
ρ2 + d2

)
, a2(d, ρ) ≡ d/

(
ρ2 + d2

)
, δ1 ≡ −ψ1/ψ

′
0, δ2 ≡ −ϕ5.

Так как ψ′
0 > 0 на множестве Υ, то при условии ∂Ω ∈ Cn+2 (n ∈ Z+) существуют непре-

рывные на множестве Υ производные ∂js′δi (j = 0, n, i = 1, 2).
Пусть Es — дуга кривой ∂Ω, ограниченная двумя параллельными прямыми, находя-

щимися на расстоянии D от прямой x̃(s)x̃D(s), причем x̃(s) ∈ Es. Соответствующие зна-

чения σ обозначим через Ξs, границы отрезка Ξs — через Σ′
s и Σ′′

s (Σ′
s < Σ′′

s). Введем

в рассмотрение множество Υ′ ≡
{
(d, s, s′) : d ∈ ID, s ∈ IS, σ ∈ Ξs

}
.

Теорема 1 (см. [24, следствие 2]). Пусть ∂Ω ∈ Cn+2 (n ∈ Z+). Тогда функции ρd,s(σ) ≡
≡ ρ′(d, s, s+σ) при любых фиксированных s ∈ IS , d ∈ ID взаимно однозначно отображают

множества Ξs на соответствующие множества ρd,s(Ξs), и на множестве Υ̃′ ≡ {(d, s, ρ):
d ∈ ID, s ∈ IS, ρ ∈ ρd,s(Ξs)} обратные функции σd,s(ρ) имеют непрерывные производ-

ные σ
(j)
d,s(ρ), j = 0, n.

Следствие 1. Пусть ∂Ω ∈ Cn+2, n ∈ Z+. Тогда функции δ̃0(d, s, ρ) ≡ δ0 (d, s, s+ σd,s(ρ))

(δ0 (d, s, s
′) ≡ (∂s′ρ

′)−1), δ̃1(d, s, ρ) ≡ δ1 (d, s, s+ σd,s(ρ)) δ̃0, δ̃2(d, s, ρ) ≡ δ2 (s, s+ σd,s(ρ)) δ̃0
имеют непрерывные на множестве Υ̃′ ≡

{
(d, s, ρ) : d ∈ ID, s ∈ IS, ρ ∈ ρd,s(Ξs)

}
производ-

ные ∂jρδ̃i, j = 0, n, i = 0, 2.

Обозначим через Λm(z) и Λ̃m(z) (z ∈ [a, b], m = 0, 2) квадратичные интерполяционные

полиномы Лагранжа:

Λm(z) ≡
2∏

j=0 (j 6=m)

z − zj
zm − zj

, zj ≡ z + qjh, j = 0, 2;

Λ̃m(z) ≡
2∏

j=0 (j 6=m)

z − z̃j
z̃m − z̃j

, z̃j ≡ z + q̃jh, j = 0, 2.

Здесь h ≡ 2−1(b−a), z ≡ 2−1(a+b); q0 ≡ −1, q1 ≡ 0, q2 ≡ 1; q̃0 ≡ −
√
3
/
2, q̃1 ≡ 0, q̃2 ≡

√
3
/
2

[31, с. 92]. Пусть f(z) — трижды непрерывно дифференцируемая на промежутке [a, b] ком-

плексная функция. Тогда для функций f̃1(z) ≡
2∑

m=0

f(zm)Λm(z), f̃2(z) ≡
2∑

m=0

f(z̃m)Λ̃m(z),

а также первых и вторых производных функции f̃1(z) при z ∈ [a, b] имеют место оценки:
∣∣∣f̃1(z)− f(z)

∣∣∣ 6 cω sup
z∈[a,b]

∣∣f (3)(z)
∣∣h3,

∣∣∣f̃2(z)− f(z)
∣∣∣ 6 c̃ω sup

z∈[a,b]

∣∣f (3)(z)
∣∣h3, (2)

∣∣∣f̃1(z)
∣∣∣ 6 cΛ max

m=0,2
|f(zm)|,

∣∣∣f̃2(z)
∣∣∣ 6 c̃Λ max

m=0,2
|f(z̃m)|, (3)

∣∣∣f̃ (1)
1 (z)

∣∣∣ 6 c′Λ sup
z∈[a,b]

∣∣f (1)(z)
∣∣,

∣∣∣f̃ (2)
1 (z)

∣∣∣ 6 c′′Λ sup
z∈[a,b]

∣∣f (2)(z)
∣∣, (4)

где cω ≡ 2
√
3
/
9, c̃ω ≡ 4−1, cΛ ≡ 3, c̃Λ ≡ 3−1(7 + 2

√
3), c′Λ ≡ 3, c′′Λ ≡ 2−1.

Пусть X и Y — комплексные линейные нормированные пространства [32, с. 119, 139].

Определение 1. Будем говорить, что оператор A отображает пространство X в простран-

ство Y , если каждому элементу f ∈ X поставлен в соответствие некоторый элемент Af ∈ Y
(единственный). Будем обозначать такой оператор как A [X → Y ], а если X = Y , то A [X].

Оператор A [X → Y ] называется линейным, если для любых c1, c2 ∈ C, f1, f2 ∈ X выпол-

няется равенство A(c1f1 + c2f2) = c1Af1 + c2Af2 [32, с. 218].
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В соответствии с [32, с. 124] будем называть оператор A [X → C] линейным функцио-

налом.

Определение 2 (см. [33, с. 145]). Линейный оператор A [X → Y ] называется ограничен-

ным, если существует хотя бы одно число c > 0 такое, что для любых f ∈ X выполняется

неравенство ‖Af‖Y 6 c‖f‖X . Наименьшее число c называется нормой оператора A и обо-

значается ‖A‖.

Имеет место равенство: ‖A‖ = sup‖f‖61 ‖Af‖ [32, с. 223]. Ограниченные линейные

операторы A [X → Y ] непрерывны, то есть для любого ǫ > 0 существует такое δ > 0, что

из неравенства ‖f1 − f2‖X < δ (f1, f2 ∈ X) следует неравенство ‖Af1 − Af2‖Y < ǫ [32,

с. 222]. Ограниченные линейные операторы A [X → Y ] образуют линейное пространство

с операторной нормой ‖A‖ [32, с. 224].

Определение 3. Говорят, что линейные операторы An [X → Y ] (n ∈ N) сходятся по опе-

раторной норме к оператору A [X → Y ], если ‖An − A‖ → 0 при n→ ∞ [33, с. 150].

Определение 4. Говорят, что линейные операторы An [X → Y ] (n ∈ N) сходятся в сильной

операторной топологии к оператору A [X → Y ], если ‖Anf − Af‖Y → 0 при n → ∞ для

каждого f ∈ X [33, с. 150].

Сходимость операторов по операторной норме влечет сходимость операторов в слабой

операторной топологии.

Определение 5. Будем говорить, что операторы Aα [X → Y ] (α ∈ A, A — некоторое мно-

жество) ограничены в совокупности, если существует число c > 0 такое, что для всех α ∈ A
выполняются неравенства ‖Aα‖ 6 c.

Очевидно, что из ограниченности в совокупности операторов Aα [X → Y ] (α ∈ A)

следует равномерная по α ∈ A непрерывность этих операторов, а именно: для любого

ǫ > 0 существует такое δ > 0, что при условии выполнения неравенства ‖f1 − f2‖X < δ
(f1, f2 ∈ X) для всех α ∈ A выполняются неравенства ‖Aαf1 − Aαf2‖Y < ǫ.

Определение 6. Пусть fn(α), f(α) (n ∈ N) — функции со значениями в линейном норми-

рованном пространстве X , определенные на некотором множестве A. Будем говорить, что

значения функций fn(α) сходятся при n→ ∞ к соответствующим значениям функции f(α)
в норме пространства X равномерно по α ∈ A, если для любого ǫ > 0 существует N ∈ N

такое, что для всех α ∈ A, n > N , выполняются неравенства ‖fn(α)− f(α)‖X < ǫ.

§ 2. Аппроксимация потенциала двойного слоя вблизи границы области

Будем полагать, что x = x̃d(s), d ∈ ID, s ∈ IS . Замкнутую область, ограниченную

кривыми ∂Ω−D и ∂ΩD, обозначим через ΩD. В силу равенства (1) и теоремы 1 линейные

функционалы G(x) (x ∈ ΩD) могут быть представлены в виде суммы: G(x) =
3∑

i=1

Gi(x), где

Gi(x)f ≡
∫

ρd,s(Ξs)

ai(d, ρ) δ̃i(d, s, ρ)f (s+ σd,s(ρ)) dρ (i = 1, 2),

G3(x)f ≡
∫

IS\Ξs

g(x, s+ σ)f(s+ σ)dσ.

Так как любая прямая, параллельная прямой x̃(s)x̃D(s), пересекает границу ∂Ω внут-

ри круга Ляпунова с центром в x̃(s) не более чем в одной точке, то r > D, если
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σ ∈ IS\Ξs. Учитывая также следствие 1, получаем оценки норм линейных функционалов

Gi(x) [C(∂Ω) → C]:

‖Gi(x)‖ 6 ăi c̆i,0, ăi ≡ sup
d∈ID

∫ S

−S

|ai(d, ρ)| dρ, c̆i,0 ≡ sup
(d,s,ρ)∈Υ̃′

∣∣∣δ̃i
∣∣∣ (i = 1, 2),

‖G3(x)‖ 6 ă3 c̆3,0, ă3 ≡ 2S, c̆3,0 ≡ sup
|x−x̃(s′)|>D

|g(x, s′)| .
(1)

В силу оценок (1) имеем равномерную по x ∈ ΩD ограниченность функционалов G(x)
[C(∂Ω) → C]: ‖G(x)‖ 6 cG ≡ ă1c̆1,0 + ă2c̆2,0 + ă3c̆3,0.

Замечание 1. При d = 0 справедливо равенство G(x) = G1(x) + G3(x), и функция u(x) ≡
≡ G(x)v суть прямое значение ПДС на ∂Ω. При этом в силу равенства (1) ядра интеграль-

ных операторов G(x) можно доопределить при s′ = s до непрерывной на множестве Θ
функции: g(x̃(s), s′) = −ψ1/ψ0, так как ψ0 6= 0, и тогда производные ∂js′g (j = 0, n) непре-

рывны при условии ∂Ω ∈ Cn+2. В то же время при d ∈ ID и s ∈ IS в силу равенств (1)

и φ5(s, s) = 1 имеем равенство g(x̃d(s), s) = d−1. Следовательно, хотя функции g(x̃d(s), s
′),

являющиеся ядрами интегральных операторов G(x), имеют при условии ∂Ω ∈ Cn+1 непре-

рывные на множестве Θ производные ∂js′g (j = 0, n), тем не менее они неограниченно

возрастают при d→ 0 и s′ = s.

Пусть L/ 2 ∈ N, sl ≡ lh, l ∈ Z, h ≡ S/ (L+1). Введем в рассмотрение пространства HL

комплексных сеточных функций f со значениями fl, заданными в узлах x̃(sl), с нормой:

‖f‖HL
= max

−L−16l6L
|fl|. С помощью равенств: (PLf)l = f(sl), l = −L− 1, L, зададим проек-

ционные операторы PL [C(∂Ω) → HL]. Имеем оценку: ‖PL‖ 6 1. Введем в рассмотрение

операторы P̈L [HL → C(∂Ω)]:

(
P̈Lf

)
(s) ≡

2∑

m=0

f2l−1+m Λm(s) (f ∈ HL, s ∈ [s2l−1, s2l+1] , l = − L/ 2, L/ 2).

Операторы P̈L линейны и в силу оценки (3) ограничены в совокупности:

∥∥∥P̈L

∥∥∥ 6 cΛ.

С помощью равенств G̈(x)f ≡ G(x)P̈Lf (f ∈ HL) зададим линейные функционалы G̈(x)
[HL → C]. Используя оценки (2) и (1), получаем неравенства:

∣∣∣G̈(x)PLf −G(x)f
∣∣∣ 6 cG cω

∥∥f (3)
∥∥
C(∂Ω)

h3 (f ∈ C3(∂Ω)), (2)

согласно которым функционалы G̈(x)PL [C3(∂Ω) → C] сходятся при L → ∞ по оператор-

ной норме к соответствующим функционалам G(x) [C3(∂Ω) → C] равномерно по x ∈ ΩD

с порядком аппроксимации O(h3).

Представим функционалы G̈(x) в виде суммы: G̈(x) =
3∑

i=1

G̈i(x), где G̈i(x) ≡ Gi(x)P̈L.

Введем в рассмотрение линейные функционалы Ĝi(x), аппроксимирующие линейные функ-

ционалы G̈i(x). Для этого в выражениях G̈i(x)f (i = 1, 2) заменим функции δ̃if̈ (f̈ ≡ P̈Lf ,

f ∈ HL) их кусочно-квадратичными интерполянтами по переменной ρ:

Ĝi(x)f ≡
L∑

l=−L−2

∫ ρd,s(αs,l+1)

ρd,s(αs,l)

ai(d, ρ)Bi,l(d, s, ρ)f dρ,
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Bi,l(d, s, ρ)f ≡
2∑

m=0

δ̃i(d, s, ρd,s,l,m)f̈ (s+ σd,s(ρd,s,l,m)) Λ̃m(ρ), ρ ∈ [ρd,s(αs,l), ρd,s(αs,l+1)] .

Здесь ρd,s,l,m ≡ ρd,s,l + q̃mh
′
d,s,l, ρd,s,l ≡ 2−1[ρd,s(αs,l) + ρd,s(αs,l+1)], h

′
d,s,l ≡ 2−1[ρd,s(αs,l+1) −

− ρd,s(αs,l)], αs,0 ≡ 0; αs,l ≡ min{sl+k − s,Σ′′
s}, если sl+k > s ∈ (sk, sk+1] и l > 0; αs,l ≡

≡ max{sl+k+1 − s,Σ′
s}, если sl+k+1 < s и l < 0. Дополнительный узел αs,0 здесь вводится

для удобства: он разбивает интервал интегрирования на два подынтервала, на каждом из ко-

торых переменная интегрирования ρ имеет определенный знак.

Функционалы G̈3(x) аппроксимируем с помощью ПКФГ с γ узлами:

Ĝ3(x)f ≡
L∑

l=−L−1

h′′s,lB3,l(x)f, B3,l(x)f ≡
γ∑

j=1

ωj g (x, βs,l,j) f̈ (βs,l,j).

Здесь βs,l,j ≡ βs,l+h
′′
s,lzj , βs,l ≡ 2−1(βs,l+βs,l+1), h

′′
s,l ≡ 2−1(βs,l+1−βs,l), βs,l ≡ max{sl, s+Σ′′

s},
если sl > s, и βs,l ≡ min{sl, s + Σ′

s}, если sl < s; zj — корни многочлена Pγ(z) ≡
≡ (dγ/ dzγ) (z2 − 1)

γ
на промежутке [−1; 1] [31, с. 258]; для весовых коэффициентов ωj

выполняются условия:
γ∑

j=1

ωj = 2, ωj > 0 [31, с. 255].

Пусть Ĝ(x) ≡
3∑

i=1

Ĝi(x). В силу оценок (3) линейные функционалы Bi,l [HL → C]

ограничены в совокупности: ‖Bi,l‖ 6 c̃ΛcΛc̆i,0 (i = 1, 2), ‖B3,l‖ 6 2cΛc̆3,0, и имеют место

неравенства:
∣∣∣Ĝi(x)f

∣∣∣ 6 ăi c̃Λ cΛ c̆i,0 ‖f‖HL
(i = 1, 2),

∣∣∣Ĝ3(x)f
∣∣∣ 6 ă3 cΛ c̆3,0 ‖f‖HL

(f ∈ HL),

на основании которых получаем утверждение.

Теорема 2. Пусть ∂Ω ∈ C2. Тогда функционалы Ĝ(x) [HL → C] (L/ 2 ∈ N, x ∈ ΩD)
ограничены в совокупности.

В силу следствия 1 и неравенства r > D, имеющего место, если (x, x′) ∈ ΩD × ∂Ω\Es,

при любых j = 0, n, n ∈ Z+ и соответствующих гладкостях кривой ∂Ω могут быть опреде-

лены константы:

c̆i,j ≡ sup
(d,s,ρ)∈Υ̃′

∣∣∣∂jρδ̃i
∣∣∣ (i = 0, 2, ∂Ω ∈ Cn+2), c̆3,j ≡ sup

|x−x̃(s′)|>D

∣∣∂js′g(x, s′)
∣∣ (∂Ω ∈ Cn+1).

Используя неравенства (3), (4), (1) и h′d,s,l 6 2−1chh (ch ≡ sup
(d,s,s′)∈Υ′

|∂s′ρ′|), при условиях

∂Ω ∈ C5, f ∈ C2(∂Ω) получаем оценки:
∣∣∣Ĝi(x)PLf − G̈i(x)PLf

∣∣∣ 6

6 8−1ăi c
3
h c̃ω sup

(d,s,ρ)∈Υ̃′

∣∣∣∂3ρ
[
δ̃i(d, s, ρ)

(
P̈LPLf

)
(s+ σd,s(ρ))

]∣∣∣h3 6 ĉi ‖f‖C2(∂Ω) h
3,

ĉi ≡ 8−1ăi c
3
h c̃ω

[
c̆i,3 cΛ + (3c̆i,2 c̆0,0 + 3c̆i,1 c̆0,1 + c̆i,0 c̆0,2) c

′
Λ + 3

(
c̆i,1 c̆

2
0,0 + c̆i,0 c̆0,1 c̆0,0

)
c′′Λ
]
,

(3)

где i = 1, 2. При условиях ∂Ω ∈ C2γ+1, f ∈ C2(∂Ω) имеем оценки:
∣∣∣Ĝ3(x)PLf − G̈3(x)PLf

∣∣∣ 6

6 ă3 sup
|x−x̃(s′)|>D

∣∣∣∂2γs′
[
g(x, s′)

(
P̈LPLf

)
(s′)

]∣∣∣h2γ 6 ĉ3h
2γ ‖f‖C2(∂Ω) ,

ĉ3 ≡ ă3 [(2γ)!]
−3 (2γ + 1)−1(γ!)4 [c̆3,2γ cΛ + 2γ c̆3,2γ−1 c

′
Λ + γ(2γ − 1) c̆3,2γ−2 c

′′
Λ]

(4)

[31, с. 259]. На основании оценок (2), (3), (4) получаем утверждение.



34 О равномерной сходимости аппроксимаций потенциала двойного слоя

Теорема 3. Пусть ∂Ω ∈ C2γ+1, γ > 2. Тогда функционалы Ĝ(x)PL [C3(∂Ω) → C] (L/ 2 ∈ N)
сходятся при L → ∞ по операторной норме к соответствующим функционалам G(x)
[C3(∂Ω) → C] равномерно по x ∈ ΩD с порядком аппроксимации O(h3).

Интегралы по ρ в операторах Ĝ1(x) и Ĝ2(x) вычисляются аналитически. Значения

σd,s(ρd,s,l,m) (l = −L− 1, L, m = 0, 2) получаем как численные решения уравнений

ρd,s(σ) = ρd,s,l,m. Производные x′i(s) (i = 1, 2) вычисляются аналитически, так как ана-

литические выражения функций xi(s) считаются известными.

Теорема 3 позволяет получить аппроксимации ПДС: û(x) ≡ Ĝ(x)PLv ≈ u(x). В си-

лу теоремы 2 и неравенства ‖PL‖ 6 1 функционалы Ĝ(x)PL [C(∂Ω) → C] (x ∈ ΩD,

L/ 2 ∈ N) ограничены в совокупности, поэтому функционалы Ĝ(x)PL [C(∂Ω) → C] равно-

мерно непрерывны по x ∈ ΩD и аппроксимации û(x) устойчивы к возмущениям функции

плотности v в норме C(∂Ω). Сформулируем основной результат настоящей работы.

Следствие 2. Пусть ∂Ω ∈ C2γ+1, γ > 2, R > 0. Тогда функции û(x) (L/ 2 ∈ N) схо-

дятся при L → ∞ с кубической скоростью к функции u(x) равномерно относительно

x ∈ ΩD и функций v ∈ C3(∂Ω), удовлетворяющих неравенству ‖v‖C3(∂Ω) 6 R. Кроме того,

функции ûδ(x) ≡ Ĝ(x)PLvδ сходятся к функции u(x) при L → ∞, δ → 0 равномерно от-

носительно x ∈ ΩD и функций v ∈ C3(∂Ω), vδ ∈ C(∂Ω), удовлетворяющих неравенствам

‖v‖C3(∂Ω) 6 R, ‖vδ − v‖C(∂Ω) 6 δ.

В заключение этого параграфа рассмотрим аппроксимацию ПДС исключительно с по-

мощью ПКФГ. Для этого введем в рассмотрение аппроксимации G̃′(x) функционалов

G̈′(x) ≡ G̈1(x) + G̈2(x) с помощью ПКФГ с γ′ узлами:

G̃′(x)f ≡
L∑

l=−L−2

hs,l

γ′∑

j=1

ωj g (x, αs,l,j) f̈ (αs,l,j) (f̈ ≡ P̈Lf, f ∈ HL),

αs,l,j ≡ αs,l + h′′s,l zj , αs,l ≡ 2−1 (αs,l + αs,l+1), h′′s,l ≡ 2−1 (αs,l+1 − αs,l).

Пусть G̃(x) ≡ G̃′(x) + G̃′′(x), где G̃′′(x) ≡ Ĝ3(x), и ũ(x) ≡ G̃(x)PLv. При (s, s′) ∈ Θ
имеем g (x̃(s), s′) = − ψ1/ψ0. Согласно [29, теорема 1] при условии ∂Ω ∈ Cn+2 (n ∈ Z+)

существуют непрерывные производные ∂js′ψi (j = 0, n, i = 0, 1) и ψ0 6= 0, поэтому могут

быть определены константы c̃j ≡ sup
(s,s′)∈Θ

∣∣∂js′g(x̃(s), s′)
∣∣ (j = 0, n). Кроме того, при условии

∂Ω ∈ Cn+1 для любой замкнутой области Ω′
D ⊂ ΩD\∂Ω можно определить константы

c̆j ≡ sup
x∈Ω′

D
, s′∈IS

∣∣∂js′g(x, s′)
∣∣ (j = 0, n). По аналогии со следствием 2 получаем следующее

утверждение.

Следствие 3. Пусть ∂Ω ∈ C2γ′+2 (∂Ω ∈ C2γ′+1), γ′ > γ > 2, R > 0. Тогда функции ũ(x)
(L/ 2 ∈ N) сходятся при L → ∞ с кубической скоростью к функции u(x) равномерно

относительно x ∈ ∂Ω (x ∈ Ω′
D) и функций v ∈ C3(∂Ω), удовлетворяющих неравенству

‖v‖C3(∂Ω) 6 R. Кроме того, функции ũδ(x) ≡ G̃(x)PLvδ сходятся к функции u(x) при

L → ∞, δ → 0 равномерно относительно x ∈ ∂Ω (x ∈ Ω′
D) и функций v ∈ C3(∂Ω),

vδ ∈ C(∂Ω), удовлетворяющих неравенствам ‖v‖C3(∂Ω) 6 R, ‖vδ − v‖C(∂Ω) 6 δ.

Замечание 2. Так как αs,0 = 0 и ПКФГ является формулой открытого типа, то точка x
не стремится ни к одному из узлов ПКФГ при d → 0, и аппроксимации ũ(x) равномерно

ограничены относительно d ∈ ID при фиксированных L.
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§ 3. Квадратурные аппроксимации как причина отсутствия равномерной сходимости
вблизи границы области

Вычислительные эксперименты показали, что скорость сходимости аппроксимаций ПДС

существенно снижается вблизи границы ∂Ω, если для аппроксимации всех интегралов∫ sl+1

sl

g(x, s′)f̈(s′) ds′ (f̈ ≡ P̈Lf , f ∈ HL, l = −L− 1, L, x ∈ ΩD) использовать ПКФГ

или КФНК, причем, как в случае аппроксимации ũ(x), это имеет место даже тогда, когда

точка x = x̃d(s) не стремится к узлу квадратурной формулы при d → 0. Покажем отсут-

ствие равномерной по d ∈ ID сходимости аппроксимаций ПДС при любом s ∈ IS , если

интеграл на ПСГЭ или одном из ОСГЭ аппроксимируется с помощью квадратурной фор-

мулы типа ПКФГ или КФНК. Также с целью упрощения будем вместо ККИ рассматривать

кусочно-постоянную интерполяцию:

Ġ(x)f ≡
L∑

l=−L−1

gl(x)f(sl) (f ∈ C(∂Ω), L ∈ N), gl(x) ≡
∫ sl+1/2

sl− 1/2

g(x, s) ds.

Здесь sl+α ≡ (l+α)h (α ∈ (−1, 1)). С помощью формулы Тейлора с дополнительным членом

в виде определенного интеграла [34, с. 160] получаем оценки:

∣∣∣Ġ(x)f −G(x)f
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

L−1∑

l=0

∫ sl+1/2

sl− 1/2

g(x, s) [f(s)− f(sl)] ds

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

L−1∑

l=0

∫ sl+1/2

sl− 1/2

ds

∫ s

sl

{
∂2ξξg(x, ξ) [f(ξ)− f(sl)] + 2∂ξg(x, ξ)f

′(ξ) + g(x, ξ)f ′′(ξ)
}
(s− ξ) dξ

∣∣∣∣∣ 6

6
(
2−1c̆2‖f ′‖C(∂Ω)h+ 2c̆1‖f ′‖C(∂Ω) + c̆0‖f ′′‖C(∂Ω)

) L−1∑

l=0

∫ sl+1/2

sl− 1/2

ds

∫ s

sl

|s− ξ| dξ 6

6 12−1S
(
2−1c̆2‖f ′‖C(∂Ω)h+ 2c̆1‖f ′‖C(∂Ω) + c̆0‖f ′′‖C(∂Ω)

)
h2 (f ∈ C2(∂Ω), ∂Ω ∈ C3),

согласно которым функционалы Ġ(x) [C2(∂Ω) → C] сходятся при L → ∞ по оператор-

ной норме к соответствующим функционалам G(x) [C2(∂Ω) → C] с порядком аппрокси-

мации O(h2) равномерно по x ∈ Ω′
D. Обозначим через Ğ(x̃d(s)) функционалы Ġ(x̃d(s))

(s ∈ IS , d ∈ ID), в которых только один интеграл gl′+n(x̃d(s)) (
[
sl′−1/2, sl′+1/2

)
∋ s) при фик-

сированном n ∈ Z заменен его квадратурной аппроксимацией достаточно высокого порядка.

Тогда при условии достаточной гладкости кривой ∂Ω функционалы Ğ(x̃d(s)) [C2(∂Ω) → C]

сходятся при L → ∞ по операторной норме к соответствующим функционалам G(x̃d(s))
[C2(∂Ω) → C] с порядком аппроксимации O(h2) равномерно по (|d|, s) ∈ [d0, D] × IS для

любого d0 ∈ (0, D). В то же время справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть остаточный член квадратурной формулы, используемой для аппрокси-

мации интегралов gl′+n(x̃d(s)) (
[
sl′−1/2, sl′+1/2

)
∋ s, d ∈ ID, n ∈ Z фиксировано), имеет

вид: Rm[f ] = cm(b − a)2m+1f (2m)(ξ) (ξ ∈ [a, b]), где f — подынтегральная функция, [a, b] —

промежуток интегрирования, cm — константа, зависящая только от m ∈ Z+. Пусть

∂Ω ∈ C2m+2. Тогда при L → ∞ отсутствует равномерная по |d| ∈ (0, d0] сходимость

в сильной операторной топологии функционалов Ğ(x̃d(s)) [C
k(∂Ω) → C] к соответствую-

щим функционалам G(x̃d(s)) [C
k(∂Ω) → C] для любых k ∈ Z+, s ∈ IS , d0 ∈ (0, D].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s ∈ IS фиксировано. Заметим, что gl′+n(x̃d(s)) =
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=

∫ Σ+nh

Σ+(n−1)h

g̃(d, σ) dσ, где Σ ≡ sl′+1/2 − s ∈ (0, h] и

g̃(d, σ) ≡
(
−σ2ψ̃1 − d ϕ̃5

)/(
σ2ψ̃′

0 + d2
)
,

ψ̃′
0(d, σ) ≡ ψ′

0(d, s, s+ σ), ψ̃1(σ) ≡ ψ1(s, s+ σ), ϕ̃5(σ) ≡ ϕ5(s, s+ σ).

Достаточно ограничиться рассмотрением значений d > 0. С помощью равенств rm ≡
≡ Rm[g̃], где d = Kh (K ∈ N), зададим функции rm(K,h, σ) при h ∈ (0, D/K] и σ ∈
∈ [Σ+(n−1)h,Σ+nh] (m ∈ Z+). Учитывая, что inf

(d,s,s′)∈Υ
ψ′
0 > 0 и существуют непрерывные

производные: ∂js′ψ
′
0 на Υ, ∂js′ψ1 и ∂js′ϕ5 на Θ (j = 0, 2m), можно представить функции rm

в виде:

rm = K
m∑

k=0

Sm,k + om, Sm,k ≡ am,k ϕ̃5 (ψ̃
′
0)

2m−kσ2m−2kh2m+2
(
σ2ψ̃′

0 +K2h2
)−2m+k−1

=

= am,k ϕ̃5 (ψ̃
′
0)

2m−k (σ/h)2m−2k
[
(σ/h)2 ψ̃′

0 +K2
]−2m+k−1

,

где am,k — постоянные коэффициенты (|am,m| > |cm|), om(K,h, σ) → 0 при h → 0 и фикси-

рованном K ∈ N равномерно по σ ∈ [Σ + (n− 1)h,Σ + nh].
Пусть σ̆ ≡ σ/h, Σ̆ ≡ Σ/h, r̆m(K,h, σ̆) ≡ rm(K,h, σ̆h), ϕ̆5(h, σ̆) ≡ ϕ̃5(σ̆h), ψ̆

′
0(K,h, σ̆) ≡

≡ ψ̃′
0(Kh, σ̆h). Тогда

r̆m = K−2m−1

m∑

k=0

S̆m,k+ ŏm, S̆m,k ≡ am,k ϕ̆5(ψ̆
′
0)

2m−kK−2m+2kσ̆2m−2k
(
σ̆2K−2ψ̆′

0 + 1
)−2m+k−1

,

где ŏm(K,h, σ̆) → 0 при h→ 0 и фиксированном K ∈ N равномерно по σ̆ ∈ [Σ̆+n−1, Σ̆+n].
Заметим, что слагаемые S̆m,k(K,h, σ̆) при k < m стремятся к нулю при K → ∞ равномерно

по h ∈ (0, D/K], σ̆ ∈ [Σ̆ + n − 1, Σ̆ + n]. Учитывая, что ψ̃′
0 = −ϕ̃5 = 1 при σ = d = 0,

и Σ̆ 6 1, имеем неравенства:

∣∣∣S̆m,m(K, 0, σ̆)
∣∣∣ > c′m ≡ ((|n|+ 1)2 + 1)

−m−1 |cm| > 0 при

K ∈ N, σ̆ ∈ [Σ̆ + n − 1, Σ̆ + n]. Следовательно, существуют постоянные Km ∈ N, hm ∈
∈ (0, D/Km] и c′′m ∈ (0, c′m), такие, что при h ∈ (0, hm], σ̆ ∈ [Σ̆ + n − 1, Σ̆ + n] имеют

место оценки: |r̆m(Km, h, σ̆)| > c′′′m ≡ K−2m−1
m c′′m. Пусть L′ ∈ N такое, что h ∈ (0, hm] при

L = L′, L′ + 1, . . . . Тогда если d = Kmh при L = L′, L′ + 1, . . ., то |Rm[g̃]| > c′′′m.

Обозначим через ĠL(s), ĞL(s) (L = L′, L′ + 1, . . .) функционалы Ġ(x̃d(s)), Ğ (x̃d(s))
[Ck(∂Ω) → C], где d = Kmh, k ∈ Z+. Для функции e(s′) ≡ 1 (s′ ∈ IS) имеем оценки∣∣∣ĞL(s)e− ĠL(s)e

∣∣∣ > c′′′m и равенства ĠL(s)e = G(x̃d(s))e. В результате получаем оценки:∣∣∣ĞL(s)e−G(x̃d(s))e
∣∣∣ > c′′′m (L = L′, L′ + 1, . . .). Теорема доказана. �

§ 4. Вычислительные эксперименты

Для исследования эффективности предлагаемой аппроксимации ПДС рассмотрим чис-

ленное решение задачи Дирихле:

∇2u(x) = 0 (x ∈ Ω, ∇ ≡ (∂x1 , ∂x2)), u(x̃(s)) = w(s) (s ∈ IS),

с помощью ПДС: u(x) = G(x) v, где функция v(s) является решением ГИУ:

π v(s) +G(x̃(s)) v = w(s) (s ∈ IS)
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[30, с. 397]. Зададим в пространстве HL линейные операторы Ĝ, G̃ с помощью равенств:(
Ĝf

)
l
= Ĝ(x̃(sl))f ,

(
G̃f

)
l
= G̃(x̃(sl))f (l = −L− 1, L). Приближенные решения задачи

Дирихле вычисляем по формулам:

û′(x) ≡ Ĝ(x)
(
π + Ĝ

)−1

PLw, ũ′(x) ≡ G̃(x)
(
π + Ĝ

)−1

PLw,

û′′(x) ≡ Ĝ(x)
(
π + G̃

)−1

PLw, ũ′′(x) ≡ G̃(x)
(
π + G̃

)−1

PLw.

Здесь область Ω — единичный круг, граничная функция w = cosϕ, точное решение за-

дачи u = ρ cosϕ (ϕ, ρ — полярные угол и радиус с полюсом в центре круга). Для данной

геометрии D = 2/ (3π), Σ′′
s = −Σ′

s = arcsin(2/ (3π)) (s ∈ IS). Решения û′, ũ′, û′′, ũ′′, u
получаем при фиксированных d ∈ (0, D] в точках x̃d(sl+1/2) (l = −L− 1, L). Для вычисле-

ния функционалов Ĝ3(x), G̃
′′(x) и операторов G̃ [HL] используем γ = γ′ = 6 узлов ПКФГ.

При x ∈ Ω функционалы G̃′(x) вычисляем при трех значениях γ′: 12, 24, 48, и соответ-

ствующие решения ũ′, ũ′′ обозначаем как ũ′i, ũ
′′
i (i = 1, 2, 3). Вычисления осуществляем

с двойной точностью. Для определения погрешностей приближенных решений находим их

относительные среднеквадратичные отклонения от точного решения: δû′ ≡ ‖û′ − u‖/ ‖u‖,

δũ′i ≡ ‖ũ′i − u‖/ ‖u‖, δû′′ ≡ ‖û′′ − u‖/ ‖u‖, δũ′′i ≡ ‖ũ′′i − u‖/ ‖u‖ (‖·‖ — среднеквадратичная

норма). В следующей таблице в каждой основной ячейке представлены значения δû′, δũ′1,
δũ′2, δũ

′
3 в соответствующем порядке сверху вниз.

Таблица 1. Относительные среднеквадратичные погрешности

d h1 = π/3 h2 = π/7 h3 = π/15 h4 = π/31 h5 = π/63

10−2

6.65 · 10−2

6.70 · 10−2

6.65 · 10−2

6.65 · 10−2

5.29 · 10−3

5.80 · 10−3

5.29 · 10−3

5.29 · 10−3

5.02 · 10−4

5.00 · 10−4

5.02 · 10−4

5.02 · 10−4

4.88 · 10−5

4.88 · 10−5

4.88 · 10−5

4.88 · 10−5

4.25 · 10−6

4.25 · 10−6

4.25 · 10−6

4.25 · 10−6

10−3

6.75 · 10−2

2.62 · 10−1

6.48 · 10−2

6.75 · 10−2

5.56 · 10−3

2.39 · 10−1

3.29 · 10−2

5.56 · 10−3

5.65 · 10−4

2.41 · 10−2

2.00 · 10−3

5.66 · 10−4

6.32 · 10−5

2.58 · 10−2

8.30 · 10−5

6.32 · 10−5

7.31 · 10−6

2.03 · 10−3

8.01 · 10−6

7.31 · 10−6

10−4

6.76 · 10−2

9.10 · 10−1

6.63 · 10−1

1.01 · 10−1

5.59 · 10−3

9.07 · 10−1

6.54 · 10−1

5.85 · 10−2

5.72 · 10−4

8.12 · 10−1

3.58 · 10−1

4.72 · 10−2

6.48 · 10−5

6.22 · 10−1

3.23 · 10−2

1.98 · 10−3

7.71 · 10−6

3.14 · 10−1

4.39 · 10−2

4.55 · 10−4

10−5

6.76 · 10−2

9.91 · 10−1

9.65 · 10−1

8.64 · 10−1

5.59 · 10−3

9.91 · 10−1

9.64 · 10−1

8.61 · 10−1

5.73 · 10−4

9.81 · 10−1

9.27 · 10−1

7.20 · 10−1

6.50 · 10−5

9.61 · 10−1

8.50 · 10−1

4.58 · 10−1

7.74 · 10−6

9.20 · 10−1

7.01 · 10−1

1.19 · 10−1

10−15

6.76 · 10−2

1.00 · 100
1.00 · 100
1.00 · 100

5.59 · 10−3

1.00 · 100
1.00 · 100
1.00 · 100

5.73 · 10−4

1.00 · 100
1.00 · 100
1.00 · 100

6.50 · 10−5

1.00 · 100
1.00 · 100
1.00 · 100

7.75 · 10−6

1.00 · 100
1.00 · 100
1.00 · 100

Можно заметить, что решение û′ обладает кубической скоростью сходимости, сохраня-

ющейся даже при очень малых по модулю значениях d. Скорости сходимости решений ũ′i
снижаются от кубической до нулевой по мере приближения к границе ∂Ω при фиксиро-

ванных h и восстанавливаются до кубической по мере уменьшения h при фиксирован-

ных d. Близкие результаты получаются в точках наблюдения x̃d(sl+α) и при других значе-
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ниях α ∈ [0, 1). Полученные результаты хорошо согласуются со следствиями 2, 3 и теоре-

мой 4, поскольку решения û′ и ũ′i отличаются лишь способом вычисления ПДС при x ∈ Ω,

и выводы, сделанные относительно приближенных решений задачи Дирихле, можно пере-

нести на соответствующие аппроксимации ПДС при x ∈ Ω. Практически те же результаты

были получены для решений û′′, ũ′′i , отличающихся от соответствующих решений û′, ũ′i
только способом вычисления ПДС при x ∈ ∂Ω, что хорошо согласуется с утверждением

следствия 3 в отношении аппроксимаций прямого значения ПДС.

Заметим, что в случае использования КФНК замкнутого типа вместо ПКФГ для полу-

чения аппроксимаций G̃′(x) любая точка x̃(sl) является узлом этой квадратурной форму-

лы, и при приближении точек x̃d(sl) к точкам x̃(sl) возникают вычислительные проблемы:

g(x̃d(s), s) = d−1 → ∞ при d → 0 и любом s ∈ IS , и ошибки δũ′i и δũ′′i приобретают

катастрофический характер.
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On the basis of piecewise quadratic interpolation, semi-analytical approximations of the double layer

potential near and on the boundary of a two-dimensional domain are obtained. To calculate the integrals

formed after the interpolation of the density function, exact integration with respect to the variable

ρ =
(
r2 − d2

)1/2
is used, where d and r are the distances from the observed point to the boundary of the

domain and to the boundary point of integration, respectively. The study proves the stable convergence

of such approximations with the cubic velocity uniformly near the boundary of the class C5, and also

on the boundary itself. It is also proved that the use of standard quadrature formulas for calculating the

integrals does not violate the uniform cubic convergence of approximations of the direct value of the

potential on the boundary of the class C6. With some simplifications, it is proved that the use of standard

quadrature formulas for calculating the integrals entails the absence of uniform convergence of potential

approximations inside the domain near any boundary point. The theoretical conclusions are confirmed

by the results of the numerical solution of the Dirichlet problem for the Laplace equation in a circular

domain.
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