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Работа посвящена теории плюрипотенциала на аналитических поверхностях. Теория плюрипотен-

циала в комплексном пространстве C
n, а также на штейновом комплексном многообразии X ⊂ C

N

(без особого множества) изучена достаточно подробно. В этой работе мы предлагаем новую техно-

логию для изучения основных объектов теории потенциала на аналитическом множестве с непустым

особым (критическим) множеством.
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Теория плюрипотенциала, построенная в классе плюрисубгармонических функций, бы-

ла разработана в цикле работ Э. Бедфорда и Б. А. Тэйлора [2] и А. Садуллаева [16]. На про-

тяжении нескольких лет это теория была развита многими специалистами и нашла мно-

гочисленные важные применения в различных областях современной науки (см. напри-

мер, [2,11,14,18,20–22]). P-мера, P-емкость, экстремальные функции и дифференциальные

операторы, соответствующие им, составляют основу теории плюрипотенциалов. Успеш-

ное применение теории плюрипотенциала в задачах современной науки привело к раз-

витию исследований плюрисубгармонических функций на различных подмногообразиях

и аналитических подмножества комплексных пространств. Например, потенциальные свой-

ства плюрисубгармонических функций на кэлеровых многообразиях исследованы в рабо-

тах [4, 8, 9, 19]. В работах [3, 7] изучены плюрисубгармонические продолжения функций

с аналитических подмногообразий. Целью настоящей работы является исследование ос-

новы плюрипотенциала на аналитических поверхностях. Основной трудностью изучения

плюрисубгармонических функций и построения теория потенциала на аналитической по-

верхности является наличие особых множеств X\X0 аналитической поверхности X . Такие

трудности появляются например, в доказательствах принципа максимума и фундаменталь-

ной леммы Хартогса в классе плюрисубгармонических функций § 1. В нашей работе эти

трудности преодолеваются применением свойств аналитического накрытия. Далее, в § 4,

для плюрисубгармонических функций дано доказательство принципа сравнения, который

является фундаментальным результатом в построении теории потенциала. Здесь очень важ-

но доказательство ограниченности оператора (ddcu∗)n вблизи особого множества X\X0.

В доказательстве этого факта используется один фундаментальный результат А. Зериахи.

Плюрисубгармонические функции на аналитических множествах впервые исследованы,

пожалуй, в работе А. Садуллаева (см. [15]), в связи с нахождением локального критерия ал-

гебраичности ростка аналитического множества. Некоторые потенциальные свойства клас-

са плюрисубгармонических функций на аналитических множествах изучены также в рабо-

те А. Зериахи (см. [22]). Здесь мы изучаем некоторые важные свойства плюрисубгармони-

ческих и экстремально плюрисубгармонических функций на аналитических поверхностях

и определяем основные понятия теории плюрипотенциала на аналитических поверхностях.

Авторы выражают искреннее благодарность профессору А. Садуллаеву за многочислен-

ные обсуждения результатов и полезные комментарии.
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§ 1. Плюрисубгармонические функции на аналитических поверхностях

Рассмотрим неприводимое аналитическое множество X ⊂ C
N , размерности dimX = n,

n 6 N , причем множество X компактно вложено в комплексное пространство CN , т. е.

X ∩B(0, r) ⊂⊂ X для любого шара B(0, r) ⊂ CN . Такое аналитическое множество называ-

ется аналитической поверхностью.

Введем на X понятие плюрисубгармонических функций. Обозначим через X0 ⊂ X —

совокупность обыкновенных точек множества X . Тогда множество критических точек

X\X0 является аналитическим множеством меньшей размерности, dimX\X0 < n. X\X0

не разбивает X и множество X0 является комплексным n-мерным подмногообразием в CN

(см. [6, 10, 13]).

Определение 1 (см. [15]). Функция u(z), заданная в области D ⊂ X , называется плюрисуб-

гармонической (psh) в D, если она локально ограничена сверху в этой области и плюрисуб-

гармоническая на многообразии D ∩X0, u(z) ∈ psh(D ∩X0).

Класс плюрисубгармонических в D функций обозначается через psh(D). Для удобства

функцию u(z) ≡ −∞ мы тоже включим в класс psh(D).
На практике в критических точках z ∈ X\X0 обычно рассматривается функция u∗(z) =

= lim
w→z

w∈X0∩D

u(w), z ∈ D, и в исследованиях плюрисубгармонических функций изучают опреде-

ленную всюду в D функцию u∗(z). Функция u∗(z) будет полунепрерывной сверху в D, мно-

жество {z ∈ D : u∗(z) < C} — открытое для всех C ∈ R, причем u∗(z) = u(z) ∀ z ∈ X0∩D.

Приведем несколько важных свойств плюрисубгармонических функций на X :

(1) линейная комбинация плюрисубгармонических функций в D ⊂ X с положитель-

ными коэффициентами является плюрисубгармонической функцией, то есть если

u∗j(z) ∈ psh(D), αj > 0, j = 1, 2, . . . , s, то

α1u
∗
1(z) + . . .+ αsu

∗
s(z) ∈ psh(D);

(2) равномерный предел или предел монотонно убывающей последовательности {u∗j(z)}
плюрисубгармонческих функций является плюрисубгармонической, то есть если

u∗j(z) ∈ psh(D), j = 1, 2, . . . , u∗j(z) ⇒ u∗(z) или u∗j(z) ց u∗(z), то u∗(z) ∈ psh(D);

(3) пусть {u∗α(z)}, α ∈ Λ, — произвольное локально равномерно ограниченное сверху

семейство плюрисубгармонических функций и u(z) = sup
α

{u∗α(z)}, тогда регуляриза-

ция u∗(z) является плюрисубгармонической функцией в D;

(4) если {u∗j(z)} — последовательность локально равномерно ограниченных сверху плю-

рисубгармонических функций и u(z) = lim
j→∞

u∗j(z), то u∗(z) является плюрисубгармо-

нической функцией. (Эти свойства доказываются аналогично классическому случаю.)

Предложение 1 (Принцип максимума). Для u∗(z) ∈ psh(D), D ⊂ X , имеет место

принцип максимума, то есть если в некоторой внутренней точке z0 ∈ D значение

u∗(z0) = sup
D

u∗(z), то u∗ ≡ const.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное, пусть во внутренней точке z0 ∈ D (без

ограничения общности считаем z0 = 0) имеется максимум, u∗(0) > u∗(z) ∀ z ∈ D. Если

0 ∈ D — обыкновенная, то очевидно, что u(z) ≡ const в D\S, где S = X\X0, ибо для
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плюрисубгармонических функций на многообразие верен принцип максимума. Следова-

тельно, u∗(z) ≡ const в D. Если 0 — критическая точка, то существует комплексная плос-

кость 0 ∈ Π ⊂ Cn : dimΠ = N − n, X ∩ Π — дискретное. Существует шар B(′′0, r) ⊂ Π:

r > 0, X ∩ B(′′0, r) = {0}, X ∩ ∂B(′′0, r) = ∅. Положим z = (′z, ′′z), ′z = (z1, . . . , zn),
′′z = (zn+1, . . . , zN). Пусть Π = {′z = (z1, . . . , zn) = 0}. По замкнутости X существует

окрестность ′U ∋ ′0: X ∩ ∂B(′z, r) = ∅, ′z ∈ ′U . Тогда π : X ∩ [′U × ′′U ] → ′U является

k-листным накрытием, 1 6 k <∞.

Пусть J ⊂ ′U — множество критических точек этого накрытия. Это означает, что

π : {X ∩ [′U × ′′U ]}\π−1(J) → ′U\J

является регулярным k-листным, 1 6 k < ∞, комплексным накрытием π−1(′z) ∩ {X ∩
[′U × ′′U ]}\π−1(J) = {α1(

′z), . . . , αk(
′z)} ∀ ′z ∈ ′U\J . Причем, для каждой точки ′z

0 ∈ ′U\J
локально, в некоторой окрестности W ∋ ′z

0
, прообраз π−1(W )∩{X∩[′U× ′′U ]} распадается

на k штук непересекающихся комплексных многообразийM1,M2, . . . ,Mk. Функция u∗(z) =
u(z) является плюрисубгармонической на каждом куске многообразий Mj , j = 1, 2, . . . , k.

Отсюда вытекает, что w(′z) =
k
∑

j=1

u∗(αj(
′z)) является плюрисубгармонической в ′U\J ,

локально ограниченной в ′U . Так как J ⊂ ′U является аналитическим множеством, то w(′z)
плюрисубгармонически продолжается в ′U . Напомним, что если функция w(′z) ∈ psh(D\P )
и локально ограничена в D, P — замкнутое плюриполярное множества, то w(′z) плюрисуб-

гармонически продолжается в D (см. [12], также [1, 17]).

Таким образом, w(′z) ∈ psh(′U) и по предположению она достигает своего максимума

в точке 0 ∈ U . Это противоречие. �

Предложение 2 (лемма Хартогса). Пусть D ⊂ X — открытое множество и {uj} — по-

следовательность локально равномерно ограниченных сверху на D плюрисубгармонических

функций. Если при каждом фиксированном z ∈ D выполняется неравенство

lim
j→∞

u∗j(z) 6 A, (1.1)

то для любого числа ε > 0 и компакта K ⊂⊂ D существует номер j0 = j0(ε,K) ∈ N

такой, что при ∀ j > j0 ∀ z ∈ K имеет место равномерное неравенство

u∗j(z) 6 A+ ε. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как задача является локальной, мы докажем теорему в окрест-

ности некоторой точки в D. Без нарушения общности, можем считать, что A = 0. Пусть

дана точка z0 ∈ D. Берем окрестность U = U(z0, r) ⊂⊂ C
N (можно считать ее открытым

поликругом). Если точка z0 ∈ X0 регулярная, то можно выбрать поликруг U достаточно

маленьким, что аналитическое подмножество D ∩ U взаимно однозначно проецируются

в некоторое координатное подпространство Cn ⊂ CN , то есть существует взаимно одно-

значное отображение π : D ∩ U → U ′ ⊂ Cn и функции u∗j ◦ π
−1 являются плюрисубгармо-

ническими на U ′ ⊂ Cn. Для последовательности u∗j ◦ π
−1 применима классическая лемма

Хартогса (см. [11]), то есть в некоторой окрестности каждой регулярной точки выполняется

утверждение леммы.

Если z0 — иррегулярная точка, то, как выше, можно подобрать комплексную плоскость

Π ⊂ CN : dimΠ = N − n, z0 ∈ Π, и пересечение X ∩Π будет дискретным. Отсюда следует,

что существует шар B(′′z0, r) ⊂ Π: r > 0 такой, чтоX∩B(′′z0, r) = {z0},X∩∂B(′′z0, r) = ∅.

Мы сделаем обозначение z = (′z, ′′z), ′z = (z1, . . . , zn),
′′z = (zn+1, . . . , zN ) и пусть, без
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нарушения общности, Π = {′z = (z1, . . . , zn) = 0}. Так как X замкнуто, то существует

окрестнось ′U ∋ ′z0 : X ∩ ∂B(′z, r) = ∅, ′z ∈ ′U . Тогда отображение π : X ∩ [′U × ′′U ] → ′U

является k-листным накрытием.

Пусть J ⊂ ′U — критические точки этого накрытия. Это означает, что

π : {X ∩ [′U × ′′U ]}\π−1(J) → ′U\J

является регулярным k-листным накрытием и

π−1(′z) ∩ {X ∩ [′U × ′′U ]}\π−1(J) = {α1(
′z), . . . , αk(

′z)} ∀ ′z ∈ ′U\J.

Кроме того, для каждого ′z
0 ∈ ′U\J в некоторой окрестности W ∋ ′z

0
прообразы

π−1(W ) ∩ {X ∩ [′U × ′′U ]} расщепляются на k непересекающихся комплексных много-

образий M1,M2, . . . ,Mk. Последовательность функций u∗j(z) = uj(z) плюрисубгармонична

на каждом из многообразий Ms, s = 1, 2, . . . , k. Мы рассмотрим последовательность

vj(
′z) = max{u∗j(z) : z ∈ π−1(′z) ∩X ∩ [′U × ′′U ]} (1.3)

плюрисубгармонических на ′U\J функций, которые локально равномерно ограничены

на ′U . J ⊂ ′U — аналитическое подмножество и функции v∗j (
′z) плюрисубгармонически

продолжаются в ′U . Согласно (1.1) для последовательности v∗j (
′z) выполняется

lim
j→∞

v∗j (
′z) 6 0 ∀ ′z ∈ ′U.

Следовательно, по классической лемме Хартогса ∀ ε > 0 и для любого компакта E⊂⊂ D,

π(E) ⊂⊂ ′U найдем номер j0 ∈ N такой, что при ∀ j > j0 и ∀ ′z ∈ π(E) имеет место

неравенство v∗j (
′z) 6 ε.

Из соотношений (1.3) и (1.2) получим:

u∗j(z) 6 ε ∀ z ∈ E ∀ j > j0.

Отсюда следует, что для z ∈ E при j > j0 выполняется неравенство u∗j(z) 6 ε. Таким

образом, для каждой точки z0 компакта K существует окрестность U(z0, r(z0)) ⊂ D и но-

мер j(z0) такие, что при j > j(z0), z ∈ U(z0, r(z0)) выполняется u∗j(z) 6 ε.

Известно, что открытое покрытие K ⊂
⋃

z0∈K U(z
0, r(z0)) содержит конечное подпо-

крытие U(zl, r(zl)), l = 1, 2, 3, . . . , m, компакта K. Следовательно, если положим j0 =
= max{j0(z

1), j0(z
2), . . . , j0(z

m)}, то ∀ j > j0 ∀ z ∈ K имеет место неравенство u∗j(z) 6 ε.

Лемма доказана. �

§ 2. Плюриполярные множества на аналитической поверхности

Пусть дана область D ⊂ X и некоторое ее подмножество E ⊂ D ⊂ X .

Определение 2. Множество E ⊂ D ⊂ X называется плюриполярным в D, если существует

функция u(z) ∈ psh(D), u∗(z) 6≡ −∞, такая, что u∗|E = −∞.

Очевидно, что плюриполярное множество имеет метрическую размерность не выше

чем 2n− 2. Следовательно, оно не разбивает область D и имеет лебегову меру нуль. Плю-

риполярные множества имеют следующие важные свойства.

Теорема 1. Счетное объединение плюриполярных множеств плюриполярное, то есть если

Ej ⊂ D, j = 1, 2, . . . , являются плюриполярными, то E =
∞
⋃

j=1

Ej тоже является плюрипо-

лярным.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию Ej — плюриполярные, то есть существуют uj(z) ∈
∈ psh(D), u∗j 6≡ −∞, u∗j

∣

∣

Ej
= −∞ (j = 1, 2, 3, . . .). Пусть

Fj = {z ∈ D : uj(z) = −∞} ⊃ Ej .

Лебегова мера этих множеств равна нулю, то есть m(Fj) = 0. Следовательно, мера множе-

ства F =
∞
⋃

j=1

Fj также равна нулю. Поэтому существует точка z0 ∈ D, для которой выпол-

няется u∗j(z
0) 6= −∞, j = 1, 2, . . . . Берем компактное исчерпание области D: D =

∞
⋃

j=1

Dj ,

Dj ⊂⊂ Dj+1 ⊂⊂ D, z0 ∈ D1, и положим Mj = sup
Dj

u∗j(z). Рассмотрим последовательность

функций

vj(z) =
1

2j
·
u∗j(z)−Mj

Mj − u∗j(z
0)
.

Очевидно, vj ∈ psh(D), vj |Dj
6 0, vj(z

0) = − 1
2j

. Тогда частные суммы ряда

v(z) =

∞
∑

j=1

1

2j
·
u∗j(z)−Mj

Mj − u∗j(z
0)
,

начиная с некоторого номера kj , монотонно убывают в Dj . Следовательно, v(z) ∈ psh(D).
Кроме того, имеет место равенство v(z0) = −1, то есть v(z) 6≡ −∞. С другой стороны,

v|E = −∞, и следовательно, множество E — плюриполярное. �

§ 3. P-мера на аналитической поверхности

Пусть X ⊂ CN — аналитическая поверхность в CN , dimX = n. Для содержательной

теории обычно P-меру определяют в регулярных областях.

Определение 3. Область D ⊂ X называется регулярной, если существует функция ρ(z) ∈
∈ psh(D) : ρ(z) < 0, lim

z→∂D
ρ(z) = 0.

ОбластьD ⊂ X называется сильно регулярной или усиленно псевдовыпуклой, если ρ(z)
является непрерывной плюрисубгармонической функцией в некоторой окрестности D̂ ⊃ D̄,

причем D = {ρ(z) < 0}.

Определение 4. Фиксируем множество E ⊂ D и рассмотрим класс

H(E,D) = {u∗ ∈ psh(D) : u∗|E 6 −1, u∗|D 6 0},

тогда регуляризация ω∗(z, E,D) = lim
w→z

ω(w,E,D), где ω(z, E,D) = sup
u∗∈H(E,D)

u∗(z), называ-

ется P-мерой множества E относительно области D.

Согласно свойству 3 плюрисубгармонических функций, ω∗(z, E,D) ∈ psh(D). По то-

пологической лемме Шоке (см. [5, 11, 14]) существует счетное подсемейство H′(E,D) ⊂

⊂ H(E,D) такое, что имеет место равенство

(

sup
u∗∈H′(E,D)

u∗(z)

)∗

≡ ω∗(z, E,D). Отсюда

следует, что P-меру можно рассматривать как предел монотонно возрастающей последова-

тельности {u∗j(z)} ⊂ H(E,D):

(

lim
j→∞

u∗j(z)

)∗

≡ ω∗(z, E,D).

P-мера обладает следующими свойствами, идентичными P-мерам в комплексном про-

странстве Cn.
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1. Монотонность. Если E1 ⊂ E2, то ω∗(z, E1, D) > ω∗(z, E2, D); если E ⊂ D1 ⊂ D2, то

ω∗(z, E,D1) > ω∗(z, E,D2). (Доказательство непосредственно вытекает из соотноше-

ний H(E1, D) ⊃ H(E2, D) и H(E,D1) ⊃ H(E,D2).)

2. ω∗(z, U,D) ∈ H(U,D) для открытых множеств U ⊂ D и поэтому ω∗(z, U,D) ≡
≡ ω(z, U,D) (вытекает из свойства 1).

3. Если U ⊂ D — открытое множество, U =
∞
⋃

j=1

Kj , где Kj ⊂
◦

Kj+1, то

ω∗(z,Kj , D) ↓ ω(z, U,D).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U ⊂ D — открытое подмножество, тогда из свой-

ства 2 имеем ω∗(z, U,D) ≡ ω(z, U,D). Плюрисубгармонические функции ω∗(z,Kj , D)
на аналитической поверхности X , убывая, стремятся к некоторой плюрисубгармо-

нической функции u(z). С одной стороны, из ω∗(z,Kj , D) > ω(z, U,D) выполня-

ется u(z) > ω∗(z, U,D), а с другой стороны, ∀ z ∈
∞
⋃

j=1

◦

Kj = U u(z) = −1. По-

этому u(z) ∈ H(U,D) и u(z) 6 ω(z, U,D) 6 ω∗(z, U,D). Следовательно, получим

u(z) = ω∗(z, U,D), и это показывает, что последовательность ω∗(z,Kj , D), убывая,

стремится к ω(z, U,D). �

4. Если E ⊂ D произвольное множество, то существует убывающая последовательность

открытых множеств

Uj ⊃ E, Uj ⊃ Uj+1, j = 1, 2, . . . ,

такая, что ω∗(z, E,D) =

(

lim
j→∞

ω(z, Uj, D)

)∗

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим монотонно возрастающую последовательность

{u∗j(z)} ⊂ H(E,D): [ lim
j→∞

u∗j(z)]
∗ ≡ ω∗(z, E,D). Тогда, если

Uj =

{

z ∈ X : u∗j < −1 +
1

j

}

,

то Uj — открыты и образуют последовательность вложенных множеств Uj ⊃ E,

j = 1, 2, . . . . Имеем u∗j −
1

j
∈ H(Uj , D), следовательно, u∗j 6 ω(z, Uj, D) +

1

j
. Отсюда,

имеет место ω∗(z, E,D) =

(

lim
j→∞

u∗j(z)

)∗

6

(

lim
j→∞

ω(z, Uj , D)

)∗

. С другой стороны,

тривиально выполняется неравенство ω∗(z, E,D) > ω(z, Uj, D), j = 1, 2, . . . , следова-

тельно, ω∗(z, E,D) = [ lim
j→∞

ω(z, Uj, D)]∗. �

5. P-мера ω∗(z, E,D) либо нигде не равна нулю, либо тождественно равна нулю.

ω∗(z, E,D) ≡ 0 тогда и только тогда, когда E — плюриполярное в D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если P-мера в некоторой точке z0 ∈ D обращается в нуль:

ω∗(z0, E,D) = 0, то, согласно принципу максимума, для плюрисубгармонических

функций имеет место тождественное равенство ω∗(z, E,D) ≡ 0.
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Пусть теперь E — плюриполярное подмножество в D. Тогда из-за регулярности об-

ласти D существует функция v(z) ∈ psh(D): v(z) 6≡ −∞, v|D < 0 и v|E ≡ −∞. Для

каждого j ∈ N имеем
v(z)
j

∈ H(E,D) и ω(z, E,D) >
v(z)
j

. Отсюда, для v(z) 6= ∞

имеет место ω(z, E,D) = 0. Так как лебегова мера множества {v = −∞} равна нулю,

то на D имеет место ω∗(z, E,D) ≡ 0.

Обратно, предположим, что ω∗(z, E,D) ≡ 0. Тогда существует точка z0 ∈ D, для ко-

торой выполняется равенство ω(z0, E,D) = 0. По определению ω, для каждого j ∈ N

существует функция u∗j(z) ∈ H(E,D) такая, что u∗j(z
0) > − 1

2j
. Рассмотрим теперь

функцию u∗(z) =
∞
∑

j=1

u∗j(z). Тогда u∗(z) является плюрисубгармонической функцией,

ибо uj(z) < 0 и u∗(z0) > −1, так как u∗j(z
0) > −

1

2
. Значит, u∗ 6≡ −∞. Отсюда следует

плюриполярность E, ибо u∗|E = −∞. �

6. Теорема о двух константах. Если функция u∗(z) плюрисубгармонична в D ⊂ X

и u∗|D 6M , u∗|E 6 m, E ⊂ D, то для всех z ∈ D имеет место неравенство

u∗(z) 6M(1 + ω∗(z, E,D))−mω∗(z, E,D).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если мы возьмем функцию
u∗(z)−M

M−m
, то

u∗(z)−M

M−m
∈ H(E,D).

Из сравнения функции ω∗(z, E,D) с плюрисубгармонической функцией
u∗(z)−M

M−m
вы-

текает, что
u∗(z)−M

M−m
6 ω∗(z, E,D). Отсюда

u∗(z) 6M(1 + ω∗(z, E,D))−mω∗(z, E,D). �

§ 4. Максимальные функции на аналитических поверхностях

Определение 5. Пусть на аналитической поверхности X дана область D ⊂ X . Функция

u∗(z) ∈ psh(D) называется максимальной, если для нее выполняется принцип максимума

на любой компактной области ∀G ⊂⊂ D, то есть если v∗(z) ∈ psh(D) и ∀ ξ ∈ ∂G, то вы-

полнение неравенства lim
z→ξ

(u∗(z)− v∗(z)) > 0 влечет выполнение неравенства u∗(z) > v∗(z)

для ∀ z ∈ G.

Теорема 2. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) функция u∗(z) является максимальной в области D;

(2) для любой функции v∗(z) ∈ psh(D) имеет место неравенство u∗(z) > v∗(z) на D, если

выполняется lim
z→∂D

(u∗(z) − v∗(z)) > 0 (последнее означает, что для произвольного

ε > 0 существует компакт K ⊂⊂ D такой, что для ∀ z ∈ D\K имеет место

неравенство u∗(z)− v∗(z) > −ε);

(3) для каждой функции v∗(z) ∈ psh(D) и для любой компактной подобласти G ⊂⊂ D

имеет место неравенство u∗(z) > v∗(z) при ∀ z ∈ G, если только выполняется нера-

венство u∗(z)|∂G > v∗(z)|∂G;

(4) для каждой функции v∗(z) ∈ psh(D) и для любой компактной подобласти G ⊂⊂ D

из неравенства lim
z→ξ

(u∗(z) − v∗(z)) > 0, z ∈ G, ξ ∈ ∂G, следует u∗(z) > v∗(z) при

∀ z ∈ G;



10 Теория потенциала на аналитической поверхности

(5) для любой компактной подобласти G ⊂⊂ D, для любой функции v∗(z) ∈ psh(G)
выполнение неравенства u∗(ξ) > lim

z→ξ

v∗(z) > 0, z ∈ G, ξ ∈ ∂G, влечет неравенство

u∗(z) > v∗(z) в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

(1) ⇒ (2). Предположим, что lim
z→∂D

(u∗(z) − v∗(z)) > 0 и существует точка z0 ∈ D, для

которой имеет место неравенство u∗(z0) − v∗(z0) = η < 0. Тогда множество E = {z ∈ D:

u∗(z) < v∗(z) + η

2
} не пусто и компактно принадлежит D и существует подобласть G

такая, что E ⊂⊂ G ⊂⊂ D. Очевидно, что lim
z→ξ

(u∗(z)− v∗(z)− η

2
) > 0 для ∀ ξ ∈ ∂G. Поэтому

в областиG имеет место неравенство u∗(z) > v∗(z)+ η

2
, в частности, η = u∗(z0)−v∗(z0) > η

2
,

и это противоречит тому что η < 0. Таким образом функция u∗(z) является максимальной

в D, то есть верно утверждение (2).

(2) ⇒ (3). Получим из того, что если выполняется u∗(z)|∂G > v∗(z)|∂G, то функция

w(z) =

{

max{u∗(z), v∗(z)}, при z ∈ G,

u∗(z), при z ∈ D\G,

является плюрисубгармонической на D и удовлетворяет неравенству lim
z→∂D

(u∗(z)− w(z)) >

> 0.
(3) ⇒ (4). Рассмотрим следующую функцию

w(z) =

{

max{u∗(z), v∗(z)}, при z ∈ G,

u∗(z), при z ∈ D\G,

которая является плюрисубгармонической на D и удовлетворяет неравенству u∗(z)|∂G >

> w(z)|∂G. Отсюда следует lim
z→ξ

(u∗(z) − w(z)) > 0, z ∈ G, ξ ∈ ∂G. Это означает, что для

∀ z ∈ G имеет место неравенство u∗(z) > w(z), следовательно, u∗(z) > v∗(z). Остальные

импликации (4) ⇒ (5) ⇒ (1) доказываются аналогично, с помощью построенной выше

функции w(z), где выбирается область G1: G ⊂⊂ G1 ⊂⊂ D. �

Как мы утверждали выше, регулярная часть X0 аналитической поверхности X явля-

ются комплексным аналитическим многообразием и для локально ограниченной в обла-

сти D ⊂ X плюрисубгармонической функции u∗ ∈ psh(D)∩L∞
loc в D∩X0 определен опера-

тор (ddcu∗)n — комплексный оператор Монжа–Ампера, свойства которого хорошо изучены

(см. [2, 14, 16]). В D ∩ X0 оператор (ddcu∗)n определяется как положительная борелевская

мера. Положим
∫

D∩X
α(z)(ddcu∗)n =

∫

D∩X0 α(z)(dd
cu∗)n, где α ∈ F 0,0 — пространству ос-

новных функций. Другими словами, на точки множества X\X0 мы продолжали (ddcu∗)n

нулем. Имеет место следующий очень важный результат, доказанный А. Зериахи (см. [22]).

Лемма 1. Пусть u∗(z) ∈ psh(X) ∩ L∞
loc(X). Тогда положительный поток (ddcu∗)n на X0

имеет локально конечную массу в окрестности любой точки X\X0. То есть для любого

компакта K ⊂⊂ X выполняется
∫

K∩X0

(ddcu∗)n < +∞.

Из этой леммы следует, что для локально ограниченной, плюрисубгармонической в об-

ласти D ⊂ X функции u∗(z) ∈ psh(D) ∩ L∞
loc(D) оператор (ddcu∗)n дает нам локально
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конечную массу

∫

K∩X

(ddcu∗)n < +∞ ∀K ⊂ X.

Следующая теорема имеет ключевое значение в построении теории плюрипотенциа-

ла на аналитических поверхностях в пространстве Cn, которая доказана ( [2], см. так-

же [14, 16]).

Теорема 3 (Принцип сравнения). Пусть u∗, v∗ ∈ psh(D) ∩ L∞
loc(D) и множество F =

= {z ∈ D : u∗(z) < v∗(z)} компактно лежит на D, то есть {u∗ < v∗} ⊂⊂ D. Тогда

имеет место неравенство

∫

{u∗<v∗}

(ddcv∗)n 6

∫

{u∗<v∗}

(ddcu∗)n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как множество сингулярных точек S = X\X0 является ана-

литическим множеством (меньшей размерности, dimS < n), то существует голоморфная

в CN вектор-функция ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψ2N+1) такая, что S = {ψ = 0} (см. [10]). Так как

множество F = {z ∈ D : u∗(z) < v∗(z)} ⊂⊂ D, то без нарушения общности мы можем

считать, что норма ‖ψ‖ < 1 в некоторой окрестности замыкания F̄ . Фиксируем ε > 0 и по-

ложим v∗ε(z) = v∗(z) +max{ε ln ‖ψ(z)‖, c}, где c = inf
z∈F∩S

[u(z)− v(z)]. Тогда для достаточно

маленьких ε > 0 множество Fε = {z ∈ D : u∗(z) < v∗ε(z)} ⊂⊂ D, причем Fε ⊂ D ∩X0.

По классическому принципу сравнения

∫

{u∗<v∗ε}

(ddcv∗ε)
n 6

∫

{u∗<v∗ε}

(ddcu∗)n.

Отсюда,

∫

{u∗<v∗ε}

(ddcv∗)n 6

∫

{u∗<v∗ε}

(ddc[v∗ +max{ε ln ‖ψ‖, c}])n =

=

∫

{u∗<v∗ε}

(ddcv∗ε)
n 6

∫

{u∗<v∗ε}

(ddcu∗)n 6

∫

{u∗<v∗}

(ddcu∗)n,

ибо {z ∈ D : u∗(z) < v∗ε(z)} ⊂ {z ∈ D : u∗(z) < v∗(z)}. Следовательно, при ε → 0 из непре-

рывности слева борелевских мер мы получаем окончательную оценку

∫

{u∗<v∗}∩X0

(ddcv∗)n =

∫

{u∗<v∗}

(ddcv∗)n 6

∫

{u∗<v∗}

(ddcu∗)n. �

Теорему 3 можно также сформулировать в следующих формах.

Следствие 1. Пусть u∗, v∗ ∈ psh(D)∩L∞
loc(D) и lim

z→∂D

[u∗(z)−v∗(z)] > 0. Тогда имеет место

неравенство

∫

{u∗<v∗}

(ddcv∗)n 6

∫

{u∗<v∗}

(ddcu∗)n.

Следствие 2. Пусть D ⊂ X — ограниченное открытое множество и для функций u∗, v∗ ∈
psh(D) ∩ L∞

loc(D) выполняются следующие условия:

(1) lim
z→∂D

u∗(z) = lim
z→∂D

v∗(z);
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(2) u∗ 6 v∗ на D.

Тогда верно неравенство

∫

D

(ddcv∗)n 6

∫

D

(ddcu∗)n.

Из теоремы 3 легко получить следующий принцип доминирования, который другим

способом также был получен А. Зериахи (см. [22]).

Следствие 3. Пусть D ⊂⊂ X и u∗, v∗ ∈ psh(D) ∩ L∞
loc(D) : (ddcu∗)n 6 (ddcv∗)n. Тогда, если

lim
z→∂D

[u∗(z)− v∗(z)] > 0, то u∗ > v∗ всюду в D.

Теорема 4. Функция u∗(z) ∈ psh(D) ∩ L∞
loc(D) является максимальной тогда и только

тогда, когда в D выполняется равенство

(ddcu∗)n = 0.

В связи важности этой теоремы, мы кратко приведем ее доказательство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Достаточно показать, что для максимальной

в области D ⊂ X функции u∗ выполняется равенство (ddcu∗)n = 0 вне особого множе-

ства X , т. е. на многообразии X0. Фиксируем точку z0 ∈ X0 и шар

B(z0, δ) : G = B(z0, δ) ∩X ⊂ X0, G ⊂⊂ D.

Методом Перрона находим максимальную в области G функцию ω(z): ω|∂G = u∗|∂G,

(ddcω)n = 0. Тогда ω(z) > u∗(z) в G. Положим

w(z) =

{

ω(z), при z ∈ G,

u∗(z), при z ∈ D\G.

Она плюрисубгармонична в D, w(z) > u∗(z). Так как u∗ — максимальная и w(z) ≡ u∗(z)
в D\G, то u∗(z) > w(z), z ∈ D. Отсюда w(z) ≡ u∗(z) и (ddcu∗)n = 0 в B(z0, δ)∩X . Так как

z0 ∈ X0 произвольная, то (ddcu∗)n = 0 в X0 и, значит, в X .

Достаточность. Если (ddcu∗)n = 0, то из принципа сравнения (теорема 3) легко получить

максимальность u∗ в области D. �

Следствие 4. P-мера неплюриполярного компактаK ⊂ X является максимальной вне это-

го компакта, то есть выполняется

(ddcω∗(z,K,D))n = 0 ∀ z ∈ X0\K.
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The work is devoted to the theory of pluripotential on analytic surfaces. The pluripotential theory on the

complex space C
n, as well as on the Stein complex manifold X ⊂ C

N (without a singular set) have

been studied in enough detail. In this work, we propose a new approach for studying the main objects of

potential theory on an analytic set with a non-empty singular (critical) set.
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