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В настоящей работе исследуется двумерная краевая задача типа Стеклова для оператора Ламэ в по-
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Изучение деформации и колебаний упругих пластин как двумерных объектов имеет дав-

нюю историю [1–7]. Тем не менее, как утверждается в [8], некоторые вопросы, важные как

в чисто теоретическом плане, так и для инженерной практики, до сих пор не рассмотре-

ны в полной мере. В первую очередь, это относится к задачам о собственных колебаниях

тонких тел, которые во многом заключаются в поиске их собственных элементов.

Для различных постановок задач упругости естественно записывать основные диффе-

ренциальные уравнения или полностью в напряжениях, или полностью в перемещениях.

Таким образом можно уменьшить число уравнений за счет исключения неизвестных функ-

ций. Исключение деформаций и напряжений позволяет получить три дифференциальных

уравнения лишь относительно перемещений, которые в совокупности представляют собой

векторное уравнение Ламэ. В связи с этим в последнее время интенсивно исследуются соб-

ственные значения двумерных и трехмерных краевых задач для оператора Ламэ [9–14]. Эти

задачи относятся к более широкому классу задач на исследование собственных значений

краевых задач для эллиптических операторов, которые сохраняют актуальность и в настоя-

щее время [15–19].

В настоящей работе исследуется двумерная краевая задача типа Стеклова для операто-

ра Ламэ в полуполосе, которая является предельной для сингулярно возмущенной краевой

задачи, рассмотренной в работе [20]. Целью данной работы является доказательство су-

ществования собственных элементов рассматриваемой краевой задачи, а также получение

некоторых оценок, определяющих асимптотическое поведение собственных значений и со-

ответствующих собственных вектор-функций при бесконечном удалении от основания по-

луполосы. Эти результаты вместе с результатами работы [20] позволят построить и строго

обосновать асимптотическое разложение собственного значения сингулярно возмущенной

краевой задачи из [20] с точностью до степени малого параметра, характеризующего раз-

мер отверстия в полуполосе. При дальнейшем построении и обосновании асимптотического
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разложения можно применить метод операторных уравнений, примененный в работе [21],

и обобщенный на случай вектор-функций в работе [22], а также метод согласования асимп-

тотических разложений решений краевых задач (см., например, [23–28]).

§ 1. Постановка задачи и формулировка основного результата

Пусть Ω = (−b, b), Π = Ω× (a,+∞), −∞ < a < 0, 0 < b < +∞, Ωa = Ω× {a}, начало

координат лежит в Π. Через ∆∗ обозначим оператор Ламэ:

∆∗ := ∆ + α ∇ div,

где α = (λ + µ)/µ, λ, µ > 0 — постоянные Ламэ (см., например, [29, формулы (5.9)]).

Рассматривается следующая «предельная» краевая задача на собственные значения (см. ра-

боту [20]):










∆∗ψ0 = 0, x ∈ Π,

ψ0 = 0, x ∈ ∂Π \ Ωa,
∂ψ0

∂n
= λ0ψ0, x ∈ Ωa,

(1.1)

где n — внешняя нормаль.

Физическая интерпретация краевой задачи следующая. Поскольку задача двумерная,

то область Ω можно рассматривать как слой в трехмерном пространстве (аналогично рабо-

те [30]). Вектор ψ0 является вектором перемещений упругой среды относительно ненапря-

женного состояния с двумя компонентами — сдвигов вдоль осей x и y. Краевые условия

на боковых краях слоя соответствуют жесткому закреплению, а на торце осуществлено

сложное упругое соединение с возможностью перемещения вещества через границу обла-

сти Ω.

Основной результат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Собственные значения краевой задачи (1.1) существуют и имеют следующую

общую структуру:

0 < λ0,1 6 λ0,2 6 . . . 6 λ0,k 6 . . . , (1.2)

где каждое собственное значение повторяется столько раз, какова его кратность, причем

λ0,k удовлетворяют уравнению
(

2 (α + 2)

α λ0,k

)2

cos4 (bλ0,k)−
(

2 (α + 2)

α λ0,k

)2

cos2 (bλ0,k) + 4b2 = 0, (1.3)

и верны оценки

0 < λ0,k 6
α + 2

2α b
, k = 1, 2, . . . . (1.4)

Для соответствующих нормированных в L2(Ωa) собственных вектор-функций ψ0,k(x) име-

ют место следующие равенства:

ψ0,k(x) = υk(x1)e
−
√
ζk(x2−a),

где x = (x1, x2), ζk и υk(x1) = (υk,1(x1), υk,2(x1))
T

(T — знак транспонирования) — соб-

ственные значения и соответствующие нормированные в L2(Ω) собственные вектор-

функции краевой задачи














(

d2υk,1
dx2

1

+ ζkυk,1

)

+ α
d2υk,1
dx2

1

− α
√
ζk

dυk,2
dx1

= 0, x1 ∈ Ω,
(

d2υk,2
dx2

1

+ ζkυk,2

)

− α
√
ζk

dυk,1
dx1

+ αζkυk,2 = 0, x1 ∈ Ω,

υk,1(±b) = υk,2(±b) = 0.

(1.5)

Собственные значения краевых задач (1.1) и (1.5) связаны равенством

λ0,k =
√

ζk.
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§ 2. Вспомогательные утверждения

Определим пространство H1(Π) как пополнение по норме

‖w‖H1(Π) =

(
∫

Π

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

|w|2 dx1

)1/2

(2.1)

вектор-функций из C∞(Π), обладающих конечным интегралом Дирихле

∫

Π

|∇w|2 dx < ∞,

где
∫

Π

|∇w|2dx :=
2
∑

i=1

∫

Π

|∇wi|2 dx.

Подмножество вектор-функций из H1(Π), обращающихся в нуль на ∂Π \ Ωa, обозначим

через H1(Π; ∂Π \ Ωa).
Обозначим

∇U∇V :=

2
∑

i=1

∇Ui∇Vi.

Краевую задачу (1.1) будем понимать в обобщенном смысле. То есть, пусть f ∈ L2(Ωa).
Тогда ψ0 ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa) называется обобщенным решением краевой задачи (1.1), если

для любого v ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa) выполняется следующее равенство:

∫

Π

(∇ψ0∇v + α divψ0 div v) dx = λ0

∫

Ωa

ψ0v dx1. (2.2)

Докажем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть

(u, v)1 :=

∫

Π

(∇u∇v + α divu div v) dx+

∫

Ωa

uv dx1. (2.3)

Тогда (2.3) можно принять за скалярное произведение в H1(Π), индуцирующее новую норму

‖u‖1 =
(
∫

Π

(

|∇u|2 + α |divu|2
)

dx+

∫

Ωa

|u|2 dx1

)1/2

в H1(Π), которая будет эквивалентной старой норме (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для установления справедливости леммы 1 (см., например, [31,

гл. 4, § 2, п. 4]) достаточно показать существование констант C1 > 0 и C2 > 0 таких, что

неравенства

C2
1‖u‖2H1(Π) 6 ‖u‖21, ‖u‖21 6 C2

2‖u‖2H1(Π) (2.4)

имеют место для всех u ∈ H1(Π). Предварительно приведем очевидное неравенство:

(

2
∑

i=1

ai

)2

6 2

2
∑

i=1

a2i . (2.5)
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С учетом (2.1), (2.5) последовательно получаем:

‖u‖21 =
∫

Π

(

|∇u|2 + α |divu|2
)

dx+

∫

Ωa

|u|2 dx1 =

=

∫

Π

|∇u|2 dx+ α

∫

Π

|divu|2 dx+

∫

Ωa

|u|2 dx1 6 ‖u‖2H1(Π) + 2α

∫

Π

2
∑

i=1

(

∂ui

∂xi

)2

dx 6

6 ‖u‖2H1(Π) + 2α

∫

Π

|∇u|2 dx 6 ‖u‖2H1(Π) + 2α‖u‖2H1(Π) = (1 + 2α) ‖u‖2H1(Π).

Таким образом, выполняется второе из неравенств в (2.4) при C2
2 = 1 + 2α > 0.

Покажем теперь, что выполняется первое из неравенств в (2.4). В самом деле, с уче-

том (2.1) имеем:

‖u‖21 =
∫

Π

(

|∇u|2 + α |divu|2
)

dx+

∫

Ωa

|u|2 dx1 =

=

∫

Π

|∇u|2 dx+ α

∫

Π

|divu|2 dx+

∫

Ωa

|u|2 dx1 >

∫

Π

|∇u|2 dx+

∫

Ωa

|u|2 dx1 = ‖u‖2H1(Π).

Таким образом, выполняется первое из неравенств в (2.4) при C2
1 = 1. �

Лемма 2. Краевая задача (1.1) равносильна следующему операторному уравнению:

ψ0 = (λ0 + 1)Aψ0, ψ0 ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa),

где A — это самосопряженный, положительный и компактный оператор из H1(Π; ∂Π\Ωa)
в H1(Π; ∂Π \ Ωa).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом (2.3) равенство (2.2) перепишется в виде

(ψ0, v)1 = (λ0 + 1)

∫

Ωa

ψ0v dx1. (2.6)

При любом фиксированном ψ0 ∈ L2(Ωa) интеграл
∫

Ωa
ψ0v dx1 в правой части (2.6) является

линейным ограниченным функционалом в H1(Π; ∂Π\Ωa). Тогда в силу леммы 1 и теоремы

Рисса (см., например, [31, гл. 2, § 3, п. 2, теорема 1]) существует единственный элемент

Ψ0 ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa), такой что

‖Ψ0‖1 6 C‖ψ0‖L2(Ωa) (2.7)

и верно равенство
∫

Ωa

ψ0v dx1 = (Ψ0, v)1

для любого v ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa). Это означает, что на L2(Ωa) задан линейный оператор A,

такой что Aψ0 = Ψ0, для которого выполняется равенство:

(ψ0, v)L2(Ωa)
= (Aψ0, v)1, (2.8)

для любого v ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa). Из неравенства (2.7) следует, что оператор A из L2(Ωa)
в H1(Π; ∂Π \ Ωa) ограничен. С другой стороны, из (2.8) следует, что оператор A из
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H1(Π; ∂Π \ Ωa) в H1(Π; ∂Π \ Ωa) положителен и является самосопряженным, так как для

любого ненулевого ψ0 ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa) выполняются соотношения

(Aψ0,ψ0)1 = (ψ0,ψ0)L2(Ωa)
= ‖ψ0‖2L2(Ωa) > 0,

(Aψ0, v)1 = (ψ0, v)L2(Ωa)
= (v,ψ0)L2(Ωa)

= (Av,ψ0)1 = (ψ0, Av)1 .

Покажем, что оператор A из H1(Π; ∂Π \ Ωa) в H1(Π; ∂Π \ Ωa) является компактным.

Обозначим Π(R) := Ω × (a, R), где R > 0 — произвольное достаточно большое число.

Так как (см., например, [31, гл. III, § 5, п. 6, теорема 5])

‖ψ0‖W 1

2
(Π(R)) 6 C(R)‖ψ0‖H1(Π(R)), ‖ψ0‖H1(Π(R)) 6 ‖ψ0‖H1(Π),

то

‖ψ0‖W 1

2
(Π(R)) 6 C(R)‖ψ0‖H1(Π), (2.9)

где C(R) — константа, зависящая от выбора R. Из (2.9) следует, что множество вектор-

функций из H1(Π), обращающихся в нуль на ∂Π \ Ωa, содержащихся в W 1
2 (Π(R)) является

ограниченным и поэтому является компактным в L2(Ωa) (см., например, [31, гл. III, § 5,

п. 4, теорема 3]). Тогда из любого его бесконечного подмножества можно выбрать фунда-

ментальную в L2(Ωa) последовательность вектор-функций ψs
0, s = 1, 2, . . . . Так как опера-

тор A из L2(Ωa) в H1(Π; ∂Π \ Ωa) ограничен и, следовательно, компактен, то последова-

тельность Aψs
0, s = 1, 2, . . ., фундаментальна в H1(Π; ∂Π \ Ωa).

В свою очередь, из (2.6) и (2.8) следует, что ψ0 = (λ0 + 1)Aψ0.

Таким образом, лемма 2 полностью доказана. �

§ 3. Доказательство теоремы 1

Докажем теперь теорему 1. Из леммы 2 вытекает (см., например, [31, гл. II, § 5]), что

собственные значения краевой задачи (1.1) существуют и имеют общую структуру (1.2),

где каждое собственное значение повторяется столько раз, какова его кратность.

Применим к краевой задаче (1.1) метод разделения переменных. Соответствующие соб-

ственным значениям λ0,k, нормированные в L2(Ωa) собственные вектор-функции ψ0,k(x)
краевой задачи (1.1), представим в виде:

ψ0,k(x) = υk(x1)e
−
√
ζk(x2−a), (3.1)

где x = (x1; x2) и υk(x1) := (υk,1(x1), υk,2(x1))
T
, T — знак транспонирования. Подстав-

ляя (3.1) в (1.1), получаем краевую задачу (1.5). При этом собственные значения краевых

задач (1.1) и (1.5) будут связаны равенством

λ0,k =
√

ζk.

Общее решение системы дифференциальных уравнений в (1.5) запишем в виде следу-

ющей системы:



















































υk,1 (x1) =C1 sin
(
√

ζkx1

)

+ C2 cos
(
√

ζkx1

)

+

+ C3x1 sin
(

√

ζkx1

)

+ C4x1 cos
(

√

ζkx1

)

,

υk,2 (x1) =C1 cos
(
√

ζkx1

)

− C2 sin
(
√

ζkx1

)

+

+ C3

(

x1 cos
(

√

ζkx1

)

+
2 + α

α
√
ζk

sin
(

√

ζkx1

)

)

+

+ C4

(

−x1 sin
(
√

ζkx1

)

+
2 + α

α
√
ζk

cos
(
√

ζkx1

)

)

,

(3.2)
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где коэффициенты C1, C2, C3, C4 — произвольные и вещественные. Подчиняя функции

из (3.2) краевым условиям из (1.5), приходим к следующей однородной системе линейных

уравнений относительно неизвестных C1, C2, C3, C4:










































































− C1 sin
(
√

ζkb
)

+ C2 cos
(
√

ζkb
)

+ C3b sin
(
√

ζkb
)

− C4b cos
(
√

ζkb
)

= 0,

C1 sin
(
√

ζkb
)

+ C2 cos
(
√

ζkb
)

+ C3b sin
(
√

ζkb
)

+ C4b cos
(
√

ζkb
)

= 0,

C1 cos
(
√

ζkb
)

+ C2 sin
(
√

ζkb
)

+ C3

(

−b cos
(
√

ζkb
)

− 2 + α

α
√
ζk

sin
(
√

ζkb
)

)

+

+ C4

(

−b sin
(

√

ζkb
)

+
2 + α

α
√
ζk

cos
(

√

ζkb
)

)

= 0,

C1 cos
(
√

ζkb
)

− C2 sin
(
√

ζkb
)

+ C3

(

b cos
(
√

ζkb
)

+
2 + α

α
√
ζk

sin
(
√

ζkb
)

)

+

+ C4

(

−b sin
(
√

ζkb
)

+
2 + α

α
√
ζk

cos
(
√

ζkb
)

)

= 0.

(3.3)

Хорошо известно, что для того, чтобы однородная система линейных уравнений имела

нетривиальное решение, необходимо и достаточно, чтобы определитель матрицы системы

был равен нулю. Поэтому, приравняв определитель матрицы системы (3.3) к нулю, прихо-

дим к уравнению (1.3), где λ0,k =
√
ζk.

Обозначим

β :=
2 (α + 2)

α λ0,k
> 0, (3.4)

где α = (λ+µ)/µ, λ, µ > 0 — постоянные Ламэ. С учетом (3.4) равенство (1.3) перепишется

в виде:

β2 cos4 (bλ0,k)− β2 cos2 (bλ0,k) + 4b2 = 0, (3.5)

Применив в левой части (3.5) формулу понижения порядка, приходим к следующему урав-

нению:

cos (4bλ0,k) =
β2 − 32b2

β2
.

Так как

|cos (4bλ0,k)| 6 1,

то

−1 6
β2 − 32b2

β2
6 1. (3.6)

Решая систему, состоящую из неравенств (3.4) и (3.6), получаем

β > 4b. (3.7)

Подставляя (3.4) в левую часть неравенства (3.7) и учитывая положительность λ0,k, прихо-

дим к оценкам (1.4). Теорема 1 полностью доказана. �
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élasticité // RAIRO. Analyse numérique. 1981. Vol. 15. No. 4. P. 331–369.

http://www.numdam.org/item/M2AN_1981__15_4_331_0/

6. Зорин И. С., Назаров С. А. Краевой эффект при изгибе тонкой трехмерной пластины // Приклад-

ная математика и механика. 1989. Т. 53. Вып. 4. С. 642–650.

7. Destuynder Ph., Gruais I. Error estimation for the linear three-dimensional elastic plate model //

Asymptotic Methods for Elastic Structures: Proceedings of the International Conference, Lisbon,

Portugal, October 4–8, 1993. Berlin–New York: De Gruyter, 1995. P. 75–88.

https://doi.org/10.1515/9783110873726.75

8. Назаров С. А. Об асимптотике спектра задачи теории упругости для тонкой пластины // Сибир-

ский математический журнал. 2000. Т. 41. № 4. С. 895–912. http://mi.mathnet.ru/rus/smj1577

9. Borcea J., Shapiro B. Root asymptotics of spectral polynomials for the Lamé operator // Communica-
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In this paper, we study a two-dimensional Steklov-type boundary value problem for the Lamé operator

in a half-strip, which is the limiting problem for a singularly perturbed boundary-value problem in a

half-strip with a small hole. A theorem on the existence of eigenelements of the boundary value problem

under study is proved. In particular, we obtain estimates for the eigenvalues expressed in terms of the

Lamé constants and a parameter that determines the width of the half-strip, and refine the structure of

the corresponding eigenfunctions, which determines their behavior as their argument move away from the

base of the half-strip. Moreover, explicit expressions for the eigenvalues of the limiting boundary value

problem are found up to the solution of a system of algebraic equations. The results obtained in this

paper will make it possible to construct and rigorously justify an asymptotic expansion of the eigenvalue

of a singularly perturbed boundary value problem in a half-strip with a small round hole in powers of a

small parameter that determines the diameter of the hole.
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operator in a three-dimensional domain with a small cavity, Computational Mathematics and Mathe-

matical Physics, 2008, vol. 48, issue 10, pp. 1811–1822. https://doi.org/10.1134/S0965542508100072

29. Landau L. D., Lifshitz E. M. Course of Theoretical Physics. Vol. 7: Theory of Elasticity, Oxford:

Butterworth-Heinemann, 1986.

30. Nazarov S. A. Asymptotic analysis of the problem of elasticity theory in a layer from the point of

view of the problem of O. A. Olejnik, Doklady Mathematics, 1997, vol. 55, no. 1, pp. 46–49.

https://zbmath.org/?q=an:0982.74509

31. Mikhailov V. P. Differentsial’nye uravneniya v chastnykh proizvodnykh (Differential equations in

partial derivatives), Moscow: Nauka, 1977.

Received 13.09.2022

Accepted 21.02.2023

Dmitrii Borisovich Davletov, Candidate of Physics and Mathematics, Associate Professor, Department of

Artificial Intelligence and Promising Mathematical Research, Ufa University of Science and Technology,

ul. K. Marksa, 12, Ufa, 450000, Russia;

Associate Professor, Department of Mathematics and Statistics, Akmulla Bashkir State Pedagogical Uni-

versity, ul. Oktyabr’skoi Revolyutsii, 3A, Ufa, 450000, Russia.

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-8128-6159

E-mail: davletovdb@mail.ru

Oleg Borisovich Davletov, Senior Lecturer, Department of Mechanics and Machine Design, Institute

of Oil and Gas Engineering and Digital Technologies, Ufa State Petroleum Technological University,

ul. Matveya Pinskogo, 4, Ufa, 450044, Russia.

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0675-9670

E-mail: davolegus@mail.ru

Ruzalina Razgatovna Davletova, Lecturer, Course-cycle Commission “Mathematics and Informatics”, Ufa

Branch of the Financial University under the Government of the Russian Federation, ul. Revolyutsion-

naya, 169/1, Ufa, 450005, Russia.

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-7952-7918

E-mail: ruzal89@mail.ru

Aleksandr Anatol’evich Ershov, Candidate of Physics and Mathematics, Researcher, Department of Dy-

namical Systems, Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy of

Sciences, ul. S. Kovalevskoi, 16, Yekaterinburg, 620108, Russia;

Associate Professor, Department of Mathematical Analysis, Institute of Natural Sciences and Mathemat-

ics, Ural Federal University, ul. Mira, 19, Yekaterinburg, 620002, Russia.

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9685-9711

E-mail: ale10919@yandex.ru

Citation: D. B. Davletov, O. B. Davletov, R. R. Davletova, A. A. Ershov. On eigenelements of a two-

dimensional Steklov-type boundary value problem for the Lamé operator, Vestnik Udmurtskogo Univer-
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